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Resumen

En el estudio del sistema climéatico, diferentes resultados parten de la premisa que establece que en la
atmosfera los gases de efecto invernadero (GEI) estan bien mezclados, algunos ejemplos son los escenarios
de concentraciones de GEI para proyecciones futuras en los que se apoyan métricas importantes del
sistema, como las sensibilidades al carbono atmdsferico y al clima. En este trabajo se hace un analisis
de estabilidad, usando la técnica de patrones de Turing, para un modelo analitico del ciclo global del
carbono. Para realizar este andlsis, primero se presenta una condensacién de la teoria que sostiene los
resultados encontrados, esto es, la inestabilidad de Turing. Luego, se incluyen la descripcién puntual
del modelo y la metodologia utilizada. Finalmente, se presentan algunos resultados interesantes en el
contexto del cambio climético. Como principal aporte de los hallazgos presentados se destaca que no se
ha encontrado evidencia que pruebe la no homogeneidad de GEI en la atmosfera.
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1. Introduccion

Para la comprensién de diferentes problemas pro-
blemas de ciencias e ingenieria es necesario estudiar
el comportamiento de la difusién en términos del
espacio. Una estrategia que ha sido utilizada para
abordar este tipo de problemas se remonta a los
trabajos desarrollados en 1952 por el matematico
britdnico Alan Turing cominmente denominada co-
mo patrones de Turing.

Mediante algunos anélisis de estabilidad Turing pre-
tendia comprender mejor el funcionamiento de los
patrones que se forman en la superficie exterior del
cuerpo de algunos animales e insectos, un trabajo
precedente en esta area lo desarrollé en 1917 el bidlo-
go escocés D'Arcy Thompson [15]. Naturalmente,
estos patrones son importantes debido a los servi-
cios de defensa y comunién que brindan a la especie
que los presenta. Si bien la aplicacién inicial de los
patrones de Turing fue en biologia, pronto fueron
utilizados para comprender mejor procesos de reac-
ci6n difusién en areas como neuroloia [1], genética
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[2], quimica [13], entre otras.

La seccion 2 hace un resumen de la teoria que sos-
tiene en andlisis de estabilidad de este documento.
Se presenta una descripcién del modelo del ciclo del
carbono en la Seccién 3. En la Seccién 4 se describe
categéricamente la metodologia utilizada en el con-
texto del modelo aqui considerado. Los resultados
encontrados referentes al analisis de estabilidad en
el modelo se discuten en la Seccién 5.

2. Inestabilidad de Turing

A través del estudio de las reacciones quimicas
que propiciaban los patrones, Turing establecié que
en los sistemas se podian presentar diferentes inesta-
bilidades, a saber, aquellas que oscilan en el tiempo,
pero son independientes del espacio, las que varian
en espacio pero no en tiempo y las que oscilan tanto
tiempo como en espacio [14]. De esta manera, Tu-
ring conjeturé que los patrones en las especies se
hacian presentes cuando ocurria una inestabilidad
por difusion estacionaria en el tiempo, también de-
nominada inestabilidad de Turing [3, 14], es decir,
cuando el estado estacionario del sistema es estable
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con pequenas perturbaciones sin difusién pero ines-
table a pequenas perturbaciones espaciales con difu-
sién [9]. De esta manera, se puede definir el espacio
de Turing conformado por un dominio del espacio
de parametros tal que el modelo es inestable a cier-
tas perturbaciones espaciales.

Existe amplia literatura dedicada a la inestabilidad
de Turing en modelos de reaccién difusién de dife-
rentes areas; para un primer acercamiento, sistemas
unidimensionales de dos especies como el de Schna-
kenberg o el de Gierer-Meinhardt pueden resultar al-
tamente valiosos por los aportes metodolégicos que
ofrece su relativa simplicidad.

Por la naturaleza del modelo estudiado en el pre-
sente trabajo, en esta seccion se ofrecen detalles de
interés para la comprensién de la inestabilidad de
Turing en el caso de un modelo unidimensional en
el espacio pero de més de dos especies, se sugiere
consultar [4, 9] para mayores detalles. En este sen-
tido, cosidere el sistema en una dimensién espacial
de reaccién difusién

88:: = f(u) + DV?u,
(n-V)u(x,t) =0, x9N

en donde u : 2 x T' — R™ es una funciéon donde
Q C R"y T es un intervalo de R, f es el término no
lineal que expresa la reaccion, n es el vector normal
unitario y D es la matriz diagonal cuyos componen-
tes constituyen los pardmetros de difusion.
Considerando que la inestabilidad de Turing se pre-
senta cuando el estado estacionario es estable si
no hay difusién, entonces se suprime del modelo el
término DV?, u obteniendo

(1)

N s, )
y se prosigue a encontrar los estados estacionarios
up, esto es cuando f(u) = 0. Como se desea garanti-
zar la estabilidad con una pequena perturbacion del
estado estacionario, considere el vector z = u — ug
tal que |z| es pequeno. Sustituyendo z en (2) y ha-
ciendo un desarrollo en series de Taylor de orden 2,
se obtiene 5

a% = Jz, (3)

donde J es la matriz Jacobiana evaluada en ug. De
(3) se pueden obtener soluciones de la forma e,
con A autovalor de J. Teoria robusta desarrollada

en [4] establece que la estabilidad esta garantizada

siempre y cuando Re(\) < 0, a partir de esta condi-
cion se obtienen algunas desigualdades que limitan
el espacio de Turing del modelo.

Continuando con el analisis de estabilidad, se pro-
sigue a estudiar el sistema considerando la difusién.
Con un procedimiento para la linealizacion similar
al descrito previamente se obtiene

0z 9

Para resolver (4) inicialmente se resuelve el siguiente
problema:

0

Z"(2) + k2 Z(z) =
= 0. (5)

Z'(0) = Z'(a)
0<z<a

La ecuaciones de (5) definen un problema de Sturm-
Liouville, cuya solucién es de la forma cos(nmx/a)
donde k = nw/a, mas detalles pueden ser consulta-
dos en [10]. En este contexto, a los valores de k se
les denomina autovalores del problema (5).
A continuacién se conjetura que (4) tiene por solu-
cién

z =veMZ(x),

(6)
con v € R" fijo y no nulo, se destaca que tanto v
como A son incégnitas. Sustituyendo (6) en (4) se
llega a que las incégnitas de v y A deben satisfacer
la siguiente igualdad

(M —J + k’D)v =0. (7)
Para encontrar una solucién no trivial de (7) se debe
cumplir que la matriz \I — J + k?D sea singular,
es decir, [\ — J + k*D| = 0. Para que se de la
inestabilidad de Turing es suficiente garantizar que
al menos una de las raices del polinomio

p(\) =X —J + kD, (8)
tenga parte real positiva. De esta manera, es posible
obtener otras condiciones que limitan el espacio de
Turing antes mencionado.

3. Descripciéon del modelo

El modelo utilizado para analizar la dindmica de
carbono es la amotsera fue publicado en el afio 2018
por Lade et al. en [7]. En rasgos generales, este mo-
delo del ciclo global del carbono es una version esti-
lizada de modelos del sistema de la Tierra (ESM en
inglés), muchas simplificaciones se han acordado en
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Figura 1: Descripcién de los procesos incluidos para modelar el ciclo global del carbono

su planteamiento, como en el caso de la estratifica-
cién ocednica y las dindmicas de la bidsfera terres-
tre; sin embargo, para los propdsitos de este traba-
jo, el modelo brinda resultados valiosos que marcan
un posible camino para modelos més robustos. Una
descripcién esquematica de los procesos que se in-
cluyen para modelar los flujos de carbono se ilustran
en la Figura 1.

Las ecuaciones constitutivas del modelo, que des-
criben los flujos de carbono en suelos (C}), capa mix-
ta superior del océano o simplemente océanos (Cp,),
atmosfera (Cy) y el cambio en temperatura (AT),
se describen seguidamente.

Carbono en suelos:

dCy

Cq
— = PPNyl 1+ K,
it °< * Clog(am)

— LUC(),

Cy AT/lD)
Ci, @r

Carbono en océanos:

dCpy,  DyCy
dt - Tp(CmO,O) (Ca p(cmaAT))
—wo(l —wrAT)(Cry, — Cryp)

— B(AT) + B(0),

Carbono en atmosfera:

dC, Ca
NPPF
+ LT+ LUC(t) (11)
Cio
. DaCmo

0 — D(Cm, AT)).
o (Co = (G, AT))

Cambio en la temperatura

g () = A1) 2

La funcién LUC denota el carbono emitido por el
uso del suelo, incluye procesos como el cambio por
la silvicultura [8], mientras que la funcién e expresa
el carbono liberado por combustién fésil y produc-
cién de petroleo e industria.

Tanto en la funcién LUC como en e no se ha uti-
lizado una expresién analitica, en su lugar se utili-
zan datos historicos reconstruidos desde el afio 1750
hasta el 2011 [5, 11] y trayectorias de concentracién
representativas (RCP en inglés) para el 2012 hasta
el ano 2100 [12].

Para finalizar, la funcién

dt T

dAT 1( X
N log2

p(C,, AT) = Coy /(1 — D AT)(C,/Cri)"

cuantifica la relacién entre el cambio de temperatu-
ra y el carbono en los ocednos. Los valores de los
coeficientes utilizados se muestran en el Cuadro 1,
todos han sido tomados de [7].

Con las ecuaciones (9), (10), (11) y (12) el modelo
que incluye dos variables independientes, una para
tiempo y otra para el espacio, se puede expresar de
forma simplificada como sigue

% = Ty + 6,V2Cy,

S0 (13)
at“ = J3 + 03V2C,

8?% =F, + 6, VAT,
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Simbolo Nombre Valor
Valores iniciales

Cay Carbono atmosférico estimado en la época preindustrial 589 PgC
Ci, Carbono terrestre estimado en la época preindustrial 1875 PgC
Cme Carbono ocednico estimado en la época preindustrial 900 PgC
Parametros usados para la modelacién del carbono terrestre

Qr Dependencia de la temperatura de la respiracién terrestre 1.72

PPN Absorcion neta de carbono de la atmdsfera en la época preindustrial 55 PgC/ano
Kec Efecto de la fertilizacién 0.3
Parametros usados para la modelacién del carbono en océanos

By Bomba biolégica en la época preindustrial 13 PgC/ano
Br Temperatura dependiente de la bomba bioldgica 0,023/ K

wo Tasa de solubilidad de la bomba biolégica 0.1/ano

wr Debilitamiento de la solubilidad de la bomba bioldgica bajo el cambio climatico 0,1/K

D, Tasa de equilibrio de carbono en la capa mixta superior del océano 1/ano

Dr Efecto de la solubilidad en la temperatura 0,0423/K

r Factor Revelle 12.5
Parametros usados para la modelacién del cambio de temperatura

T Tiempo de respuesta para un retraso climatico 4 anos

A Factor de sensibilidad del clima 1,8K

Cuadro 1: Valores de parametros utilizados en el modelo

tal que F son las funciones que modelan los flujos de
carbono y ¢ es el coeficiente de difusién, tomando a
61 = 0 debido a que no es usual que exista la difusién
de carbono terrestre y 0 < §; para ¢ = 2, 3,4.

4. Descripcién del método
A continuacién se indican algunas consideracio-

nes que detallan el andlisis de inestabilidad realiza-
do:

i. Debido a la complejidad que representa hacer
un anélisis analitico de la inestabilidad de Tu-
ring de (13) dicho analisis se hizo numéricamen-
te por medio de un software matemético libre.

ii. Los valores de los coeficientes de difusién, oo,
03 vy 04, 1O tienen un sustento experimental en
este andlisis; en este contexto, los pardmetros se
contemplaron haciendo un mapeo equidistante
en una regién positiva de R3.

iii. La metodologia realizada, en términos genera-
les, fue asi: primero, se selecciona una tripleta
para los coeficientes de difusién d9, d3 v &4 del
mapeo indicado en el inciso anterior. Después,
se toma un dominio discreto de valores para el
autovalor k de (7) y con ayuda de un método

numérico se encuentra la maxima parte real de
las raices de (8), en este punto se debe tener
presente que si alguna de estas raices tiene
parte real positiva entonces se daria lugar a la
inestabilidad de Turing.

Finalmente, con el conjunto de valores discretos de
k y sus respectivas maximas partes reales se forma
una curva que puede ser representada en el plano,
tal que permita acotar su comportamiento en alguna
region en especifico.

5. Resultados

En la Figura 2 se muestran las curvas para las
diferentes triadas seleccionadas para los coeficientes
de difusién, tal que 0 < §; < 1 para ¢ = 2, 3,4. Como
se puede apreciar dichas curvas se ubican en una re-
gién donde su rango es negativo, lo cual indica que
en ninguno de los casos considerados se presenta la
inestabilidad de Turing para el sistema (13). Por lo
tanto, se afirma que en este modelo no se presenta
una inestabilidad de Turing en base al experimento
realizado y la continuidad de los parametros consi-
derados. En el contexto del fenémeno, con el estudio
de la inestabilidad de Turing realizado se confirma
que existe homogeneidad en la concetracién de car-
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Figura 2: Distribucién de la parte real de los autovalores del polinomio caracteristico del modelo con términos de
difusién

bono en las suelos, océanos y atmosfera. En especial,
este resultado es un aporte importante para mode-
los sobre el cambio climéatico y las politicas publicas
actuales [6], debido a que realza cémo los cambios
en la composicién atmosférica se distribuyen unifor-
memente en el planeta.
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