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Resumen

Este trabajo presenta un modelo computacional de medios filtrantes construido aplicando
diagramas de Voronoi-Laguerre para representar materiales fibrosos no tejidos. El modelo
de filtro cuasi 3D se construye a partir de las propiedades medidas del material como la
porosidad, el didmetro medio de la fibra, el grosor y la distribucién del tamano de los poros.
Se utiliza el modelo computacional del material para realizar simulaciones de Monte Carlo,
aplicando mecanismos béasicos de filtracion. Las simulaciones de los procesos de filtracion
incluyeron las siguientes interacciones: particula-poro, particula-fibra y particula-particula.
Los calculos de la eficiencia del filtro, para diferentes distribuciones de tamano de particulas
y poros, concuerdan con la teoria general de filtracion. El modelo permiti6é rastrear y
ubicar las particulas capturadas en poros o fibras, lo que permite visualizar la estructura
del medio filtrante con las particulas.

Palabras claves: Monte Carlo, diagramas de Voronoi-Laguerre, modelacion de filtra-

cion.
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Abstract

This work presents a computational model of filter media constructed applying Voronoi-
Laguerre diagrams to represent nonwoven fibrous materials. The quasi 3D filter model was
built from the measured properties of the material, such as porosity, mean fiber diameter,
thickness, and pore size distribution. The computational model is used to perform Monte
Carlo simulations, applying basic filtration mechanisms. The simulations of the filtration
processes included the following interactions: particle-pore, particle-fiber, and particle-
particle. Filter efficiency calculations for different pore and particle size distributions
are consistent with general filtration theory. The model allowed tracing and locating the
captured particles in pores or fibers, which allows visualizing the structure of the filter
medium with the particles.

Keywords: Monte Carlo, Voronoi-Laguerre diagramas, Filtration modeling
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Capitulo 1

Introduccion

La separacion de particulas contaminantes de liquidos y gases es un proceso muy
importante en la industria de alimentos, farmacéutica, de semiconductores, de sistemas de
lubricacion, purificacion de agua, aire acondicionado, limpieza del aire de polvo y virus
[30, 20].

La contaminacion del aire con particulas muy pequenas provenientes de diversas fuentes
(industria, vehiculos, agricultura, polvo, etc.) representa un peligro para la salud humana
cuando dichas particulas son inhaladas. Una apropiada filtracion del aire puede controlar
el nivel de estas particulas y por tanto ayudar a reducir los problemas de salud en la
poblacion. En los hospitales, especialmente en las salas de operacion, se ha demostrado
que el uso de filtros tiene una enorme importancia en limitar la propagacion de infecciones
[30].

La limpieza de fluidos hidraulicos y del aire para combustiéon es clave en un apro-
piado mantenimiento de maquinaria y vehiculos. La vida ttil de los motores y muchas
componentes de maquinas aumenta considerablemente al disponer de filtros eficientes. La
industria de alimentos y farmacéutica requiere de altos niveles de pureza en los materiales
que utiliza, asi como también en los ambientes de trabajo, para poder garantizar la calidad
de sus productos.

La industria electronica, indispensable en esta era, necesita de procesos de filtracion al
maximo de eficiencia ya que las particulas contaminantes podrian ser incluso més grandes

que las mismas componentes electronicas.
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La mayor parte de los filtros de aire y para fluidos hidraulicas son, hoy en dia, disenados
sobre la base de materiales fibrosos no tejidos |20, 30| . Por todas las aplicaciones explicadas
se justifica la investigacion en modelacion matematica de medios filtrantes.

Para remover particulas de didmetro mayor de 1 um los materiales fibrosos no-tejidos
han sido utilizados extensivamente para proveer niveles de pureza deseados [20]. La eficacia
de un filtro se caracteriza por su eficiencia y capacidad. La eficiencia de un material de
filtracion se puede definir como la razon entre el nimero de particulas mayores que un
tamano dado capturadas en el filtro y el nimero de particulas mayores que ese mismo
tamano en el fluido de entrada. La capacidad del filtro se define como la masa de particulas
por unidad de area que es capaz de retener sin sufrir dano, determina la vida ttil del filtro
[10].

Los materiales fibrosos tienen una estructura geométrica compleja, caracterizada por
su anisotropia y heterogeneidad [20]. La modelacion matemaética del medio filtrante fibroso
tiene una gran utilidad para la estimacion de la eficiencia haciendo simulaciones de los
procesos de filtracion.

En esta tesis nos enfocamos en el desarrollo de un modelo geométrico para medios
filtrantes fibrosos que permita no solamente estimar la eficiencia del filtro, sino que, ademas,
permita realizar anélisis del medio filtrante y del proceso de filtracion.

En el capitulo 2 se presenta en resumen una investigacion bibliogréafica acerca de las
diferentes formas de abordar el problema de modelado de procesos de filtracion, conceptos
basicos del método de Monte Carlo y las técnicas para el analisis estadistico.

En el capitulo 3 se explica la metodologia basada en diagramas de Voronoi- Laguerre
para construir los modelos computacionales del medio filtrante. Se presentan los algoritmos
implementados en R, ilustrados con ejemplos de modelos construidos.

En el capitulo 4 se describen los resultados con el anélisis correspondiente. Se inicia
mostrando la metodologia para seleccionar el tamano de muestra del medio filtrante
modelado, luego se realizan simulaciones para varios casos de procesos de filtracion donde
se estima la eficiencia en funcién del tiempo y de tamano de particulas. Ademas, se
presentan visualizaciones en dos y cuasi tres dimensiones.

Se finaliza con las conclusiones y planteamientos para trabajos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos y revision bibliografica

La prediccion de la eficacia de materiales de filtracion requiere la descripcion de la
estructura geométrica del medio poroso, seleccién de mecanismos de filtracion y dinamica
del flujo de fluido-particula a través del medio poroso. Los materiales fibrosos no tejidos
consisten de una red de fibras entrelazadas que crean poros a través de los cuales fluye el
fluido del proceso. El flujo de suspensiones a través de medios porosos es un fenémeno muy
complejo debido a la diversidad de mecanismos de filtracion involucrados. Los mecanismos
de filtracion que operan en un proceso particular de filtracion dependen del tamano de las
particulas, tipo de medio poroso, velocidades de flujo y de las interacciones mecénicas y
fisico-quimicas del sistema particula-fluido-filtro[10].

En la Figura 2.1 se muestra un ejemplo de un material fibroso no tejido y un filtro en
base a este material.

Los mecanismos de filtracion e interacciones considerados en esta investigacion fueron:
captura de particulas por tamizado, captura de particulas por poros bloqueados y captura de
particulas en las fibras. Los tltimos tres mecanismos mencionados involucran interacciones

particula-poro, particula-particula y particula-fibra respectivamente.
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Figura 2.1: Material fibroso y filtro
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(a) Material fibroso no tejido (b) Filtro en base a material fibroso

Fuente: https://www.pdblowers.com/product/485-polyester-filter-element/

https://www.indiamart.com/chemitexglobalmumbai/polyester-air-filter-roll.html

2.1. Mecanismos fundamentales de filtracién

El objetivo principal de la filtracion es la separacion de fluidos de sélidos, ya sea porque
nos interesa el fluido, por ejemplo, en el caso de los procesos de purificacion de agua o
también puede ser de nuestro interés el sélido mismo, por ejemplo, la separacion de metales
valiosos como el oro. Consideremos una particula que se transporta con un fluido a través

de medio filtrante, [29] define los siguientes mecanismos de captura de particulas:

» Sedimentacién, o asentamiento por gravedad: aunque no es estrictamente un
mecanismo de filtracion, es importante tener en cuenta que las particulas mas grandes
y més densas pueden depositarse dentro de un sistema de filtracion y potencialmente
acumularse y afectar el rendimiento del sistema (esto puede ser un problema mayor

si las particulas forman una escala o cemento juntas).

» Tamizado: si la particula es mas grande que los poros en el medio filtrante y no
tiene suficiente inercia para danar el medio, entonces se retendra. En general el

tamizado es un mecanismo que retiene las particulas de mayor tamano.


https://www.pdblowers.com/product/485-polyester-filter-element/
https://www.indiamart.com/chemitexglobalmumbai/polyester-air-filter-roll.html
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= La impactacion inercial: ocurre cuando la particula no sigue la linea de flujo
del fluido, sino que contintia en su camino existente para interceptar con el medio
filtrante. La probabilidad de que esto ocurra depende del impulso de la particula
(y, por lo tanto, de la velocidad del fluido). Si este es un mecanismo importante de
interaccion, entonces el grado de paso de soélidos dependera de la velocidad de flujo a
través del filtro, siendo iguales todas las demés condiciones, es decir, temperatura,

densidad, viscosidad.

= Interceptacion: la particula, siguiendo una linea de corriente, entra en contacto
con el medio filtrante y se retiene. Se supone que el flujo de fluido es laminar y
la probabilidad de captura a través de este mecanismo depende de la relacion de
tamano de particula a poro, y el enlace que se forma entre la particula y el medio

filtrante. Una vez mas, la velocidad del fluido puede tener un efecto en este proceso.

= Difusiéon: dependiendo de las densidades de fluido y particulas y el tamano de
particula, el movimiento de una particula estara influenciado tanto por la linea
de corriente general del fluido como por el movimiento browniano, un movimiento
aparentemente aleatorio causado por colisiones con moléculas mas pequenas en el
fluido esto puede dirigir la particula al medio filtrante, donde puede permanecer

dependiendo de la interaccion particula / medio.

= Deposicion electrostatica: en este caso, la carga superficial de la particula puede
ser opuesta a la de una fibra o poro en el medio filtrante, haciendo que su camino se
desvie hacia el medio donde permanece. También puede ocurrir un proceso anélogo

de deposicion magnética.
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En la Figura 2.2 se presenta una ilustracion de los mecanismos discutidos previamente.
Esta figura esta basada en un flujo perpendicular al eje de la fibra.
Figura 2.2: Mecanismos de filtracion
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Fuente: Figura tomada de [10]

1

2.2. Revisiéon de modelos existentes para medios filtran-
tes

Existen dos teorias principales para abordar los procesos de filtraciéon en medios no
tejidos, la teoria de modelos celulares y la teoria de canales, estas teorias son discutidas
en [13]. La teoria de canales estd basada en los procesos de filtracion a través de lechos
empaquetados no fibrosos como la arena, esta también es conocida como el modelo de
tubos capilares, asume el medio como un conjunto de tubos cilindricos que van de una
superficie del medio a otra, no necesariamente en forma perpendicular a la superficie del
medio. Esta teoria se puede aplicar a los medios filtrantes no tejidos en los procesos de
filtracion de liquidos.

Por otra parte la teoria del modelo celular y el modelo de arrastre, los cuales fueron
desarrolladas para los procesos de filtracion de aire. La fibras son representadas como
cilindros, esta teoria supone una serie de cilindros circulares, cada uno de ellos en una celda
rodeada por envolturas cilindricas. Wakeman y Tarleton [31] aplican el modelo celular al

proceso de filtracion de liquidos.
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Una descripcion microscopica de un proceso de filtracion considera el filtro como un
ensamble de colectores, su descripcion caracteriza la estructura geométrica del material de
filtracion de forma que permita establecer relaciones con las propiedades macroscopicas.
Entre los modelos microscopicos destacan el modelo de tubos capilares, los modelos
basados en la teoria de poros, modelos de barrera y los modelos tridimensionales de mallas
superpuestas [14].

También hay investigadores trabajando en el desarrollo de modelos computacionales
tridimensionales aplicando procesamiento de imégenes |26, 24|. Los diagramas de Voronoi
ampliamente usados para crear particiones en dos y tres dimensiones también han sido
usados para modelar medios filtrantes [4].

Albrecht [1] y Sell [28] fueron de los primeros en realizar trabajos de patrones de flujo al
rededor de conjuntos de cilindros paralelos, esto puede ser considerado como los primeros
avances en los modelos cilindricos, siendo el trabajo de Albrecht considerado como el
pionero en este tipo de modelos. Los primeros enfoques del modelo cilindrico de Langmuir
[18] consistian en una serie de cilindros paralelos a la direccion del flujo, cada fibra era
representada mediante un cilindro, el cual estaba rodeado por un espacio vacio en forma
de hexagono, limitando con los espacios vacios de las fibras adyacentes, formando asi una

especie de panal, Figura 2.3.

Figura 2.3: Modelo cilindrico de Langmuir

Fuente: Figura tomada de [13]
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Langmuir reconocié que su modelo no representaba medios filtrantes reales por dos

razones:

1. Las fibras de un filtro real tienen su eje aproximadamente paralelo a la superficie del

medio.

2. Las fibras no son paralelas entre si, sino que se cruzan en todos los angulos y su

distribucion en el espacio es mucho menor que en el modelo.

El modelo de Langmuir fue disenado para el estudio de filtracion de aerosoles y lo
baso para un fluido gaseoso. Happel [11] y Kuwabara [17] resolvieron el problema del flujo
transversal. Ambas soluciones estaban basadas en dos cilindros concéntricos que se utilizan
para representar un modelo de un fluido que fluye a través de un conjunto de cilindros,

observe la Figura 2.4, este modelo es muy similar al modelo de Langmuir.

Figura 2.4: Modelo de Happel y Kuwabara

Fuente: Figura tomada de [13]

Happel hizo las siguientes suposiciones en el modelo:
1. No hay deslizamiento en los limites de las celdas, a y b.

2. La trayectoria libre media de las moléculas de gas es muy pequena en comparacion

con la dimension del cilindro interior.

3. La forma de la seccion transversal de la celda esta representada por un circulo, cuya
area es igual que la seccion transvesal de la geometria de celda real. En efecto, el

limite exterior de la celda en b es un cilindro.
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Ha habido muchas actualizaciones sobre las teorias de Kuwabara y Happel. Pitch
[22, 23] modific el modelo de Kuwabara asumiendo deslizamiento en al superficie del
cilindro interno. Brown [3] menciona que la fuerza del modelo celular es su simplicidad.
Brown observa que, en un medio real, no todas las fibras son perpendiculares al flujo ni
son de diametro uniforme, ademas la secciéon transversal de la fibra no es necesariamente
circular. Otra observacion de Brown es que la densidad del empaque varia segin el medio.

Kirsch y Funchs [16, 15] trabajaron un modelo de abanico, este enfoque consistia en
planos sucesivos de fibras paralelas; sin embargo, las fibras en cada plano giran en un
angulo arbitrario con respecto a las fibras paralelas en el plano anterior. Este modelo se
basa en una dispersion homogénea de fibras, en los filtros reales, las fibras no se dispersan
de manera tan homogénea. El modelo de abanico predijo una mayor resistencia que los
filtros reales, por lo que se introdujo un factor de falta de homogeneidad para hacer el
modelo més real [9].

Los modelos tridimensionales para medios filtrantes aplican técnicas de geometria
computacional como el uso de los diagramas de Voronoi. Para modelar microestructuras
poliédricas granulares se han usado técnicas como las particiones de Laguerre [24] permi-
tiendo obtener una aproximaciéon de la forma y tamano de los granos reales del material,

en la Figura 2.5 podemos observar un modelo construido con esta técnica.

Figura 2.5: Modelo para microestructura granular

Fuente: Figura tomada de [24]



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS Y REVISION BIBLIOGRAFICA

Otra idea bastante utilizada consiste en la construcciéon de modelos tridimensionales

de fibras generados aleatoriamente [27] como se muestra en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Modelo tridimensional de fibras

Fuente: Figura tomada de [27]

La complejidad de estos modelos tridimensionales vuelve practicamente imposible
resolver las ecuaciones de Navier-Stokes las cuales, en teoria, describen el flujo del fluido y
las particulas, por esto la popularidad ganada por el método de simulaciéon de Monte Carlo
para abordar de forma mas sencilla el problema del movimiento del fluido y de particulas

a través de medios porosos.

El modelo del filtro propuesto en este trabajo combina caracteristicas del modelo de
tubos capilares, de los modelos basados en la teoria de poros y del modelo tridimensional
de mallas superpuestas, ver la Figura 2.7. El propésito fundamental de este trabajo fue
desarrollar un modelo del medio filtrante que sea capaz de predecir dindmicamente la
eficacia de filtros fibrosos y que tenga la flexibilidad para analizar cambios en porosidad,
forma de deposicion de las particulas, tortuosidad de la trayectoria de las particulas que

pasan y conectividad del medio.
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Figura 2.7: Medio multicapa

EENERT

il

Fuente: Figura tomada de [6]

2.3. Elementos para analisis estadistico y método de
Monte Carlo

Definiciéon 2.3.1. Definimos como un sistema a una coleccion de entidades relacionadas,
a veces llamadas componentes o elementos que pueden tomar valores l6gicos o numéricos,

que forman un todo completo.

Los componentes del sistema realizan ciertas funciones que generan cambios en el
estado del sistema.

El proceso de filtracion es el sistema de estudio en esta tesis, las componetes del sistema
son el medio filtrante, los fluidos y particulas contaminantes que interactuan con el filtro.

Algunas de las caracteristicas que pueden definir el estado del proceso de filtracion son:

1. La eficiencia: depende de qué tan fina es la filtracion. Un filtro eficiente evita el

desgaste prematuro de un motor por ejemplo.

2. La vida util: depende de la cantidad de contaminaciéon que se pueda bloquear antes

de que el filtro deje de funcionar.
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Coulson [5] define la filtracion como:

«Se denomina filtracion al proceso unitario de separacion de solidos en una
suspension a través de un medio mecanico poroso, también llamados tamiz,

criba, cedazo o filtroy.

Una vez definido el sistema de estudio, se debe proceder a construir un modelo mediante
el cual se pueda predecir el comportamiento del sistema. Nos referimos por modelo a una
abstraccion del sistema real que pueda ser usada para generar las estimaciones. Este modelo
debe ser lo mas parecido posible al sistema real de estudio e incorporar los elementos més
importantes del mismo.

El modelo usado en este trabajo es el propuesto por [6], donde se detalla la geometria
del medio filtrante y una forma de cuantificar la eficacia del filtro.

La representacion geométrica del medio filtrante es un medio multicapa, donde cada
capa tiene una distribucién inicial de tamano de poros. Para la construccion del medio

artificial son consideradas las siguientes caracteristicas:

1. e: Porosidad

2. L: Grosor del medio filtrante

3. Dy: Didmetro promedio de la fibra

Cada capa es representada mediante una superficie sélida llena de poros, ademas se
considera que existen multiples conexiones de los poros de una capa a otra en el medio
filtrante. La geometria de las capas es detallada mas adelante en otro capitulo.

Las distribuciones de tamanos de poros fueron determinadas mediante el mecanismo
Coulter Porometer [6], de esta forma podemos conocer una distribucion empirica del
tamano de los poros, esta distribucion se obtiene de forma acumulada, en la siguiente
seccion se detalla un algoritmo para obtener una muestra aleatoria de una variable aleatoria

mediante su funcién de distribucién acumulada.
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2.3.1. Simulaciéon de variables aleatorias

Una vez establecida la estrategia para el desarrollo del modelo para el sistema en
cuestion se debe proceder a buscar una técnica para la estimacion de las propiedades de
interés. En este trabajo se construye el modelo del filtro y la simulacién del movimiento
de particulas utilizando simulaciones de Monte Carlo.

La simulaciéon de Monte Carlo hace uso de distribuciones de probabilidad para realizar
experimentos con el objetivo de llegar, después de un ntmero de iteraciones, a lo que
pasaria en un sistema real.

El objetivo es tratar de imitar computacionalmente el modelo, de forma tal que
este sirva como generador de observaciones de las caracteristicas del sistema que son de
nuestro interés. El modelo a su vez esta formado por diferentes componentes aleatorias que
interactiian con él (distribucion de particulas, distribucion de tamafio de poros, trayectoria
de las particulas a través del filtro).

Poder generar observaciones de una variable aleatoria se hace fundamental al utilizar
este tipo de modelos de simulacién, en la actualidad existen herramientas computacionales
muy potentes (como R), para generar nimeros y muestras aleatorias de alguna distribucion
paramétrica conocida. Las distribuciones de tamanos de poros es determinada por el equipo
Coulter Porometer [6], a partir de esta distribucion debemos obtener muestras aleatorias
para la construccion de el medio filtrante, para este objetivo se utilizé el método de la
transformada inversa para generar variables aleatorias. A continuacién veremos algunas
definiciones y resultados previos a estudiar el esquema general de la aplicacion del método

de Monte Carlo.

Definicién 2.3.2. Dada una variable aleatoria X, una muestra aleatoria, es un conjunto
de variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, obtenidas a partir de

la variable aleatoria X y que se distribuyen igual que la misma.

Definicién 2.3.3. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién acumulada
(cdf) F. Como F es una funcion no decreciente, la funcion inversa F~! puede ser definida
como:

F i (y) =inf{z: F(z) >y,0<y <1}
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Si U ~ U(0,1) entonces
X =F1U)

Tiene a F como cdf, es decir, como F' es invertible y P(U < u) = u tenemos que

P(X <x)=P(F'(U)<z)=PU<F(x)) = F(x)

Asi, para generar una variable aleatoria X con cdf F, debemos tomar U ~ U(0,1) y
encontrar X = F~}(U). la Figura 2.8 ilustra en que consiste el método y en el Algoritmo
1 se detalla los pasos para realizar el método.

Figura 2.8: Método de la transformacion inversa

Fuente: Figura tomada de [25]

Algoritmo 1 Método de la transformada inversa

Entrada: Funcién de distribucién acumulada F.

Salida: Variable aleatoria X con una distribucién de acuerdo a F.
1: Generar U de una distribucion U(0, 1)
2: X« F _I(U )
3: devolver X

La definiciéon anterior es para una variable aleatoria del tipo continuo, este método se
puede ajustar facilmente para variables aleatorias del tipo discreto
Sea X una variable aleatoria discreta con P(X = ;) =p;, it =1,2,...con > . p;=1y

r1 < x9 < ... La cdf F de X esta dada por

en la Figura 2.9 se ilustra el método de la transformada inversa para variables aleatorias

discretas.
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Figura 2.9: Método de la transformacion inversa para una variable aleatoria discreta

F(x)
I Y ‘
1 3 ps
T , } P
P3 {
P2
n{ ?
L0 Y =
T T9 T3 X T5

Fuente: Figura tomada de [25]

Luego el método de la transformada inversa para variables aleatorias discretas es:

Algoritmo 2 Método de la transformada inversa para variables aleatorias discretas

Entrada: Funciéon de distribucién acumulada F.
Salida: Variable aleatoria X con una distribucién de acuerdo a F.

1:

Generar U de una distribucion U(0, 1)

2: Encontrar el entero positivo k més pequeno, tal que U < F(xy).
3 X < 1
4: devolver X

El Algoritmo 3 muestra los pasos para generar una observacion de la eficiencia del

filtro bajo diferentes condiciones que seran detalladas en capitulos posteriores.

Algoritmo 3 Pasos para generar la eficiencia del filtro

Entrada: Capa o capas del filtro, muestra de particulas, parametros de los fluidos y

contaminantes

Salida: Eficiencia del filtro.

1:

Lanzar una cantidad de particulas por un intervalo de tiempo sobre las capas del
medio filtrante.
Contar la cantidad de particulas que pasaron las capas del filtro

3: Calcular la eficiencia dividiendo el nimero de particulas que pasaron sobre el nimero

de particulas lanzadas.
devolver Eficiencia

La Figura 2.10 muestra un diagrama de flujo del proceso de lanzamiento y captura de

particulas para el calculo de la eficiencia.
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Figura 2.10: Algoritmo para generar eficiencia
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Fuente: Elaboracién propial

!Figuras sin fuente son de elaboracién propia
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2.3.2. Analisis estadistico

Ya hemos definido un modelo computacional capaz de generar una observacion del
proceso de filtracion, con esto somos capaces de generar muestras aleatorias y poder hacer
inferencia sobre la eficiencia del filtro. Los intervalos de confianza nos permiten encontrar
un intervalo en el cual, con cierto nivel de confianza, podemos acotar la eficiencia del

medio.

Definicion 2.3.4. Sea 6 un parametro desconocido, definimos un intervalo de confianza

de nivel (1 — a) x 100% a un intervalo definido por dos valores 6, y 0y tal que

Si llamamos 6 a la eficiencia real del filtro, entonces podemos encontrar, a partir de
una muestra aleatoria, un intervalo de nivel (1 — «) x 100 % que la contenga.

Para construir los intervalos de confianza es necesario definir un estimador puntual,
0 para el parametro 6 y conocer su distribucion, cuando la distribuciéon de el estimador
es conocida, podemos construir intervalos de confianza de nivel exacto, mediante una
estadistica pivotal o podemos construir intervalos de confianza de nivel asintético con

ayuda del Teorema Central del Limite y otros resultados.

2.3.2.1. El método de Monte Carlo

El principio del método de Monte Carlo es estimar una cantidad desconocida haciendo
uso de distribuciones de probabilidad que pueden modelar el fenémeno real, con esto
buscamos reducir la incertidumbre estadistica del modelo.

Suponga que queremos determinar la esperanza
0= B = [ H@)fx(@)ds

Donde X es una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad fx(x), y
H(X) es una funcion de valor real. Asumimos que 6 no puede ser evaluada analiticamente

y debemos realizar simulaciones para poder aproximar la integral. Un estimador insesgado
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para 6 es:

0= H(z;)

-

1
N
1

7

Particularmente, si tomamos H(X) = X, la identidad, entonces podemos hacer la

siguiente estimacion:

LN
i=1

Esto es, la media muestral calculada a partir de una muestra aleatoria X, Xs, ..., Xy,
este estimador cumple las propiedades de ser insesgado y ademés consistente para el

parametro 6, estas propiedades se definen a continuacion [12].

Definicion 2.3.5. Sea X, Xs,..., Xy una muestra aleatoria de una variable aleato-
ria X con funcion de distribucion fx(x) y sea 6 un parametro poblacional. Sea T =
T(X1,Xa, -+, Xn) un estadistico. Decimos que T' es un estimador insesgado para el

parametro 6 si

BE(T) = 9.

Definicion 2.3.6 (Convergencia en probabilidad). Sea { Xy} una secuencia de variables
aleatorias y sea X una variable aleatoria definida en un espacio muestral. Decimos que

Xy converge en probabilidad a X si, para todo € > 0,
lim P[| Xy —X|>¢=0
N—o00

. P
y lo escribimos como Xy — X.

Teorema 2.3.1 (Ley débil de grandes ntimeros). Sea { Xy} una secuencia de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media p y varianza o < oo.
Sea Xy = % Zf;l X;. Entonces

XN—>[L
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Definicion 2.3.7 (Consistencia). Sea X una variable aleatoria con cdf Fx(x) y sea 6 un
parametro poblacional. Sea X7, X5, -+, Xy una muestra de la distribucion de X y sea

Tn un estadistico. Decimos que Ty es un estimador consistente para 6 si

TN—>9

Para especificar la precision de una estimacion, es decir, qué tan cerca esté el estimador
0 del parametro real 6 no basta con presentar una estimaciéon puntual, sino que es necesario
acompanarla de un intervalo de confianza, para constuirlo, recordemos el teorema central

del limite[12]:

Definicion 2.3.8 (Convergencia en distribucion). Sea {Xy} una sucesion de variables
aleatorias y sea X una variable aleatoria. Sea Fx, y Fx las funciones de distribucién
acumuladas de Xy y X respectivamente. Sea C'(F'y) el conjunto de todos los puntos donde

Fx es continua. Decimos que Xy converge en distribucion a X si

lim FXN(I) = Fx(l’), Vx € C(Fx)

N—oo

Denotamos esta convergencia por

X, 5 x

Teorema 2.3.2 (Teorema Central del Limite). Sea X, Xs, -+, Xy observaciones de
una muestra aleatoria de una distribucion con esperanza finita p y varianza positiva o-.

Entonces la variable aleatoria

N
Yn — Z’i:l X'L — Nlu
VNo

converge en distribucion a una variable aleatoria normal con media 0 y varianza 1.

Si llamamos =60y X = 0 entonces, podemos reescribir el restultado del TCL de la
forma:
VN@ —0) p

— N(0,1)
g

Teorema 2.3.3 (Teorema de Slutsky). Sean X, 2 x yY, L, ¢ entonces X, Y., Dyoex
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Podemos escribir la varianza como:

. . i P S
S? es un estimador consistente para o2 [12], es decir que S? — o2, esto implica que

5—2 i 1, luego por el teorema de Slutsky tenemos que:

VNG —9)

D
N(0,1

Hemos encontrado una distribucién asintotica para el estimador 6
N 92
O~ N |0 —

Figura 2.11: Distribucion asintética del estimador 0

B
B
2)

o

N.';‘Q_
2)
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Con este resultado podemos construir un intervalo de confianza asintotico de nivel

1 — o, en la figura 2.11 podemos observar la distribucién asintética de 6.

. S ~ S
P(O—za <f<O+tze——=|~1—q
( VN 2VN)

Entonces, el esquema generar de la aplicacion del método para este problema seria:

1. Generar una muestra aleatoria x1,xs,--- ,xy de eficiencias mediante el algoritmo
3, de forma que N sea lo suficientemente grande para garantizar la distribuciéon

asintotica.

2. Obtener una estimacion puntual y una estimacion por intervalos de confianza para

el pardmetro 6 de la eficiencia.

Una vez definidos los fundamentos tedricos del problema de filtracion, haber definido
un algoritmo para la simulacién de las eficiencias y proporcionar un método para resolver
el problema de la estimacion, podemos pasar a hablar sobre como representar computacio-
nalmente la forma geométrica del medio filtrante. En el capitulo siguiente se habla sobre la
simulacion de la geometria del medio filtrante utilizando diagramas de Voronoi-Laguerre y

el método de la interseccion de envolventes.
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Capitulo 3

Modelacion de medios filtrantes
utilizando diagramas de

Voronoi-Laguerre

El objetivo de modelar un medio poroso es obtener una representaciéon tan cercana como
sea posible a la geometria del filtro real, para hacer esto, se toman ciertas caracteristicas
del filtro real y en base a ellas se genera un filtro artificial computacionalmente (modelo).
En este trabajo el material fibroso no-tejido se model6 basdndose en la porosidad (e),
espesor (L), didmetro promedio de fibras Dy y distribucion de tamano de poros del material
filtrante. Con el objeto de incluir en el modelo la interconectividad de los poros se considerd

que el medio poroso esta formado por capas.

El medio filtrante artificial es representado tomando como base la idea utilizada en
[7] el cual es multicapa, donde cada capa de pequeno espesor consiste de un conjunto de
tubos cilindricos huecos conectados por el material, cada poro en la capa es representado
por un cilindro, cuyo radio es calculado a partir de una distribucién de tamanos de poros
que corresponde al material especifico real. Se asume que la distribucién de tamanos de
poros para un material filtrante se determina con técnicas como la del punto de burbuja

(The Buble Point Test).

Las desventajas del modelo de medio usado en [7] son: no permite ubicar las particulas

capturadas en el sitio de captura en un sistema de coordenadas, no permite dar seguimiento
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a las particulas no capturadas y no permite hacer visualizaciones del medio filtrante con

las particulas capturadas.

En este trabajo superamos las limitaciones antes mencionadas aplicando los diagramas
de Voronoi-Laguerre para modelar el medio filtrante; esto permite que, ademas de estimar la
eficiencia del material filtrante, podremos estudiar la estructura dinamica de las particulas
capturadas en el medio y con las visualizaciones cuasi 3D tener la capacidad de comparar
con resultados experimentales. También se abre la posibilidad de estudiar propiedades

topologicas del medio y del proceso de filtracion, como ser la conectividad y la tortuosidad.

Existen otras técnicas que estan siendo usadas para modelar medios fibrosos no-tejidos.
Algunas técnicas aplicadas a procesos con ciertas caracteristicas y otras que requieren
recursos tecnologicos como microscopios electronicos y con un alto costo computacional.
Ninguna técnica hasta el momento resuelve completamente el problema de modelacion de

la estructura geométrica de materiales fibrosos no-tejidos.

3.1. Diagramas de Voronoi-Laguerre

Un diagrama de Voronoi se define como una particién del plano en regiones, las cuales
estan determinadas mediante la distancia a los puntos en la region respecto a un punto o
conjunto de puntos en especifico, a continuaciéon una definiciéon formal de los diagramas de

Voronoi descrita en [19].

Definiciéon 3.1.1. Dado un conjunto finito de puntos del plano, P, el diagrama de Voronoi
de P, Vor(P), es la descomposicion del plano en las regiones asociadas, por proximidad, a

cada uno de los puntos en P. Dichas regiones se denominan regiones de Voronoi.

La region de Voronoi para un punto p; € P es:

Vor(p;) = {55 € R2|d(xvpi) < d(z,p;)Vj # Z}
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Figura 3.1: Diagrama de Voronoi para un conjunto de puntos

Fuente: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Diagrama_de_Voronoi.png

La Figura 3.1 es un ejemplo de un diagrama de Voronoi para un conjunto de puntos,
cada punto en color verde o azul es llamado generador y cada poligono que envuelve los
generadores son conocidos como regiones de Voronoi, poligonos de Voronoi o celdas de
Voronoi. Es decir, las regiones de Voronoi estdn compuestas por los puntos en el plano que
se encuentran a una distancia menor o igual al generador, que a cualquier otro generador
en el dominio.

La importancia de los diagramas de Voronoi en esta tesis es que estos poseen ciertas
propiedades que podamos aprovechar para la creaciéon del medio artificial, la propiedad

més importante es la siguiente:

Propiedad 3.1.1. Dadas dos celdas de Voronoi adyacentes, entonces la distancia de sus

respectivos generadores a su arista en comun es igual.

Esta propiedad nos permite concluir que dos regiones adyacentes pueden contener dos
circulos que son tangentes en un punto, la Figura 3.2 nos ilustra lo mencionado. Esta
propiedad tiene una limitante, y es que los circulos que son tangentes en un punto tienen
que tener el mismo radio, pero existe una variante de los diagramas de Voronoi que permite
conservar la propiedad en mencién y sin la limitante de los radios iguales, esta variante se

trata de los diagramas de Voronoi en la geometria de Laguerre.
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Figura 3.2: Propiedad de circulos tangentes en dos celdas adyacentes

Fuente: Figura tomada de [8]

3.1.1. Diagramas de Voronoi-Laguerre

La representacion geométrica de las capas del filtro consta de un conjunto de circulos
disjuntos, cuando los generadores de las regiones en los diagramas de voronoi son sustituidos
por circulos se puede lograr la representacion deseada para las capas del filtro, para generar
las regiones de Voronoi para un conjunto de circulos se debe cambiar la distancia euclidea

por la distancia de Laguerre.

Definicion 3.1.2. Sean p; y r; el centro y el radio de un circulo C; y sea p € R?, se define

la distancia de Laguerre del punto p al circulo C; como:

dL(]% Ci) = d(p7pi)2 - 7’7;2

Donde d(p, p;) representa la distancia euclidea entre el punto p y p;.

Si definimos [ como la recta que pasa por el punto p y es tangente a la circunferencia
C;, geométricamente la distancia de Laguerre es el cuadrado de la distancia entre el punto
py el punto de tangencia de [ en C;. La Figura 3.3 ilustra la distancia de Laguerre [4].

Tomando la distancia de Laguerre como una distancia entre un circulo y un punto en

R?2, podemos definir una regién de Voronoi-Laguerre como:
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Figura 3.3: Representacion geométrica de la distancia de Laguerre

C;

Definiciéon 3.1.3. Dado un conjunto finito de circulos en el plano, P, el diagrama de
Voronoi-Laguerre de P, VorLag(P), es la descomposicion del plano en las regiones asociadas,
por proximidad, a cada uno de los puntos en P. Dichas regiones se denominan regiones de

Voronoi-Laguerre.

La region de Voronoi-Laguerre para un circulo C; de radio r; € P es:

VorLag(C;) = {z € R*|d(z,C;) < dp(z,Cj)Vj #i}.

3.1.2. Empaquetamiento de circulos

El término de empaquetamiento de circulo se usa generalmente para evocar el estudio
matematico de los arreglos de circulos no superpuestas que llenan un dominio determinado.
Un problema tipico de empaquetamiento de circulos es determinar el reparto de las
particulas (circulos) que maximiza la densidad en el dominio. De hecho, la densidad es la
proporcion de espacio lleno por las particulas que tienen esta particion [2].

El algoritmo utilizado en esta tesis para generar el empaquetamiento es el algoritmo
de interseccion de envolventes, el cual consiste en colocar un circulo tangente en un punto

a dos circulos previamente generados.

Definicion 3.1.4. Dado un circulo C; de radio 7; centrado en p;, y dado un r; € R,
definimos la envolvente del circulo C; con respecto a r; como el circulo de radio r; + r;

centrado en p;.
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Figura 3.4: Envolvente del circulo C; con radio r;, con respecto a r;

El algoritmo de interseccion de envolventes consiste en que a partir de dos circulos C;
y C; de radios r; y 7}, se puede ubicar un tercer circulo C}, de radio 74, centrado en uno
de los puntos de interseccion de las envolventes de C; y C con respecto al radio 7y, por
supuesto que los centros de los circulos C; vy C) deben estar al menos a una distancia de

|r; — ;| ¥y no superior a r; + r; + 21, para que sus envolventes puedan intersectarse.

Figura 3.5: Condiciones para la interseccion de dos envolventes

En la Figura 3.5 se ilustra las condiciones para las cuales dos envolventes puedan

intersectarse.
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Figura 3.6: Interseccién de envolventes de C; y C; con respecto al radio ry

En la Figura 3.6 se ilustra la intersecciéon de envolventes de los circulos C; y C; con
respecto a 1, claramente para cada par de circulos hay dos opciones para ubicar un tercer
circulo C. A continuacion se detalla el algoritmo usado para encontrar la interseccion de
envolventes. Vamos a denotar como CF a la envolvente del circulo i con respecto al radio

Tk.

Algoritmo 4 Interseccion de envolventes
Entrada: Radios y coordenadas de los centros de dos circulos C;, Cj, radio de un circulo
Ck.
Salida: Puntos de interseccion de las envolventes de C; y C; con respecto al radio de Cj,.
1: Ry« r;+ryg
2: Rj —rptrg
3 d <+ \/(asz — Z‘j)2 + (y; — yj)2
R}+R2+d?
| ZHiTLTE

2d
he VR
Tr — Sy —x) + Ly — v
Ykl é(yj — i) — %(%’ — T
Tra < é(fb’j —x) — %(yj —Yi
ke < S(y; — ui) + Ba; —
10: P < (Tk1, Yr1)
11: pro < (Tk2, Yr2)
12: devolver pgi, pio

>

+ x;
+ Ui
+ x;
tYi

~— L —

El Algoritmo 4 devuelve dos posiciones posibles para el circulo nuevo. La decision
sobre cual interseccion tomar en cuenta dependeré si son disjuntos a otros circulos ubicados

previamente.
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Para comenzar el llenado de circulos disjuntos sobre un dominio, se debe establecer un

conjunto inicial de partida, esto se puede hacer de dos formas:

1. Comenzar con dos circulos tangentes en un punto ubicados de forma aleatoria dentro

del dominio fijado, crear la particion de adentro hacia afuera.

2. Delimitar la frontera del dominio con una secuencia de circulos tangentes, crear la

particion de afuera hacia adentro.

Ambos mecanismos pueden ser validos, sin embargo, ambos muestran ciertas desventajas
que el otro soluciona, en el mecanismo 1, de adentro hacia afuera, presenta problemas al
momento de llegar a la frontera del dominio, mientras que el mecanismo 2, puede dejar un
area considerable sin particionar en el centro del dominio. Los experimentos realizados
con ambos mecanismos dan resultados més favorables para el mecanismo 2, por lo tanto
ese es el mecanismo elegido para los experimentos finales.

En la Figura 3.7 se pueden observar ambos mecanismos para el conjunto inicial. En
color rojo se marcan los circulos que definen el conjunto inicial, mientras en color blanco

cOémo se van acomodando los demés circulos.

Figura 3.7: Conjuntos de partida

(a) Particion de afuera hacia adentro (b) Particion de adentro hacia afuera

Una vez definido el conjunto de partida, se debe comenzar con la ubicaciéon de los
demas poros, para esto se debe determinar un dominio de biisqueda, este dominio es un
subconjunto de los poros previamente ubicados que se encuentran a una distancia de
2 veces el radio mayor entre los poros ya ubicados y el nuevo poro a ubicar, es en este

dominio de bisqueda que se verificara si el nuevo poro se intersecta con otro ya ubicado
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antes de no ser asi, se acepta la nueva pocision del poro y se actualiza la lista de poros

ubicados.

Algoritmo 5 Generacion de capa de filtro
Entrada: Muestra de tamano de poros, radio del dominio a ubicar los poros.
Salida: Coordenadas de los centros de los poros en el dominio.
1: Definir conjunto de partida.
2: mientras Existan poros para ubicar hacer
3:  Seleccionar aleatoriamente uno de los poros previamente ubicados.
4:  Seleccionar un r; de la muestra de radio de poros restante después de extraer los
poros del conjunto de partida.

5:  Definir un dominio de busqueda.

6: kk < nimero de poros en el dominio de busqueda.

7. parat =1 hasta kk — 1 hacer

8: para j = kk hasta i + 1 hacer

9: dC < Distancia de los centros de C; y C}

10: sR < Suma de los radios de Cf y C¥

11: rR < Resta, en valor absoluto, de los radios de C; y C;

12: si (dC < sR & dC > rR ) entonces
13: Calcular la interseccién de las envolventes de C; y C}
14: si (Cy esta adentro del dominio y es disjunto a los demés poros) entonces
15: Aceptar la posicion de Cy y actualizar la lista de poros ubicados.

16: Regresar al paso 2

17: si no, si (Cy2 esta adentro del dominio y es disjunto a los demas poros)

entonces

18: Aceptar la posicion de Cy y actualizar la lista de poros ubicados.

19: Regresar al paso 2
20: fin si
21: fin si
22: fin para

23: fin para
24: fin mientras

Se desarroll6 un programa en R para construir el modelo del medio filtrante sobre la
base del método descrito. La Figura 3.8, muestra un ejemplo de un modelo de filtro de

una capa generado aplicando el algoritmo sobre la base de diagramas de Voronoi-Laguerre.
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Figura 3.8: Modelo de una capa generado
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Una imagen tomada con un microscopio electronico del material fibroso puede apreciarse

en la Figura 3.9 [6]

Figura 3.9: Imagen de material fibroso captada con un microscopio electrénico

Fuente: Figura tomada de [6]

En apariencia el modelo generado en base a la distribucién de tamanos de poros tiene
diferencias con respecto a la imagen tomada con el microscopio electrénico, sin embargo,
lo fundamental es que le modelo sea capaz de capturar propiedades como la porosidad, la
distribuciéon de tamano de poros y que estime la eficiencia del material filtrante con buena

aproximacion.
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Capitulo 4

Resultados y Analisis

Con el proposito de realizar simulaciones y dar una validaciéon al modelo del material
fibroso se seleccion6 un material no tejido usado en la industria de filtros para liquidos
hidraulicos del cual conocemos su porosidad, didmetro medio de fibra, espesor y la
distribucion de tamanos de poros estimada usando el equipo Coulter Porometer [6].
Ademés, se usaron como particulas contaminantes las provenientes del polvo estandar
ACFine [6]. En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las distribuciones de los tamanos de

poros y tamanos de particulas utilizadas en las simulaciones.

Figura 4.1: Distribucion de didmetro de particulas

0.15 0.20

0.10

0.05

0.00

0 20 0 60 80
Diametro de las particulas (um)

El movimiento de las particulas a través del medio se simuldé asumiendo flujo tri-
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Figura 4.2: Distribuciéon de radio de los poros
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dimensional aleatorio, aplicando el método de Monte Carlo [25]. Una particula puede
interaccionar con un poro, fibra o particula, la probabilidad de que la particula impacte

en una fibra viene dada por la solidez del material de filtracion (1 — €).

4.1. Estimacion del tamano de la muestra

Para determinar el tamano de la muestra del filtro que se utilizara para efectuar las
simulaciones numéricas se construyen modelos del filtro variando el radio del mismo. Con
el radio, se calcula el area(A) de la muestra. Luego sobre la base de las propiedades del
polvo ACFine Dust, en la Tabla 4.1, con la velocidad lineal del fluido (flujo volumétrico
sobre area de la muestra) y un tiempo de duracion del proceso de filtracion se determina

la cantidad de particulas, que se lanzaran aleatoriamente al medio filtrante.
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La ecuaciéon que determina el niimero de particulas es:

NUM = NPARXx CONC xV x At x A

Tabla 4.1: Parametros de particulas, velocidad de fluido e incremento de tiempo

NPAR CONC Vv At
1,7519 x 10°/mg 1 mg/l 0,10 m/min 5 min

En las Figuras 4.3 y 4.4, se presentan los modelos de una capa generados, para

diferentes tamanos de muestra.

Figura 4.3: Capas de radios 100, 200, 300 y 400 um
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Se realizan simulaciones del proceso de filtraciéon considerando los mecanismos de
filtracién mencionados en la secciéon del modelo del proceso de filtracion. En la Tabla 4.2
se muestran los resultados de la eficiencia en funcién del tamano de muestra y se indica la

varianza y el intervalo con un nivel de confianza del 95 %.
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Figura 4.4: Capas de radios 500, 600, 700 y 800 pum
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Tabla 4.2: Eficiencia en funcién del tamano de muestra

Radio de Numero de

. Eficiencia Varianza LI LS
capa (um) particulas

100 28 0.1950 0.00595  0.1736 0.2164
200 111 0.1886 0.00103  0.1797 0.1976
300 248 0.1867 0.00039  0.1812 0.1921
400 441 0.1907 0.00030  0.1859 0.1956
500 688 0.1882 0.00023  0.1840 0.1924
600 991 0.1895 0.00017  0.1858 0.1932
700 1349 0.1854 0.00014  0.1822 0.1887
800 1762 0.1858 0.00005  0.1840 0.1877

Se realizaron varias simulaciones del proceso en funcién del nimero de iteraciones del
método para poder visualizar la reduccion de la varianza y la convergencia, en las Figuras
4.5y 4.6 se puede visualizar como la variabilidad de reduce cuanto mas grande es el

tamano de radio de la muestra del material.

35



CAPITULO 4. RESULTADOS Y ANALISIS

Figura 4.5: Convergencia del método para radios de 100, 200, 300 y 400 um
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Figura 4.6: Convergencia del método para radios de 500, 600, 700 y 800 um
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De los experimentos podemos notar una reduccion de la varianza y con esto un aumento
en la precision de las estimaciones con el aumento del tamano del radio de la capa. En la
Figura 4.8 se puede apreciar la reduccion de la varianza y en la Figura 4.7, se muestra
como varfan y convergen las estimaciones de la eficiencia en funcién del tamano de la

muestra.

Figura 4.7: Cambio en la varianza al aumentar el tamano de muestra para el calculo de la
eficiencia
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Figura 4.8: Varianza de las eficiencias por tamano de radio de capa
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Como lo indica la Tabla 4.2 y la figura 4.7, al aumentar el tamano de la muestra
la varianza disminuye, de forma que el intervalo de confianza para la estimacion de la
eficiencia se reduce a valores que son menores que la precisiéon que se tiene actualmente
para medidas experimentales de la eficiencia en este tipo de procesos.

A manera de verificacion hacia atras, se recalculan las distribuciones de tamanos de
poros, en base a los modelos generados. La Figura 4.9, compara la distribuciéon del tamano
de poros (medida con equipo) con las estimadas de los modelos de filtros para diferentes

tamanos de muestra.

Figura 4.9: Distribucion de tamanos de poros medida y recalculada de los modelos para
diferentes tamanos de muestra

Experimental Coulter Porometer Modelo radio 500 (um)

Modelo radio 100 (um) ———  Modelo radio 600 (um)

Modelo radio 200 (um) ———  Modelo radio 700 (um)

Modelo radio 300 (um) ———  Modelo radio 800 (um)

Modelo radio 400 (pm)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

5 10 15
Radio de poros (um)

En color rojo se observa la distribucion original del Coulter Porometer y notamos como
cuanto mas grande es el radio mas se aproxima la distribucién de los poros de la muestra
a la distribucién original.

El alto grado de aproximacion de las distribuciones de los modelos construidos compara-
da con la distribucion del material muestra la capacidad del modelo de captar caracteristicas
del medio filtrante.

Considerando los resultados anteriores, se seleccion6 el tamano de la muestra del filtro
con radio 800 um y &rea 0.02 cm?. En este caso se usard ese tamano de muestra del medio
filtrante generado para realizar simulaciones y mostrar la versatilidad del modelo para

realizar estimaciones de interés en un proceso de filtracion.
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4.2. Simulaciones de procesos de filtracién para filtros
con poros de igual tamano

Una vez definido el tamano de la muestra para la capa del medio filtrante para las
simulaciones procedemos a realizar algunos experimentos con el objetivo de validar el
modelo computacional, en esta seccion tomamos poros de tamano igual para construir
las capas del filtro, la porosidad del material fue de ¢ = 0,883, el modelo simulado,
considerando poros de didmetro 14 pm alcanz6 una porosidad de € = 0,88307. En la Figura

4.10 podemos observar la visualizaciéon en dos dimensiones de la capa generada.

Figura 4.10: Capa de radio 800 um con poros de didmetro de 14 um
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Los siguientes experimentos se realizan variando los tamanos de las particulas con el

objetivo de validar que el modelo computacional funciona correctamente.

4.2.1. Particulas de igual tamano

Consideramos particulas de tamano mas pequeno que el didmetro de los poros de la
capa del filtro, tomamos un didmetro de particulas de 13um, esperando que las particulas
que caigan en los poros puedan pasar debido a que su tamano es menor y la captura
ocurrira en las fibras, con esto esperamos que la eficiencia sea cercana a la solidez de la

capa.
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Para hacer la estimacion se realizaron 200 repeticiones de los lanzamientos de particulas

y fueron calculadas las eficiencias y el intervalo de confianza del 95 %.

En la Figura 4.11 podemos ver la convergencia del método para la la estimacion
de la eficiencia haciendo 50 simulaciones en funcién del nimero de iteraciones. Con 200
iteraciones notamos como al final la eficiencia converge a un valor cercano a la eficiencia
esperada tedricamente, ya que la captura de particulas ocurre solamente en las fibras que

constituyen la parte sélida.

Figura 4.11: Convergencia del método
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La solidez del material estd dada por 1 — e = 0,117, en la Tabla 4.3 notamos que la

estimacion con un nivel de confianza del 95 % es muy buena.

Tabla 4.3: Estimacion con particulas de 13 um de diametro

IC del 95%

Eficiencia LI LS
0.1192 0.1182 0.1203

En al Figura 4.12 se puede apreciar como la captura de particulas ocurre solamente

en las fibras de la capa.
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Figura 4.12: Captura de particulas con 13 pum de didmetro
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4.2.2. Particulas de diferentes tamanos

Luego se procedié ha realizar experimentos variando las distribuciones del tamano de
las particulas y calculando la eficiencia. Se utilizaron las siguientes distribuciones uniformes

en los diametros de las particulas:

Distribucion uniforme en el intervalo de 10 a 18

Los didmetros de las particulas varian entre 10 y 18 micréometros, con el objetivo que la
mediana de la distribucion sea del diametro de los poros, 14 um, es decir, que la mitad de
las particulas serdn de tamano menor que los poros y la otra mitad tamanos mayores. En
comparacion con las simulaciones con particulas menores que el diametro de los poros, en
este caso esperamos que la eficiencia suba ya que habran particulas que seréan capturadas
por tamizado, por ser mas grandes que el tamano de los poros, los resultados se muestran

en la Tabla 4.4.

Tabla 4.4: Estimacion con particulas que siguen una distribucion U (10, 18)

IC del 95%

Eficiencia LI LS
0.5762 0.5746 0.5779
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En la Figura 4.13 podemos notar las capturas en la capa y vemos como estas ocurren
tanto en las fibras como en los poros y también se puede apreciar algunas capturas por

contacto entre particulas previamente capturadas en los poros.

Figura 4.13: Captura de particulas con tamafio segtin una distribucion U(10, 18)
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Los didmetros de las particulas siguen una distribuciéon donde la mayoria son de tamanos
menores que el diametro promedio de la capa, esperamos ver una eficiencia mayor que en
las particulas de tamanos menores que los poros pero menor que en la de la distribucion
U(10, 18), los resultados de la eficiencia estimada se observa en la Tabla 4.5 y en la Figura
4.14 notamos las particulas capturadas, se puede notar una menor cantidad de particulas

capturadas en la capa y los resultados fueron los esperados.

Tabla 4.5: Estimacion con particulas que siguen una distribucion U (10, 15)

IC del 95%

Eficiencia LI LS
0.3056 0.3041 0.3071

42



CAPITULO 4. RESULTADOS Y ANALISIS

Figura 4.14: Captura de particulas con tamafio segtin una distribucion U(10, 15)
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Distribucién Uniforme en el intervalo de 13 a 18

Los didametros son en su mayoria mayores que los poros, por lo tanto, la eficiencia
subird en comparacion con las distribuciones anteriores, ya que habré una mayor captura

de particulas en la capa por tamizado.

Tabla 4.6: Estimacion con particulas que siguen una distribucion U (13, 18)

IC del 95%

Eficiencia LI LS
0.8337 0.8325 0.8350

Distribucion Uniforme en el intervalo de 15 a 18

Los diametros de las particulas son todos mayores que los didmetros de los poros,
por tanto la eficiencia debe ser de un 100 % ya que todas las particulas deben quedar
capturadas. La estimacion puntual fue de 1 y la varianza 0, la capa con las particulas

capturadas se ve en la Figura 4.16.
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Figura 4.15: Captura de particulas con tamafio segtin una distribucion U(13,18)
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Figura 4.16: Captura de particulas con tamano segin una distribucion U (15, 18)
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Validaciéon del supuesto de normalidad

Para verificar si con 200 iteraciones del método es suficiente para asegurar la normalidad
en las estimaciones se realizan muchas muestras con 200 iteraciones y se aplica un test
de normalidad en las estimaciones, el test que se utilizoé fue la prueba de normalidad de

Anderson-Darling, que se basa en la diferencia de cuadrados entre las distribuciones, pero
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en su caso otorga una mayor relevancia a los datos existentes en las colas de la distribucion
[21], esta prueba contrasta las siguientes hipotesis:

Hy : Los datos siguen una distribucién normal

H;: Los datos no siguen una distribucién normal

La Tabla 4.7 muestra los valores p de las pruebas realizadas con un nivel de significancia
de 0.05, notamos que en todos los casos la decision nos lleva al no rechazo de la hipotesis

nula y por lo tanto no podemos rechazar que los datos siguen una distribucién normal.

Tabla 4.7: Valores p del test de normalidad de Anderson-Darling

Distribuciéon de

Tamano de Valor p
particulas
13 pm 0.9259
U(10,18) 0.3233
U(10,15) 0.3099
U(13,18) 0.2513
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4.3. Simulaciones de procesos de filtracién para filtros
con distribuciones de tamanos de poros determina-

das por Coulter Porometer

Se presentan los resultados de simulaciones usando modelo de una capa y modelo de
tres capas para estimar la eficiencia del filtro. La distribucién de tamano de los poros
utilizada fue la que se determiné mediante el Coulter Porometer [6], la distribucion
reportada por el equipo se presenta en forma acumulada, a partir de esta se hace una
estimacion de la funcién de densidad del tamano de los poros del filtro, la acumulada y la

funcion de densidad se observan en la Figura 4.17.

Figura 4.17: Distribuciéon acumulada y densidad del tamano de poros
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Al igual que en los casos de distribuciones de poros de tamanos iguales en los experimen-
tos, considerando la distribuciéon de los tamanos determinados por el Coulter Porometer,

se realizaron graficos para ver la convergencia del método que se se observa en la Figura

4.18.
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Figura 4.18: Convergencia del método con distribucion de poros determinadas por Coulter
Porometer
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En la figura se observa cémo converge el método cuando aumenta el niimero de
iteraciones, ademés para validar el supuesto de normalidad, se procede como antes,
aplicando el test de Anderson Darling dando un valor p de 0.9757, por lo tanto no podemos

rechazar el supuesto de normalidad asintética en las estimaciones.

4.3.1. Modelo de una capa

La simulacion se realizé considerando un proceso de filtracion de duracién de 120
minutos con la muestra seleccionada. En la Figura 4.19 se muestran graficamente los
resultados para la eficiencia en funcion del tiempo y clasificadas por tamanos de particulas.
El modelo de una capa es apropiado cuando debido a combinacion de factores del proceso
de filtracion la mayor parte de las capturas se realizan en la superficie del material filtrante.

El modelo de filtro permite llevar recuento de las particulas capturadas en poros, en
fibra y en poros bloqueados, registrando también los tamanos de particulas y poros. Estos
registros posibilitan efectuar estimaciones de eficiencia del filtro por tamano de particula y
en funcion del tiempo como lo muestra la Figura 4.19 . Como se esperaba la eficiencia

aumenta al aumentar el tamano de particulas.
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Figura 4.19: Estimaciones dindmicas de la eficiencia del filtro para diferentes tamanos de
particulas
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En la Tabla 4.8 se indican las varianzas maximas para las estimaciones de las eficiencias
en funcién del tiempo y por tamano de particulas en el modelo de una capa. Notamos que
los valores de las varianzas aumentan al aumentar el tamano de particulas, esto se explica
porque la cantidad de particulas grandes es menor. En general, se observa que los valores
de las varianzas son consistentes con los experimentos para determinar el tamano de la

muestra.

Tabla 4.8: Varianzas maximas para la eficiencia por tamano de particulas modelo de una
capa

Tamano de

Particulas Dp =1 pm  Dp =5 pm  Dp >10 pm  Dp >15um
Varianza. 00096 000125 0.00382 0.01442
Maxima

En la Figura 4.20 se visualizan las particulas capturadas en diferentes tiempos. Los
graficos muestran la capacidad del modelo para ubicar las particulas capturadas en la

estructura geométrica del medio en funcién del tiempo.
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Figura 4.20: Particulas capturadas en la superficie del filtro
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Otra de las ventajas del modelo desarrollado es que permite registrar la ubicacion y
hacer visualizacion de particulas capturadas sobre otras particulas, en la Figura 4.21 se
ilustra esta bondad del modelo.

Figura 4.21: Particulas capturadas sobre particulas
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4.3.2. Modelo de tres capas

La simulacion se realizé considerando un proceso de filtracion de duraciéon de 120
minutos con la muestra seleccionada.

En la Figura 4.22 se muestran graficamente los resultados para la eficiencia en funciéon
del tiempo y clasificadas por tamanos de particulas. Se observa claramente como en el
modelo multicapa la eficiencia aumenta respecto al modelo de una sola capa. Este tipo
de modelos es apropiado cuando debido al tamano de particulas, material de filtracion
y mecanismos de filtraciéon involucrados la captura de particulas también ocurre en la

profundidad del material.

Figura 4.22: Estimaciones dindmicas de la eficiencia del filtro para diferentes tamanos de
particulas.
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En la Tabla 4.9 estan indicadas las varianzas maximas para las estimaciones en funcion
del tiempo y por tamano de particulas en el modelo multicapa. En general, observamos un

comportamiento similar a los resultados del modelo de una capa.

Tabla 4.9: Varianzas maximas para la eficiencia por tamano de particulas modelo multicapa.

Tamano de

Particulas Dp >1 yum Dp>bpum Dp>10um Dp>15um

Varianza

. . 0.00032 0.00092 0.00247 0.00096
Maxima
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En la Figura 4.23 se visualiza en cuasi 3D la captura y el paso de particulas en las

tres capas, para diferentes tiempos del proceso de filtracion.

Figura 4.23: Simulacién del modelo del filtro de tres capas

(a) 5 minutos (b) 40 minutos

(c) 80 minutos (d) 120 minutos

Los primeros cuarenta minutos se lanzaron particulas de color rojo, los siguientes 40
minutos las particulas fueron de color amarillo y los dltimos cuarenta minutos las particulas

fueron azules.
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Las visualizaciones junto con todos los datos generados permiten hacer anéalisis detalla-
dos de procesos de filtracion. Por ejemplo, se podra analizar la trayectoria de las particulas
que pasan o que son capturadas en las capas, con lo cual se puede estimar la tortuosidad y
conectividad del medio. También se puede hacer estimaciones de eficiencias por capas. La
estimacion de la capacidad del material filtrante es posible, ya que se puede calcular la

cantidad de masa de particulas capturadas.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1.

Conclusiones

. Aplicando los diagramas de Voronoi-Laguerre fue posible construir modelos geo-

métricos para representar la estructura de materiales fibrosos; los modelos tienen
propiedades como la porosidad y la distribucién de tamanos de poros aproximada-

mente iguales a los de los materiales.

Se asumi6 flujo tridimensional aleatorio para describir el movimiento de las particulas
hacia el material de filtracion y en su interior; esto permite simplificar una de las

complejidades en el proceso de filtracion.

Los resultados de la simulacién para la estimacion de las eficiencias de los materiales
fibrosos en funcién del tiempo y del tamano de particulas estdn en un buen acuerdo
con el comportamiento general esperado. El algoritmo implementado en R permite

realizar facilmente analisis estadistico.

La metodologia desarrollada en esta investigacion para generar modelos de medios
filtrantes fibrosos ofrece una gran versatilidad para simular y estudiar procesos
de filtracion. Con los datos obtenidos en las simulaciones no solo se pueden hacer
estimaciones de la eficiencia de los filtros en funciéon del tiempo y del tamano
de particulas. Se obtienen datos de la ubicacién de las particulas capturadas y no

capturadas en las diferentes capas. Con esos datos se hace posible estimar trayectorias,
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tortuosidad y conectividad.

5. Una gran ventaja del modelo de filtro desarrollado aplicando los diagramas de
Voronoi-Laguerre es que permite hacer visualizaciones en 2D y cuasi 3D, las cuales
seran muy utiles para analizar los cambios dinamicos de la estructura del filtro a

medida que se capturan particulas.

5.2. Trabajos futuros

1. Trabajar en el desarrollo de algoritmos para estimar tortuosidad, conectividad y

porosidad en funcién del tiempo.

2. Realizar pruebas del modelo desarrollado comparando con datos experimentales; para
ello, seguramente, habra que implementar més mecanismos de filtracion dependiendo

del proceso particular de filtracion.

3. Reducir el costo computacional al generar el modelo con el tamano de muestra

apropiada. Una posibilidad es desarrollo de algoritmo con programacion en paralelo.
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