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Resumen

Muchos sistemas dindmicos de interés son no lineales, con ejemplos en la turbulencia, la
epidemiologia, la neurociencia, las finanzas y entre otros, lo que dificulta su control me-
diante enfoques lineales. El control predictivo de modelos (CPM) es una potente técnica
de optimizacion basada en modelos que permite controlar estos sistemas no lineales con
restricciones. Sin embargo, los sistemas modernos carecen a menudo de modelos computables,
lo que motiva el uso de técnicas de identificacion del sistema para aprender modelos precisos
y eficientes para el control en tiempo real. En este trabajo, se presentan algunos resultados
generales de los métodos emergentes basados en datos para el descubrimiento de modelos
y como se utilizan para el CPM no lineal. En particular, nos centramos en los algoritmos
de identificacion dispersa de dindmicas no lineales (SINDy) y la identificacién de sistemas
dindmicos dispersos (SDSI); mostramos cémo pueden emplearse con CPM en un experimento
de control de enfermedades infecciosas usando un modelo epidemiolégico SEIR. Comparamos
el rendimiento con el de los CPM basados en un modelo de descomposiciéon en modo dindmica
(DMD). También consideramos un experimento para sistemas dindmicos lineales, para ello
se utilizé el modelo SIRD. En este caso comparamos SINDy y SDSI con la programacion
cuadrética secuencial (SQP). En ambos experimentos se mostrard la fortaleza de la novedosa
herramienta SDSI para la identificacién de sistemas epidemioldgicos.
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Abstract

Many dynamical systems of interest are nonlinear, with examples in turbulence, epidemiology,
neuroscience, finance, and others, making it difficult to control using linear approaches.
Model predictive control (MPC) is a powerful model-based optimization technique that allows
you to control these nonlinear systems with constraints. However, modern systems often
lack computable models, which motivates the use of system identification techniques to learn
accurate and efficient models for real-time control. In this work, some general results of
emerging data-driven methods for model discovery and how they are used for nonlinear
MPC are presented. In particular, we focus on sparse identification of nonlinear dynamics
(SINDy) and sparse dynamical system identification (SDSI) algorithms; we show how they
can be used with MPC in an infectious disease control experiment using an epidemiological
SEIR model. We compare the performance with that of MPCs based on a dynamic mode
decomposition (DMD) model. We also consider an experiment for a linear dynamic system,
for which the SIRD model was used. In this case we compare SINDy and SDSI with Sequential
Quadratic Programming (SQP). In both experiments, the strength of the new SDSI tool for
the identification of epidemiological systems will be shown.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Visién general

Existe una larga historia del modelado de dinamicas a partir de datos, lo que da como re-
sultado técnicas poderosas para la identificacién de sistemas [40]. Muchos de estos métodos
surgieron de la necesidad de comprender estructuras complejas. Los métodos para la identi-
ficacién de sistemas se han aplicado ampliamente en casi todas las areas de la matematica,
fisica e ingenieria, sobre todo para el control basado en modelos. Sin embargo, los métodos
para la identificacion de sistemas normalmente requieren suposiciones sobre la forma del
modelo y la mayoria de las veces dan como resultado una dinamica lineal, lo que limita su
eficacia a perturbaciones transitorias de pequena amplitud alrededor de un punto fijo de la
dindmica [2§].

Los novedosos algoritmos SDSI [65] y SINDy [I1], proporcionan un marco de descubri-
miento de modelos basado en datos, lo que da como resultado modelos interpretables que
evitan el sobreajuste, confiando en la optimizacién que promueve la dispersion para iden-
tificar modelos a partir de datos limitados. SINDy esta estrechamente relacionado con la
descomposicién en modo dindmico (DMD) [54], que da como resultado un modelo lineal para
la evolucion de algunas estructuras espacio temporales coherentes a partir de datos de series
temporales de alta dimensién. DMD se generalizé para incluir entradas externas y control
[12], y este enfoque se aplicé posteriormente para desarrollar SINDy con control [33]. Ambos
enfoques se han combinado con CPM, lo que permite modelos interpretables en el limite de
datos bajos para el control en tiempo real de sistemas no lineales.

En este tesis, se estudia SINDy y SDSI con control y se muestra la eficacia con CPM en un
experimento de control de enfermedades infecciosas. Un objetivo principal de este trabajo es
proporcionar las herramientas para aplicar métodos de identificacién de sistemas controlados
por datos a un problema de control predictivo de modelos.

En este trabajo se presentan algunas técnicas tedricas y computacionales que han sido
desarrolladas para la creacion del algoritmo SDSI para estructuras aproximadas, preservando
la identificacion dispersa de sistemas dinamicos de tiempo discreto basados en datos medidos
desde los sistemas. En particular, exploramos la idea de utilizar aproximaciones de bajo rango
de submatrices de las matrices de trayectoria tipo Hankel correspondientes a las muestras
de datos, para el calculo de las representaciones dispersas aproximadas de las matrices de
parametros a identificar como parte de la identificacion del modelo.



Como parte del proceso descrito anteriormente, se obtienen algunos resultados generales
en teoria de aproximacién y andlisis matricial con aplicaciones a la identificacién dispersa de
modelos de series de tiempo y sistemas dinamicos no lineales. La aproximacién de los co-
rrespondientes operadores de transicion de estado determinados por matrices de parametros,
se aborda identificando condiciones para la existencia de nimeros enteros facilmente com-
putables que se pueden aplicar para estimar la computabilidad de representaciones dispersas
aproximadas de las matrices de parametros, y como producto del calculo de estos niimeros,
se obtienen aproximaciones de bajo rango de submatrices de las matrices de trayectoria co-
rrespondientes a algunos datos medidos del sistema en estudio, que se pueden utilizar para
calcular las aproximaciones dispersas de las matrices de parametros.

Una de las ventajas del enfoque de aproximacion de bajo rango presentado en este tra-
bajo es la reduccién de las complejidades aritméticas, como lo estudiaron Chen, Avron y
Sindhwani en [I6] en el contexto del aprendizaje no paramétrico escalable. El enfoque de
aproximacién de bajo rango implementado en este estudio hace que los algoritmos de res-
olucién de minimos cuadrados lineales dispersos, como el algoritmo 1 en [65], sean adecuados
para la paralelizacion.

El estudio presentado en este trabajo se inspir6 en las preguntas tedricas, computacionales
y los resultados presentados por Boutsidis y Magdon-Ismail en [5], por Brockett y Willsky en
[8], por Proctor, Brunton y Kutz en [12], por Farhood y Dullerud en [20], por Finzi, Stanton,
Izmailov y Wilson en [21], por Franke y Selgrade en [22], por Freedman y Press en [24],
por Kaheman, Kutz y Brunton en [32], por Kaiser, Kutz y Brunton en [33], y por Loring y
Vides en [42], por Moskvina y Schmidt en [4§], por Salova, Emenheiser, Rupe, Crutchfield y
D’Souza en [51], por Schaeffer, Tran, Ward y Zhang en [52], por Schmid en [54].

Entre las referencias anteriores, desde una perspectiva computacional, una fuente clave
de inspiracion para el trabajo realizado en esta tesis fue la implementacién computacional
del algoritmo SINDy para la identificacion de sistemas dispersos no lineales a lo largo de las
lineas de [11] y [32].

Los métodos descritos en este trabajo comparten cierta similitud con la descomposicién en
modo dindmico (DMD), que es una regresién dindmica lineal [50, 54]. DMD es un ejemplo de
un método sin ecuaciones [34], ya que inicamente se basa en datos de medicién. Los avances
en la DMD han desarrollado conexiones entre la DMD construido sobre funciones observables
no lineales y la teoria del operador de Koopman para sistemas dindmicos no lineales [50, [47].

1.2 Modelado basado en datos

Se han dedicado siglos de investigaciéon matemaética a la creacién de modelos que describan y
predigan con precisién el comportamiento de sistemas no lineales [53], generalmente en forma
de modelos deductivos de la mecanica derivados de teorias preexistentes. En los tiltimos anos,
con los avances en el machine learning [31], la mayor disponibilidad y comprensién de los
datos se han logrado avances en la automatizacion del proceso de descubrimiento de modelos,
creando modelos inductivos. Actualmente, existen técnicas rigurosas, como los métodos de
regresion, para comprender los datos estéticos [30], pero los avances analogos dados los datos
dinamicos no se han desarrollado tan rapidamente.

Uno de los primeros y mas influyentes intentos realizados para motivar modelos dindmicos



utilizando datos empiricos fue realizado por Edward Lorenz con su articulo de 1963 titulado:
“Deterministic Nonperiodic Flow” (ver [41]). A través de este famoso trabajo, desarrollé una
teoria que sentaria las bases para la prediccién meteorolégica moderna, derivando técnicas
de modelado estadistico no lineal a partir de datos atmosféricos [27]. Esto condujo a una
comprension mucho mejor de los sistemas dinamicos cadticos que a menudo estan presentes en
la naturaleza. Otros intentos tempranos de reconstruir dindmicas no lineales que se derivan
de la teoria del caos involucraron la metodologia de sistemas de coordenadas de retardo
[49, 58]. Este método, aunque tuvo éxito en la reconstruccién de caracteristicas del sistema
como la dimensionalidad, los exponentes de Lyapunov y las 6rbitas periddicas inestables [60],
no pudo usarse para recuperar una forma simbélica funcional que pudiera analizarse usando
métodos tradicionales de plano de fase.

Un gran avance en el modelado de dindmicas no lineales se produjo en [4] y comple-
mentado por [55] aplicando regresién simbdlica para recuperar ecuaciones diferenciales. Este
trabajo fue el primer intento exitoso de automatizar el proceso de encontrar la estructura
simbdlica del sistema dinamico que rigen un proceso natural, ser capaz de modelar un sistema
simbodlicamente en lugar de numéricamente es crucial debido al valor explicativo de un modelo
construido con funciones elementales. Sin embargo, estos primeros intentos que utilizaban
programacion genética estaban sujetos a sobreajuste, ademas de ser computacionalmente
costosos y carecer de la capacidad de escalar bien a sistemas con mayor dimensionalidad.
En la siguiente seccién se presenta los objetivos y justificacién de la tesis, donde se dara la
importancia y lineas de investigacién relacionada con este trabajo.

1.3 Objetivos y justificacion

Una de las motivaciones de esta tesis es el uso de técnicas de aproximacion de matrices de
bajo rango para producir algoritmos que se pueden aplicar de manera efectiva para procesos
de identificacion de modelos dispersos. Las técnicas de aproximacién de bajo rango que se
han implementado proporcionan una forma de controlar la sensibilidad del modelo predictivo
al ruido en los datos de entrenamiento. Como parte de esta tesis, se han desarrollado varias
herramientas computacionales de propdsito general para la identificacion de modelos dispersos
en ciencia e ingenieria.

Como se menciond en la seccién [L.] el trabajo realizado en [I1] ha demostrado que el
algoritmo SINDy es eficaz para recuperar las ecuaciones que rigen los sistemas dindmicos
dadas las simulaciones del sistema. El objetivo de este trabajo, es presentar la fortaleza de
la novedosa herramienta SDSI para la identificacion de sistemas epidemioldgicos, mostramos
cémo puede emplearse con CPM en un experimento de control de enfermedades infecciosas
usando un modelo epidemiolégico SEIR. Comparamos el rendimiento con el de los CPM
basados en un modelo de descomposicion en modo dindmica (DMD) y el algoritmo SINDy.
También consideramos un experimento para sistemas dinamicos lineales, para ello se utilizé
el modelo SIRD. En este caso comparamos SDSI con la programacion cuadratica secuencial
(SQP) y SINDy.

La importancia de este trabajo recae en la creciente interseccién de los métodos basados
en datos, sistemas dinamicos, optimizacion, estadistica y otros temas de la matematica. La
mayoria de los programas de pregrado en ingenieria y los campos de la ciencia en la academia,



la industria, el gobierno y entre otros tienen poca exposicion a los métodos basados en datos
y optimizacion, el objetivo es proporcionar una introduccion a la ciencia de datos. Se ha
elegido SDSI y SINDy por su relevancia, simplicidad y generalidad, esto ya que cada vez mas
los investigadores estan utilizando enfoques basados en datos.

El descubrimiento basado en datos esta revolucionando actualmente la forma en que
modelamos, predecimos, identificamos y controlamos sistemas complejos. Los problemas
cientificos y de ingenieria mas apremiantes de la era moderna no son basados en principios
basicos. Cada vez mas, los investigadores recurren a enfoques basados en datos para una am-
plia gama de sistemas complejos, como la turbulencia, el cerebro, el clima, la epidemiologia,
las finanzas, la robdtica y la autonomia, entre otros [38]. Estos sistemas son tipicamente no
lineales, dindmicos, de escala multiple en espacio y tiempo, de alta dimensién, con patrones
dominantes que deben ser modelados para el objetivo eventual de deteccién, prediccion, esti-
macién y control |25, 60]. Por lo tanto, las soluciones a menudo se pueden aproximar a través
de métodos de reduccién de dimensionalidad donde si n es la dimension del sistema original
de alta dimension y r es la dimension del subespacio donde la dindmica esté incorporada,
entonces r << n [62].

El trabajo presentado a continuacién se ha organizado de la siguiente forma. En el
capitulo [2| se presentan algunos preliminares que sirven de base para el desarrollo de este
trabajo. La teoria y los algoritmos de los métodos SDSI y SINDy se describe en el Capitulo
Bl Los experimentos y resultados computacionales se presentan en el capitulo 4 Por tltimo
en el Capitulo 5| realizamos las conclusiones mas relevantes de este trabajo, asi como también
se describe los posibles trabajos futuros que se identificaron al hacer este estudio.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos preliminares de importancia para la comprensién de
los capitulos y secciones siguientes de este trabajo.

2.1 Definiciones y terminologia

En esta seccion se presentan algunas definiciones y terminologia que sirven de base para el
desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.1. Cada vez que nos referimos a un sistema estaremos considerando un sistema
dindmico en tiempo discreto que se puede describir como un par (I', T) determinado por un
conjunto de estados I' C C", y una funcién T : I' — I" que se llamaré operador de transicién,
tal que para cualquier serie de tiempo determinada por una sucesién {z;};>1 C I', tendremos
que Y (zy) = x441.

Para sistemas cuyos espacios de estado estan contenidos en R"™ consideraremos la iden-
tificacion habitual de R con la linea real en C, y aplicaremos las técnicas de identificacion
de sistemas presentadas en este trabajo, considerando restricciones adecuadas cuando sea
necesario.

Dado ¢ € R, escribiremos W, para denotar la funcién W, : R — R definida por la siguiente
expresion:

1, z>¢
wiw={ o 228 (1)

El stmbolo C™*™ denotara espacio de matrices complejas de tamano n x m, y escribiremos
I,, para denotar la matriz identidad en C**" y 0,,,, para denotar la matriz cero en C"*™.
De ahora en adelante, dada una matriz X = [X;] € C™*", escribiremos X* para denotar la
transpuesta conjugada de X determinada por X* = X7 = [x;;] en C"*™. Representaremos
los vectores en C" como matrices columna en C**! y como n-tuplas.

Escribiremos €,, para denotar las matrices en C"*! que representan la base canénica de
C" (cada €, es la p-ésima columna de I,,), que estdn determinadas por las expresiones

Ep,n:[él,p 62,1) (Sn—l,p 5n,p]T (2‘2)



para cada 1 < p < n, donde 9, es la delta de Kronecker determinado por la expresion:

_ I, p=p
(5#4,_{ 0 utp. (2.3)

Proyeccion Ortogonal

e Una matriz R € C™" se llamard proyeccién ortogonal siempre que R? = R = R*.

e Una matriz () € C™*" tal que las matrices QQ* y Q*() son proyecciones ortogonales
se denominara isometria parcial.
Matrices Unitarias
e Escribiremos U(n) para denotar el grupo de matrices unitarias en C™*"™ definido por la
expresion U(n) = {X e C"": X*X = XX* = [, }.
Producto de Kronecker
e Dados X = [z;;] € C™" y YV = [yx] € C™, escribiremos X ® Y para denotar el
producto de Kronecker definido por la expresién X ® Y = [z;,Y] € Cmr)x(ng),
Conjuntos

e Escribiremos Z* para denotar el conjunto de enteros positivos Z N [1, 00).

e Dado un conjunto S, escribiremos #(S) para denotar el nimero de elementos en S.

Normas

e Dado x € C" escribiremos ||z|| para denotar la norma Iy en C" determinada por ||z|| =
Vit = (S )

e Dado x € C" escribiremos ||z||; para denotar la norma l; en C" determinada por

llzlh = 2l

e Dado x € C" escribiremos |||« para denotar la norma [, en C" determinada por la
expresion ||z||s = maxi<j<,|z;| para cada z € C".

e Dado X € C"*™ escribiremos || X||r para denotar la norma de Frobenuius de X definida
por

1 X]|r = Vtr(X*X), (2.4)

donde tr denota la traza de una matriz, definida para cualquier A = [a;;] € C™™ por
la expresion.



e Dado X € C™*™ escribiremos || X||2 para denotar la norma espectral de X definida por
[1X1]2 = omax (X) (2.5)

donde omax(X) representa el valor singular mas grande de la matriz X.

Matriz de trayectoria tipo Hankel

Dado un conjunto finito de vectores I'y = {x1, - ,zp} C C" escribiremos Hy (I'r) para de-
notar la matriz de trayectoria tipo Hankel en C***(T=L+1 definida por la siguiente expresion:
T T2 Zs3 ERR U gy SN |
To2 T3 Ty o TT-L42
Hp(T7) = |3 24 Ts v Tr-L43
| T T+l TL4+2 c Ir |

Dada cualquier matriz A € C™*™ escribiremos rk(A) para denotar el rango de A, que co-
rresponde al nimero maximo de columnas linealmente independientes de A.
Para mas detalles sobre las nociones antes mencionadas, se remite al lector a [25] [29].

2.2 Descomposicién en Valores Singulares (SVD)

Como en este trabajo la informacién que necesitamos requiere ser almacenada en una matriz
A, que a su vez el propédsito principal es identificar la informaciéon de dicha matriz, se hara
uso de la técnica de SVD. En términos generales la SVD es una factorizacion matricial que
nos proporciona ciertas caracteristicas de la matriz A, también es una generalizacién del
teorema espectral [29], ya que en este caso podemos hacer la descomposicién para cualquier
matriz rectangular y no simétrica, nos permite describir el mapeo lineal asociado a la matriz
A mediante el sistema Az = b.

2.2.1 Descripcion y definicion
Definicién 2.2. En términos generales para cualquier matriz A € C"*™ se puede obtener
una factorizacion matricial de la forma:
A=UXV",
donde U € C™" V € C™ ™ son matrices unitarias y % € R™ ™ es diagonal y tienen las
siguientes caracteristicas:
e U = {u;}: donde u; son las columnas definidas como vectores singulares a la izquierda,

con r vectores linealmente independientes y ortonormales en el espacio C".

e V = {v;}: donde v; son las columnas definidas como vectores singulares a la derecha,
con r vectores linealmente independientes y ortonormales en el espacio C™.

e Y = diag(c;): cuyas entradas o;, definidas como valores singulares son no negativas y
decrecientes, es decir 7 > - > 0, > 0.

Se tiene que r = rank(A), esto equivale al Teorema 2.6.3 de [29).
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2.2.2 Existencia y unicidad

Cada matriz tiene una SVD tnica, como se muestra en [60] en el siguiente teorema:

Teorema 2.3. Toda matriz A € C"™ tiene una descomposicion en valores singulares.
Ademas, los valores singulares {o;} se determinan de forma tnica, si A es cuadrada y los o;
son distintos, las columnas de U y V' son tnicas a menos del signo (es decir, un factor e¥).

2.2.3 Propiedades de la matriz

Una vez obtenida la SVD es posible acceder a una gran cantidad de informacion de la matriz
A las cuales se proporcionaran en esta seccion. También podemos resolver sistemas de ecua-
ciones que consideren a la matriz A como la matriz de coeficientes y es importante en algunos
problemas de optimizacion, estos problemas nos ayudaran a obtener una mejor aproximacion
de “low-rank”.

Entre las propiedades que se pueden extraer de la SVD se tiene las siguientes (ver [29]):

e El rank de A es r, el nimero de valores singulares distintos de cero.
o R(A)={uy, - ,u.} y N(A) = {vps1, - , 00}

o [lAllz =01y [[Alle = Vot +--+07.

e Los valores singulares de A distintos de cero son las raices cuadradas de los valores
propios distintos de cero de A*A o AA* (estas matrices tienen los mismos valores
propios distintos de cero).

e Para A € C™™, |det(A)| =[], 0:.

Ejemplo del calculo de la SVD

Encontrar la SVD de A, es decir UV, donde A = B ; _22} )

Solucion: Primero calculamos los valores singulares o; encontrando los valores propios de

AAT.

AAT — [17 81

8 17

El polinomio caracteristico es det(AAT — \I) = A% — 34\ + 225 = (A — 25)(A — 9), por lo que
los valores singulares son o7 = V25 =5 y 09 = V9 = 3.

Ahora encontramos los vectores singulares de la derecha (las columnas de V ) encon-
trando un conjunto ortonormal de vectores propios de AT A. También es posible proceder
encontrando los vectores singulares de la izquierda (columnas de U ) en su lugar. Los valores
propios de AT A son 25,9 v 0, y dado que AT A es simétrica, sabemos que los vectores propios
seran ortogonales.



e Para \ = 25, tenemos

—-12 12 2
ATA—257= |12 —-12 -2,
2 -2 =17
1 -1 0
que se reduce a |0 0 1]. Un vector de longitud unitaria en el nticleo de esa matriz
0 0 0
1
7
es v = | 5
0
e Para A =9, tenemos
4 12 2
ATA—9r = (12 4 —-2|,
2 -2 -1
1 -1 -1
que se reduce a |0 1 i Un vector de longitud unitaria en el ntcleo de esa
0 0 O
L
V18
matriz es vy = _\/%78
V18
e Para el dltimo vector propio, podriamos calcular el nicleo de AT A o encontrar un
a
vector unitario perpendicular a v; y ve. Ser perpendicular a v; = |b| necesitamos
c

\;%:00—@:20.

—a = b. Entonces la condicién de que vl vz = 0 se convierte j—% +

a
Asi que v3 = —a| y para que sea de longitud unitaria necesitamos a = % entonces
2
2
3
vy = —% . Asi que se tiene que
3
1 1 0
A—UZVT—U5 0 0 E _\/i 4
SOV s o] |F T T
3 3 73
Finalmente, podemos calcular U por la féormula ocu; = Av; o u; = %Avi. Esto da



1 1
U= _Ti E] Entonces, la SVD es:
V2 V2
A=Uxv"
2 Li[5 00 i o0

e { ] RS S
~vi vz 1003 0] Vs Vs Vi
3 3 3

[Matlab/Octave]. En Matlab R2021a/GNU Octave 2020 (5.2.0), se puede encontrar la SVD
de la siguiente manera:

>> A=[3 2 2;2 3 -2] % Crea una matriz de datos aleatorios de 3x2

A =
3 2 2
2 3 -2

>> [U,S,V]=svd(A) % Descomposicion en Valores Singulares

-0.70711 -0.70711
-0.70711 0.70711

Diagonal Matrix

5.0000 0 0
0 3.0000 0
V =

-7.0711e-01 -2.3570e-01 -6.6667e-01
-7.0711e-01 2.3570e-01 6.6667e-01
-5.5511e-17 -9.4281e-01  3.3333e-01

Para matrices A no cuadradas, la SVD econdémica es mas eficiente, esto ya que la descom-
posicién de tamano econdémico elimina filas o columnas adicionales de ceros de la matriz
diagonal de valores singulares, S, junto con las columnas en U o V que multiplican esos
ceros en la expresion A = USV'. La eliminacién de estos ceros y columnas puede mejorar el
tiempo de ejecuciéon y reducir los requisitos de almacenamiento sin comprometer la precision
de la descomposicion.
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% Ejemplo anterior utilizando la svd econdmica
>> [U,S,V]=svd(A,’econ’) % SVD economica
U=

-0.70711 -0.70711
-0.70711 0.70711

Diagonal Matrix

5.0000 0
0 3.0000
vV =

-7.0711e-01 -2.3570e-01
-7.0711e-01  2.3570e-01
-5.5511e-17 -9.4281e-01

En la siguiente seccién se presenta la descomposicién ortogonal adecuada (POD), que es-
tablece los conceptos de reduccion del modelo que capitaliza la existencia de dinamicas de
bajo rango en el sistema, para obtener funciones de base 6ptimas que abarcan un subespacio
de menor dimension.

2.3 Descomposicion Ortogonal Adecuada (POD)

La motivacién para presentar la técnica de descomposicién ortogonal adecuada (POD) en el
contexto de esta tesis es introducir el concepto del calculo de modelos de orden reducido y
métodos basados en mediciones. Aunque en el enfoque de esta tesis no es en esta técnica, se
presenta una breve descripcién del método. En esta seccién, seguimos de cerca [10, [46].

La POD en términos generales, es una técnica para encontrar de manera éptima una
base que abarca un conjunto de datos recopilados a partir de una simulacién experimental
o numérica de un sistema dinamico. Este método se utiliza a menudo en el desarrollo de
modelos de baja dimension. La idea es, dado un conjunto de datos que se encuentra en un
espacio vectorial V, encontrar un subespacio V, de dimensién fija r tal que se minimice el
error de la proyeccion de tal conjunto en el subespacio
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2.3.1 Optimalidad de la base POD

Suponga que tenemos un conjunto de datos z(t) € R" con 0 < t < T. Se busca una
proyeccion P, : R™ — R™ de rango fijo » que minimice el error total

/0 ||z (t) — Poax(t)|Pdt.

Para resolver este problema, se introduce la matriz

T
Q= [ avateya,
0
encontrando los valores y vectores propios de (), dados por

Dado que @ es simétrica y semidefinida positiva entonces todos los valores propios A; son
reales y no negativos, ademds los vectores propios p; pueden elegirse para que sean ortonor-
males [29]. Los vectores p; se denominan modos de la descomposicién ortogonal adecuada
(POD). El subespacio 6ptimo de dimensién r estd generado por {1, - , p}, v la proyeccién
optima P, estd dada por

Po=" .
j=1

2.3.2 Calculo de modelos de orden reducido

Habiendo determinado P,, suponga ahora que se estd determinando las soluciones de un
sistema descrito por las ecuaciones

X(w,t) = f(x(w, 1)), (2.6)

donde x(w, t) es el estado del sistema en el tiempo ¢ y w la distribucién espacial sobre algin
dominio €2, y f es un campo vectorial que mapea la variedad uniforme M C R™ en si misma.
Para capitalizar los modos POD, uno puede formar modelos de orden reducido usando la
proyeccion de Galerkin (ver, por ejemplo, [19]), que especifica @(t) = P,f(z(t)), es decir,
proyectando el campo vectorial original f en el subespacio r-dimensional. Luego escribimos

xi(t) = > &0 (2.7

Sustituyendo la ecuacién en y multiplicando por p7, se obtiene

&) =1 f(wt), j=1--r

el cual es un conjunto de r ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que describe la evolucién
de w(t). En otras palabras, la determinacién de soluciones a que antes implicaba resolver
un conjunto de n EDO, ahora se reduce a un conjunto de r EDO.
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2.3.3 Meétodos basados en mediciones

Al analizar una serie de tiempo de datos en una cuadricula espacial, a menudo es beneficioso
utilizar métodos basados en mediciones. Los datos del campo vectorial bidimensional o
tridimensional en el tiempo {; se reorganizan luego en un vector de una sola columna. Si
consideramos un conjunto discreto de mediciones {x(t;)},_, € R" generado por algin proceso
fisico descrito por las ecuaciones x;1; = f(xx), el conjunto de mediciones se puede expresar
como la siguiente matriz,

Zo1 T11 " Tpa

Zo2 T12 " Tp2
X=1 . . .

Ton Tin *°° Tpn

En este caso, la POD se puede formular utilizando la SVD de la matriz X, es decir, mediciones
de X,

X=U0xv",
donde U € C", V € CP*P y ¥ € R™P, U y V son matrices unitarias y ¥ es una matriz
rectangular diagonal con valores singulares positivos {01, - , 0, }, donde r denota el niimero
de valores singulares positivos definidos en [2.2]
Los vectores columna en U = {uy,--- ,u,} y V = {v1,---,1,} contienen los vectores

propios ortogonales de X X7 y X7 X, respectivamente, como en

X=UsVT = XXT =Usx"U" = XXTU = UD,
XT=vyU? = XTX =vyTsv? = XTXV = VD,

donde D =T =318 =37 A,

Los valores singulares de la matriz de mediciones X se asocian luego con los valores
propios de las matrices X7 X y X X7 mediante la relacién \, = o}.

Dado que X X7 es simétrica y semidefinida positiva, todos los valores propios \; son
reales y no negativos, y en virtud de las propiedades de la SVD, los vectores propios en U
son ortonormales.

El resultado principal es que el subespacio éptimo de POD de dimensién m se amplia
por {uy, -+ ,un}, y la proyeccién éptima estd dada por P, = > ¥ _ upui. Los vectores base,
reescritos como U, = (uy, -+ ,u,), se denominan modos POD, donde r < min(n,p) es el
niumero de valores singulares distintos de cero, correspondientes al rango de X.

2.3.4 Reduccidon de dimension

Ahora establecemos nuestro objetivo para determinar un subespacio 6ptimo de V' que tenga
la dimensiéon maés baja posible r << m, mientras se mantiene una buena aproximacion al
conjunto de datos original. En otras palabras, se busca un sistema de orden reducido tal que
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la solucién exacta de x; pueda aproximarse mediante una combinacién lineal de r vectores
base.

Como se propone en [43], se mide la aproximacién utilizando el contenido de informacién
relativo referido como energia, definida como

El objetivo es elegir el r més pequeno de modo que I(r) todavia esté lo suficientemente cerca
de 1. Por ejemplo, si el subespacio U, debe contener un porcentaje 3 de la informacion en
U, entonces se debe elegir r tal que

rzm}n(%gf(r)).

En esta seccién se observéd que el método POD identifica una base ortogonal 6ptima de
los modos U y V' correlacionados en el tiempo y espacio, respectivamente, capitalizando el
método SVD de descomponer una matriz de datos. Es esencialmente una técnica de reduccion
de modelos y se basa en el supuesto de que la evolucién en el tiempo de la dindamica del sistema
se rige por un numero reducido de modos dominantes.

Asociado con la proyeccién de Galerkin, la dimensién del sistema de ecuaciones gober-
nantes que tenemos que resolver para determinar su solucién puede reducirse en gran medida.
Sin embargo, incluso para una dimension reducida r, estos sistemas pueden resultar costosos
de simular.

Para conectar la POD al método de descomposicién en modo dindmico (DMD), veremos
que la DMD no solo proporciona los modos del sistema, como POD, sino que también asocia
estos modos espaciales correlacionados con una frecuencia temporal y una posible tasa de
crecimiento o decadencia. En la siguiente seccién se presenta la descomposiciéon en modo
dindmico, su definicién y algoritmo.

2.4 Descomposicion en Modo Dindamico (DMD)

El método DMD tiene una rica historia, que va desde los primeros trabajos de desarrollo de
los fundamentos tedricos hasta los trabajos modernos, este método se origind en la comu-
nidad de dinamica de fluidos como una técnica basada en principios para descomponer flujos
complejos en una representacion simple basada en estructuras coherentes espacio-temporales
de bajo rango. Schmid en [54] primero definié el algoritmo DMD y demostré su capacidad
para proporcionar informacién fisicamente interpretable a partir de datos de fluidos de alta
dimensién, el creciente éxito de DMD se debe al hecho de que es un método libre de ecua-
ciones y basado en datos, capaz de proporcionar una descomposicién precisa de un sistema
complejo en estructuras coherentes espacio-temporales que pueden usarse para analisis de
diagnéstico, estado futuro a corto plazo, identificacion y control. Es importante destacar
que Rowley en [50] mostré que DMD estéd conectada a la dindmica no lineal a través de la
teorfa del operador de Koopman (ver [36]) y es interpretable usando técnicas de sistemas
dindmicos estandar [46]. Especificamente, el algoritmo DMD es una manifestacion de la
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teoria de Koopman cuando las funciones observables son la identidad o transformaciones
lineales del espacio de estados. Por tanto, DMD es una arquitectura algoritmica basada en
principios que permite una aproximacion explicita del operador de Koopman.

2.4.1 Descripcion y definicion

El método DMD proporciona una descomposicién espacio-temporal de datos en un conjunto
de modos dindmicos que se derivan de mediciones de un sistema dado en el tiempo. Las
matematicas detras de la extraccion de informacion dindmica resuelta en el tiempo estan
estrechamente relacionadas con la idea del algoritmo de Arnoldi [54], uno de los caballos de
batalla de los solucionadores computacionales rapidos. El proceso de recoleccion de datos
involucra dos parametros:

n : nimero de puntos espaciales guardados por mediciones de tiempo
m : numero de mediciones tomadas.

Definicién 2.4. (DMD en [9]) Si se considera un sistema dindmico descrito por la ecuacién

‘fi—’t‘ = f(x,t) y dos conjuntos de datos,
X = [l‘l,ﬂfzf" axm—l]
X/:[xQulB?"' 7'1:771])

la DMD calcula la descomposicién espectral principal (es decir valores y vectores propios)
del operador lineal de mejor ajuste A que relaciona los datos:

X' =~ AX,

el operador A de mejor ajuste establece entonces un sistema dinamico lineal que mejor hace
avanzar las mediciones en el tiempo. Si suponemos un muestreo uniforme en el tiempo, esto
se convierte en:

Tpy1 ~ Axy.
Matematicamente, el operador de mejor ajuste de A se define de la siguiente forma:
A = argmin, || X' — AX||r = X'XT, (2.8)

donde || - || es la norma de Frobenius y  denota la pseudoinversa.

2.4.2 El algoritmo de DMD

En la practica, cuando la dimension de estado n es grande, la matriz A puede resultar dificil
de analizar directamente. En cambio, DMD evita la descomposiciéon propia de A al consi-
derar una representacion de rango reducido en términos de una matriz A proyectada por una
POD. El algoritmo DMD, esta dado por los siguientes pasos [9]:
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1. Calculamos la descomposicion en valores singulares (SVD) de X € C™™ [60]:
X = USV, (2.9)

donde * denota la transpuesta conjugada, U € C™", % € C™" y V € C™" con r < m.
Las columnas de U son ortonormales es decir satisfacen que U*U = I, de manera similar
V*V = I. La reduccién de SVD en se aprovecha en esta etapa del algoritmo para
realizar un truncamiento de “low-rank” de los datos. Especificamente, si la estructura
de baja dimensién estd presente en los datos, los valores singulares de ¥ disminuirdn
bruscamente a cero con quizas solo un numero limitado de modos dominantes.

2. La matriz A de se puede obtener utilizando la pseudoinversa de X a través de la
SVD:

A=XVETU,

En la préctica, es més eficiente computacionalmente calcular A, la proyeccion r X r de
la matriz completa A, es decir solo estamos interesados en los r valores propios y los
vectores propios principales de A, por lo que podemos proyectar A en los modos POD

en U:
A=U*X'VE™! = U*AU.

La matriz A define un modelo lineal de baja dimensién del sistema dindmico en coor-

denadas POD:
Fpe1 = Ay
Notar que es posible reconstruir el estado de alta dimensién zj, = Uiy.

3. Calculamos la descomposicién espectral de A:
AW =WD,

donde las entradas de la matriz diagonal D son los valores propios de la DMD, que
también corresponden a los valores propios de la matriz A completa, las columnas de
W son vectores propios de A

4. Podemos reconstruir la descomposicién espectral de A a partir de Wy D. En particular,
los valores propios de A estén dados por D y los vectores propios de A (modos DMD)
estan dados por columnas de la matriz:

=XV W

En la siguiente secciéon se presenta DMD en observables no lineales donde se postulan
conceptos fundamentales detras del operador de Koopman y serda de mucha importancia
para el desarrollo del experimento computacional [4.2] en el cual se toma la ecuacién no lineal
de Schrodinger (NLS) para demostrar que la descomposiciéon de Koopman puede mejorar
en gran medida la identificacion y la prediccién del estado futuro de los datos, donde un
observable adecuado es importante para que esto suceda.
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2.4.3 DMD en observables no lineales

La aproximacién del operador de Koopman a través de DMD es de vital importancia para
permitir la evaluacién del operador a partir de los datos. Se destaca el importante papel
desempenado por los observables y sus variedades de evolucién asociadas. En particular,
se puede pensar que las ecuaciones diferenciales parciales no lineales evolucionan en va-
riedades que a menudo son dificiles de caracterizar y rara vez se conocen analiticamente.
Una eleccion correcta de observables puede, en algunos casos, linealizar la variedad no lineal.
Independientemente, los observables elegidos con criterio pueden ayudar a transformar una
ecuacion diferencial parcial que evoluciona en una variedad fuertemente no lineal a una
variedad débilmente no lineal, lo que permite un rango de aplicabilidad mas preciso y mas
amplio de la aproximacion de Koopman.

Haciendo uso de la teoria espectral, podemos proceder a postular el concepto fundamen-
tal detrds del operador de Koopman. El trabajo original de Koopman en [36] consideré los
sistemas hamiltonianos y formulo el operador de Koopman en tiempo discreto; sin embargo,
comenzamos con tiempo continuo y luego derivamos la formulacion asociada de tiempo dis-
creto.

Definicién 2.5. (Operador de Koopman). Se considera un sistema dindmico de tiempo
continuo descrito por la ecuacién

dx
i f(x), (2.10)

donde x € M es un estado en una variedad M suave de n dimensiones. El operador de
Koopman K es un operador lineal de dimension infinita que acttia sobre todas las funciones
observables g : M — C, es decir

Poco después del articulo original, Koopman y von Neumann extendieron estos resultados a
sistemas dindmicos con espectros continuos en [37].

Teorema 2.6. (Descomposicién en modo Koopman y DMD). Sea @, una funcién propia de
IC con valor propio Ay, y suponga que ®; € span{g,}, de modo que

Pp(7) = wig1(X) + waga(X) + - + wegy(X) =W+ g

para algunos w = [wy, wy, -+ ,w,|T € C?. Siw € R(Y), donde Y = g(X) para la matriz X
de la definicion y R es el rango entonces w es un vector propio de Ay con valor propio
Ar de modo que w*Ay = A\ W™,

2.4.4 El algoritmo de Koopman

A continuacién se muestra como utilizar los datos y los observables para producir un operador
de Koopman y una prediccién del estado futuro de la evolucién no lineal Deberia
compararse con el algoritmo DMD. Esencialmente, el algoritmo de Koopman simplemente
aplica DMD en el espacio de los observables, el cual esta dado por los siguientes pasos:
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1. Primero, a partir de las matrices de datos X y X', creamos las matrices de datos de
los observables Y y Y”:

V= |gx)) gxy) - glx,1)],

donde cada columna es dada por y; = g(xx) o ¥, = g(X},)

2. Utilizamos el algoritmo DMD para calcular
Ay =Y'YT,

junto con la contraparte de rango bajo Ay. Los valores propios y vectores propios de
Ay pueden aproximarse a los valores propios y modos de Koopman, dependiendo del
conjunto de observables elegidos.

3. DMD se puede utilizar para calcular los modos ®y, que pueden aproximarse a los modos
Koopman (ver seccién [2.4.2)

oy =Y'VETW,
donde W proviene del problema de valores propios AyW = WD y Y = USV*.

4. FEl estado futuro en el espacio de los observables viene dado por la evolucion lineal

y(t) = Pydiag(exp(wt))b

donde b = ®}y; se determina proyectando hacia los datos iniciales observables, y w es el
conjunto de valores propios A, generados a partir de la matriz D, donde wy, = In(Ag)/At.

5. Transformacién de observables al nuevo espacio de estado:

yr = g(xr) =z, = g (y))-

Este ultimo paso puede ser trivial si uno de los observables seleccionados para compren-
der g(xy) es la propia variable de estado xj. Si solo se eligen observables no lineales de
x, entonces el proceso de inversion puede ser dificil.

Este proceso muestra que el algoritmo DMD esta estrechamente relacionado con el operador
de Koopman. De hecho, es la pieza fundamental para la evaluacién practica del operador de
Koopman de dimension finita.

En el siguiente capitulo se presentan los métodos SDSI y SINDy sus conceptos principales
y algoritmos para la identificacion dispersa de sistemas lineales y no lineales.

4
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Capitulo 3

Meétodos

3.1 Identificacion dispersa de dinamicas
no lineales (SINDy)

El trabajo realizado en esta seccién se basa en los métodos de minimos cuadrados lineales
dispersos descritos en [11]. Dados los avances tanto en la deteccién comprimida [18] como
en la regresién dispersa [30], se ha vuelto computacionalmente factible extraer la dindmica
de los sistemas a partir de grandes conjuntos de datos multimodales. Estas técnicas se
basan en gran medida en el hecho de que muchos sistemas dindmicos se pueden representar
mediante ecuaciones que son dispersas en el espacio de todas las funciones. En esta secciéon nos
enfocamos en sistemas dinamicos que vienen dados por un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de la forma

x(t) = f(x(t)), (3.1)
donde el vector x(t) = [x1(t), -+ ,x,(t)] € R™ representa el estado del sistema en el tiempo ¢,
y la funcién no lineal f(x(t)) representa las restricciones dindmicas que definen las ecuaciones
de movimiento del sistema. Es decir, en muchos sistemas de interés, la funcién f a menudo
consta de solo unos pocos términos, lo que la hace dispersa en el espacio de todas las funciones,
luego buscamos aproximar f mediante un modelo lineal generalizado de la siguiente forma

f(x) ~ Z 0,(x)& = O(x)¢,

con el menor niimero posible de términos distintos de cero en &. Entonces es posible resolver
los términos relevantes que estan activos en la dindmica usando regresién dispersa [30]. Ahora,
los datos de series de tiempo se recopilan de y se forman dos grandes matrices de datos:

X;(tl) (L’l(tl) Ig(tl) $n<t1)
X _ X (tg) _ Il(:tg) J]Q(:tg) xn(tg) 7 (32>
xT(t,,) x1(tm) o(tm) T (tm)
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. : _ [ ) o )| 53
X7 (tm) B1(tm) 2(tm) -+ En(tm)

donde X, X € R™*". En la prictica, esto puede calcularse directamente a partir de los datos
en X; para datos ruidosos, la derivada regularizada de variacién total tiende a proporcionar
derivadas numéricamente robustas [I5]. Alternativamente, es posible formular el algoritmo
SINDy para sistemas de tiempo discreto x;411 = F(xx), como en el algoritmo DMD, y evi-
tar las derivadas por completo. Se puede construir una biblioteca de funciones no lineales
candidatas ©(X) € R™*P a partir de los datos en X. Por ejemplo, ©(X) puede constar de
términos constantes, polinomiales y trigonométricos:

| | | | | |
OX)=(1 X -+ X% ... sin(X) cos(X) sin(2X) cos(2X)
|

Aqui, la matriz X? denota una matriz con vectores columna dados por todas las posibles
series de tiempo de polinomios de d-ésimo grado en el estado x dado por:

zi(t1)  x1(t1)za(ty) xg(ty)  wo(ty)ws(ty) zy, (1)
xd ai(ty)  wi(ta)wa(ts) 2§(t2)  wa(ta)ws(ts) 20 (ta)
tm) T1t)altn) - ) Toltm)osltn) o ()

El sistema dinamico en [3.1] ahora se puede representar en términos de las matrices de datos

en 3.2y [3.3] como

X = 0(X)=, (3.4)

donde la matriz desconocida == & -+ &, | € RP*" y cada columna &; es un vector
de coeficientes que determinan los términos activos en la i-ésima fila en (3.1} Un modelo
parsimonioso proporcionara un ajuste de modelo preciso en con el menor niimero posible
de términos. Dicho modelo puede identificarse utilizando una regresion dispersa:

& = argmingg\lXi — O(X)& ] + A& |-

El término || - ||; promueve la dispersién en el vector de coeficientes &;. Esta optimizacién
se puede resolver mediante el procedimiento de minimos cuadrados con truncado secuencial

(STLS) [11] (ver Alg. [1).

3.1.1 Algoritmo

En esta seccién se presenta el algoritmo de minimos cuadrados con truncado secuencial
(STLS), donde las condiciones generales para la unicidad de la solucién relajada de la norma
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[ se proporcionan en [61]. En la practica, es posible que estas condiciones no se cumplan
facilmente y que se produzcan descubrimientos falsos, aunque pueden evitarse bajo ciertas
condiciones [57]. Las condiciones especificas bajo las cuales converge el algoritmo de STLS en
SINDy se proporcionan en [67]. La convergencia y recuperacién de los datos se han explorado
en un marco generalizado para la regresién regularizada relajada dispersa en [6§], para la
cual SINDy constituye un caso especial. Las condiciones bajo las cuales se puede recuperar la
estructura de un modelo a partir de los datos de entrada y salida también se han examinado
en el contexto de la identificabilidad [I].

Algorithm 1 STLS: Minimos cuadrados con truncado secuencial [L1].

Entrada: © € R™? X e R™™ X\ >0,N € Z*
Salida: == STLS(0, X, \, N)
1: 2% < ©'X // t denota la pseudoinversa
2: mientras no converge hacer
3 k<« k+1
Toman < (abs(E) < )\)
Ek<fsma||) +~—0
para todas las variables hacer
Ibig < ]small(:; ”) .
ZF(Ivig, 1) < (O(:, luig, 1)1 X (:, i)
9: fin para
10: fin mientras
11: devolver =

El parametro A se selecciona para identificar el modelo 6ptimo de Pareto que mejor
equilibra la complejidad del modelo con la precisién. Se realiza un barrido aproximado de A
para identificar el orden aproximado de magnitud donde se eliminan los términos y donde el
error comienza a aumentar. Luego, este barrido de parametros se puede refinar y los modelos
en el frente de Pareto se evalian utilizando criterios de informacion [44].

3.2 Identificacion de sistemas dindmicos dispersos (SDSI)

El trabajo realizado en esta seccién se basa en los resultados presentados por Vides en [65].
A continuacion se muestran algunos métodos de aproximacién de bajo rango con aplicaciones
a la solucién de problemas de minimos cuadrados lineales dispersos los cuales seran de gran
ayuda para el desarrollo de este trabajo.
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3.2.1 Aproximacién de bajo rango y solucionadores de minimos
cuadrados lineales dispersos

Definicién 3.1. Dado § > 0 y una matriz A € C™*", escribiremos rks(A) para denotar el
entero no negativo determinado por la expresion

min{m,n}

o) = Y Wiloi(4)

donde W; se definié en la seccién y los nimeros o;(A) representan los valores singulares
correspondientes a una descomposicion en valores singulares de tamano econémico de la ma-
triz A (es decir, un tamano menor o igual a m X n).

Lema 3.2. a) Se tiene que rks(AT) = rks(A) para cada § > 0 y cada A € C™*".
b) Dado 6 >0y A € C™*™ tendremos que rks(A) < rk(A).

Teorema 3.3. Dado 6 > 0y x1,22, -+ , T,y € C", sea

X=|r1 -+ 1z,

Si rks(X) > 0y si establecemos r = rks(X) y o,m(r) = +/r(min{m,n} —r) entonces,

existe una proyeccién ortogonal R de rango r, con r vectores x;,,- - ,xj, € {Z1, - , T} y T
escalares cq,--- ,c,. € C tal que se tiene:
Tnm(T)
IX — RX||r < (—=72)9,

\/F
ly =D erapll < (O leul’) 20mm(r)d + | (1 = R}yl
k=1 k=1

Como implicacién del teorema anterior se puede obtener el siguiente corolario.

Corolario 3.4. Dado 6 > 0,y € C" y A € C™*". Si rks(X) > 0y si hacemos r = rks(A)
Y 0um(r) = \/r(min{m,n} —r) entonces, existe z € C" y una proyeccién ortogonal R de
rango r que no depende de y, tal que ||Az —y|| < ||z||opm(r)d +||(I,, — R)y|| y  tiene como
maximo r entradas distintas de cero.

Dado 6 > 0, y dos matrices A € C™" yv Y € C"™*P, escribiremos AX =5 Y para
representar el problema de encontrar X € C"*? «, 8 > 0 y un proyector ortogonal R tal que
|AX = Y||lr < ad+ B||(I,, — R)Y||r. A la matriz X la llamaremos solucién del problema
AX ~s Y.
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Teorema 3.5. Dado § > 0, y dos matrices A € C™" y Y € C™P. Si rks(X) > 0y si
establecemos 1 = rks(A), entonces, hay una solucién X al problema AX ~;s Y con como
maximo rp entradas distintas de cero.

Para mas detalles sobre las demostraciones y otras nociones del lema, corolario y teore-
mas vistos en esta seccién, se remite al lector a consultar [65].

Aunque los algoritmos de solucion de minimos cuadrados lineales dispersos y los resultados
tedricos de este trabajo se basan en principios similares a los considerados por Bousidis y
Magdon-Ismail en [5] y por Brunton, Proctor y Kutz en [11], una de las principales diferencias
del enfoque considerado en este trabajo con el enfoque utilizado en [5], es que dada una
ecuacién matricial lineal de minimos cuadrados X = arg miny ||AY — B||p, aunque la aproxi-
macién As = RA de rango rks(A) correspondiente a la matriz de coeficientes A, se calcula
de forma genérica utilizando la proyeccién ortogonal R determinada por el teorema [3.3], que
a su vez puede calcularse utilizando una SVD truncada de tamano econémico para A, con
error de aproximacion ¢ = O(9) > 0, el proceso de seleccién de cada conjunto ordenado de las
columnas de A; correspondiente a cada columna de la representacién aproximada dispersa X
de la solucién de minimos cuadrados de referencia X, no es aleatorio sino B-dependiente, y la
principal diferencia entre el enfoque implementado en este trabajo y el implementado en [I1]
es que el proceso de aproximacién dispersa utilizado aqui se basa en soluciones de referencia
de problemas de minimos cuadrados que involucran submatrices de la aproximacién de bajo
rango As de la matriz de coeficientes A, en lugar de submatrices de la matriz original A.

Mas especificamente, si A tiene n columnas, una vez calculada la aproximacién de bajo
rango As de A segun el teorema y el teorema , para cada columna z; de una solucion
inicial de minimos cuadrados de referencia X del problema X = arg miny ||AsY — Bl|r , se
puede establecer un umbral ¢ > 0, encontrar un nimero entero N;(¢) < rks(A) y calcular
una permutacién p; : {1,--- ,n} — {1,--- ,n} basado en los médulos |z; ;| de las entradas
de z; de acuerdo con las siguientes condiciones

10, 000] = [T ps05] = 0 > T v 0] > €
€2 @i+ = 2 @pim-1),5] 2 [Tp;0m),41-

Para cada subconjunto ordenado a,, (1), -+ ,Gy;(n;(e)) de columnas de As, podemos resolver
los problemas

| |
w; = argmin || | dp,1) - o) | Y — b

para cada j =1,--- ,p.
Si definimos p vectores 71, - - - , , segln las siguientes asignaciones

75 (k)1 0, N(e)<k<n

donde z;; y wy,; denotan las entradas de cada par de vectores z; y w; , respectivamente,
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obtenemos una nueva soluciéon dispersa aproximada

| |
X=1|% - %
|

al problema X = arg miny||A;Y — B||p. Usando X como una nueva solucién de referencia,
se puede repetir este proceso un numero preestablecido de veces, o hasta que se cumpla algiin
criterio de parada (ver algoritmo 1 en [65]), para encontrar una representacién méas dispersa
de la solucion de referencia inicial X.

Los resultados presentados en esta seccién se pueden observar en la resolucién de minimos
cuadrados lineales dispersos descrito en la seccién [3.2.3]

3.2.2 Meétodos de aproximacién de rango bajo para la identifi-
cacion de modelos dispersos

El trabajo realizado en esta seccién se basa en los resultados presentados por Vides en [65].

Identificacion dispersa de operadores de transicion para series temporales con
simetrias. Dada una sucesion {x;};>1 C C", decimos que {z;}:>1 es una serie de tiempo de
un sistema (I, T), si {z:}s>1 C 'y T(a;) = 244 para cada t > 1. Si ademds existe un grupo
finito Gy = {g1, -+ ,gn} CU(n) ={X e CV": X*X = XX* = 1,} tal que

T(gjxt) = ng(:L‘t)7

para cada t > 1y cada g; € Gy , diremos que el sistema (I', T) es G equivalente y que la
sucesion {z;};>1 es una serie de tiempo con simetrias.
Diremos que una matriz S € C™"*" es simétrica respecto a un grupo finito Gy = {g1, - ,gn} C

U(n) si
95 = 59;

para cada g; € G . Se escribird S(n)~ para denotar el conjunto de todas las matrices en
C™™™ que son simétricas con respecto al grupo Gy.

Dado un entero L > 1, un grupo finito Gy C U(n) con #(Gy) = N, y una muestra I'y =
{x;}L, de una serie de tiempo {;};>; en el espacio de estado I' C C" de algiin sistema Gy
equivalente (I', T), escribiremos Hy, (I'r, G ) para denotar la matriz de bloques estructurada
con bloques de matriz tipo Hankel que esta determinada por la siguiente expresion

Hy(Ir,Gy) = [(Ir ® g0)Hr(I'r) -+ (Ir @ gn)H(I'r)] .

OBS. Ya que Gy C U(n) es un grupo, uno de los elementos de Gy es igual a I,,, por lo
tanto, uno de los bloques de la matriz de Hy (I'r, Gy) es igual a I, @ I,Hy(I'r) = Hp(I'7).

A continuacién se define el principal problema de identificacion del modelo disperso para
series de tiempo con simetrias donde se aplica la idea planteada por Vides en [65].
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Problema de identificacién de modelos dispersos para series de tiempo con simetrias

Dado 6 > 0, un entero L > 0, un grupo finito Gy C U(n) con #(Gy) = N, y una

muestra I'r = {z;}_, de una serie de tiempo {z;};>1 C C" de un sistema Gy equiva-
lente (I', T) con operador de transicién T a ser identificado. Sea I'g = {1, ,zr_1},T1 =
{xe, -+ ,or},Hpy = Hy(T'y,Gn) para k = 0,1y Gy = {I, ®gj : g € Gy}. Determine

Gn

si es posible calcular una matriz dispersa Az, una matriz A7 € S(nL)%Y, una proyeccién

ortogonal R y tres niimeros no negativos d,e y f tales que si establecemos

v =do+ VnL||Hp1(Inr-1) — R)||F,
e=ed+ flHo1(Iner—1) — R)||F,

entonces

Hp 1 — ArHp || < v,

—t
[T () — PLA X4 <,
—t

HT(gimt) — PLAT([L ® gi)XlH <eg,

| Hp 1 — ArHpollp < v,

1T () — PLATX, ]| <,

1T (gizs) — PLA%([L ® g:)X1|| < e,
para cadat =1,--- , T — Lycadag; € Gy,con Pp=¢{ @ L,y Xy =[z1 -+ x]".

Definicién 3.6. Escribimos SDSI(T'r, G, L, 6) para denotar el conjunto de 6-tuplas de solu-
ciones (Ar, Ar, R,d, e, f) al problema basado en los datos I'r, Gy, L, 0.

Teorema 3.7. Dado ¢ > 0, un grupo finito Gy C U(n) con #(Gx) = N, y una mues-
tra 'y = {x;}L, de una serie de tiempo {z;};>1 C C" de un sistema Gy equivalente
(I, T) con el operador de transicion Y a identificar. Si existe un entero L > 0 tal que

rks(Hp({x}7_,,Gx)) > 0 entonces existe (Ar, Ay, R, d, e, f) € SDSI(I'y, Gy, L, 9) .

Para ver los detalles de la demostracion del teorema anterior, se remite al lector a con-
sultar [65].

Podemos aplicar el teorema para la identificacion de modelos dispersos, especialmente
cuando se puede estimar un modelo predictivo disperso T para una serie de tiempo {z};>1
de un sistema (I', ) para un horizonte de tiempo dado T' > 0, basado en una muestra
s = {2}, C {x:}+>1 para algunos S << T. Ejemplos importantes de sistemas que satis-
facen la consideracion anterior son los sistemas periddicos y eventualmente periddicos, como
los considerados en [20] y [23], respectivamente.

Los resultados e ideas presentados en esta seccién pueden traducirse en algoritmos de
identificacién dispersos como el algoritmo [2}

3.2.3 Algoritmos

Los algoritmos y trabajos realizado en esta seccion se basan en los resultados presentados
por Vides en [64, 65]. Uno de los propdsitos de esta tesis es proporcionar herramientas de
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identificacién de sistemas dindmicos dispersos (SDSI) enfocadas en enfermedades infecciosas
se busca que se puedan utilizar para construir marcos colaborativos de métodos teéricos y
computacionales que se pueden aplicar en un contexto multidisciplinario, donde se requiere
la identificaciéon de sistemas. Un ejemplo de los marcos colaborativos antes mencionados
puede ser descrito por el autémata ilustrado a continuacion en el cual se describe automatas
de estado finito de procesos SDSI genéricos.

Los bloques PD, CM y SP del sistema descritos anteriormente corresponden a las etapas
de procesamiento de datos, computo del modelo y simulacién predictiva de un proceso de
identificacién de un sistema disperso genérico, respectivamente, mientras que las etiquetas 0,
1 v 2 corresponden a los estados computo en curso, computo completado y se requieren mas
datos, respectivamente.

En esta tesis nos centramos en los algoritmos de resoluciéon de minimos cuadrados lineales
dispersos y en las invariantes topoldgicas aproximadas en forma de niimeros facilmente com-
putables, que se pueden utilizar en el bloque de modelado CM del autémata presentado para
la identificacion del modelo disperso. Entre otros casos, las senales de control para automatas
como en el caso anterior pueden ser proporcionadas por un experto interesado en la iden-
tificacién dindmica de algin sistema en particular. Aunque los programas en [64] pueden
usarse, adaptarse o modificarse para trabajar en cualquiera de los dos casos considerados
anteriormente, los programas y experimentos incluidos como parte del trabajo de esta tesis
estan desarrollados teniendo en cuenta el primer caso. Los esquemas de inteligencia artificial
se pretenden explorar mas a fondo en el futuro.
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Aunque los resultados de esta tesis se centran en la identificacién de modelos dispersos
en un enfoque de enfermedades infecciosas, ademas de los programas correspondientes a
solucionadores de minimos cuadrados lineales dispersos e identificadores de grado y rango
aproximados basados en los resultados de las secciones v [3.2.2] algunos programas para
lectura y escritura de datos, la generacion sintética de senales y la simulaciéon predictiva
también se incluyen como parte del conjunto de herramientas SDSI disponible en [64].

Algoritmo solucionador de minimos cuadrados lineales dispersos

Una aplicacién de los resultados e ideas presentados en la seccion es el algoritmo 1 en [65],
el cual es solucionador de minimos cuadrados lineales dispersos. Los problemas de minimos
cuadrados ¢ = argmin._cx||A¢ — y|| que se resolveran como parte del proceso correspondiente
al algoritmo 1 en [65] se puede resolver con cualquier solucionador de minimos cuadrados
eficiente disponible en el lenguaje o programa donde se implementa el algoritmo de solucién
de minimos cuadrados lineales dispersos.

Algoritmo de identificacién de modelo de serie de tiempo disperso

Dada una serie de tiempo {z:}:<1 de un sistema (I',T) con el operador de transiciéon T a
identificar, podemos abordar el calculo de las aproximaciones locales de T basadas en una
muestra de datos I'r = {z;}1_; C I utilizando el algoritmo .

Para este trabajo, cuando los datos de la serie de tiempo I'r = {x;}_, C C" de un sistema
dado (I', T) con el operador de transicién T a identificar, no se muestrean uniformemente en
el tiempo, la muestra ['r se preprocesa aplicando métodos de interpolacion spline local para
obtener una estimacién uniforme en el tiempo I'r = {#}L, C C" para I';. El programa
de Matlab DataSpliner.m es un ejemplo de una implementacion computacional de este
procedimiento de interpolacion y se incluye como parte de los programas en el conjunto de
herramientas SDSI disponible en [64].

Dado un grupo finito Gy C U(n), un sistema Gy equivalente (I', T) y una muestra de
datos I'r C T, si los elementos P, A, A, X; se calculan usando el algoritmo [2| con el ajuste
(P,A, A, X,) = SDSI(Gy,Tr, L,d,¢) para algunos 6, > 0 adecuados, se pueden construir
dos modelos predictivos P, P 4 para la evolucién temporal del sistema, determinados por la
relacién de recurrencia xyy1 = Y(x¢),t > 1, usando esquemas de la forma P4(t) = PA'X,y
PA(t) = PA'X,, parat > 1.

El algoritmo presentado a continuacién se extraen de [65], en este trabajo se muestra la
factibilidad y rapidez del mismo aplicado a sistemas epidemidlogos lineales y no lineales.
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Algorithm 2 SDSI: Algoritmo para la identificacién de sistemas dindmicos dispersos [65].
Entrada: Gy C U(n), Ty = {z}, cC" L€ Z+,§ > 0,6 >0
Salida: (PL, AT, AT, Xl) = SD~S|(GN, FT, L, (5, 5)

1: Calcular L = max{drks g, (I'r), L}

2: T {It}tT:_ﬁ, Iy = {a}l,

3: HL,k — HL(Fk, GN), k=0,1

4: Resolver H ;C' =5 HJ, aplicando el algoritmo 1 en [65] con el ajuste C' =
SLRSoIver(Hz07 Hf}l, d,nL,¢)

5: AT — CT

6: Ar + L3N (I @ g)Ar(Ip ® ;)

70 Xy [2f 2T

8: Pr + é{,L ® In

9: devolver (P, Ap, Ar, X1)

Ejemplo Computacional

Un ejemplo de lo mencionado anteriormente extraido de los resultados presentados por Vides
en [65], en el cual consideremos una muestra oz, = {55 : 1 < k < 257} de una senal escalar
en tiempo discreto S = {s; : k € Z*} con grupo de simetria trivial G; = {1}, que estd
determinada para cada k € Z* por la expresién

Sp = Z min{ty — j,1 =ty + 7 }(W;(tx) — Wi (tr)),

j=0

con t = % Agregando ruido a la muestra I's57 usando una secesién de nimeros pseu-

doaleatorios normalmente distribuidos RNas; = {7y : |ri] = O(1 x 1073),1 < k < 257},
obteniendo una versién ruidosa [asr = {sk +rr: 1 <k <257} de la muestra original ['y57.

Si se considera una submuestra I'7g = {sp +rx : 1 < k < 70} C T'y57 Calculando
drks ¢, (T'70) con § = 1x 1072 con el programa de Matlab drk.m en [64] obtenemos drks g, (I'7o) =
17. Ahora podemos calcular un modelo predictivo

S1
k|52
Skt1 = C18k + CoSp—1 + -+ cpSp_p1 = PLA] e
SL
para k > L = drk57G1(l~“70) = 17, asi que se obtiene el siguiente modelo

Sp+1 = 1.00003s; — 0.998155 15 + 0.99811s4_16, para k > 17.

Las senales identificadas para diferentes valores del parametro de retardo L se muestran en
la figura |3.1
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Figure 3.1: Senales identificadas para diferentes valores de retardo. L = 17 (primera fila
superior). L = 16 (segunda fila). L = 10 (tercera fila). L =5 (ultima fila). Fuente: [64]

Los coeficientes ¢, correspondientes a los modelos identificados para diferentes valores del
parametro de retardo L se muestran en la figura . El error cuadratico medio (RMSE)
correspondiente a diferentes valores del parametro de retardo L se documentan en la tabla

B.1

Valor de retraso L | RMSE
5 0.2797
10 0.2659
16 0.0674
17 0.0028

Table 3.1: Errores cuadréticos medios correspondientes a cada valor de retardo. Fuente: [64]

La configuracién computacional utilizada para este ejemplo estd documentada en el pro-
grama Examplel.m en [64]. Para cada valor de retardo, los pardmetros del modelo corres-
pondiente se calcularon utilizando el programa SpSolver.m en [64] basado en el algoritmo 1
en [65], con la misma tolerancia § > 0, para exponer la posible obstruccién de aproximacién
topolégicamente controlada identificada por el nimero drks ¢, (fm).
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Figure 3.2: Coeficientes identificados para diferentes valores de retardo. L = 17 (primera fila
superior). L = 16 (segunda fila). L = 10 (tercera fila). L =5 (ultima fila). Fuente: [64]

Como consecuencia del teorema y de las observaciones anteriores, se puede ver que
dado un grupo finito Gy C U(n) y una muestra I'r = {z;}, de una serie de tiempo
{z¢}1>1 C C" de un sistema Gy equivalente (I', T), si el nimero L = drks ¢, (I'r) es positivo,
podemos usar este nimero para estimar una condiciéon necesaria para la computabilidad de
una solucién dispersa al problema

T AT ~ T
HL,OAT ~é HL,lv

donde Hy ;, = Hp(Ty,Gy) para k = 0,1, con Iy = {z;}1-' v Iy = {2;}L,. En particular,
cuando L = drks gy (I'r) es positivo, el valor de retardo L = L proporcionarfa un buen punto
de partida para un método de identificacién de sistema disperso adaptativo, si el error de
prediccién atin no es lo suficientemente pequeiio para el valor de retardo L = L, un algoritmo
de control puede seguir aumentando el valor del pardmetro de retardo hasta que se alcanza
el error de prediccion o se alcanza algin limite prescrito para el valor de retardo. Para los
experimentos documentados en este trabajo, hemos utilizado técnicas de autocorrelacion de
senales escalares estandar para estimar los limites admisibles para los valores de retardo, en
el conjunto de herramientas identificacion de sistemas dindmicos dispersos (SDSI) disponible
en [64]. Estas ideas se implementan en el programa de Matlab LagEstimate.m basado en la
funcién de Matlab xcorr.m.

3.3 Modelo basado en datos para CPM

En esta seccion describimos arquitecturas de control basadas en datos que combinan el de-
scubrimiento de modelos basados en datos con estrategias avanzadas de control basadas en
modelos. En este trabajo, usamos la arquitectura SINDy-CPM para identificar rapidamente
un modelo de orden bajo que se usa con control predictivo de modelos. Consideramos un
sistema dinamico no lineal de la forma:

x = f(x,u), x(0)= x,, (3.5)
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donde x € R", entrada de control u € R? y dindmica f(x,u) : R" x R? — R™ . En esta
seccién, describimos SINDy con control y CPM. Este enfoque se utilizard en el siguiente
capitulo para proporcionar un experimento para calcular SINDy-CPM en un problema de
control de enfermedades infecciosas.

Identificacién dispersa de dinamica no lineal con control

Los algoritmos SINDy [I1] y SINDy con control identifican un sistema dindmico no lineal
disperso a partir de datos, basandose en la suposicién de que muchos sistemas tienen relativa-
mente pocos términos activos en la dindmica. SINDy con control utiliza regresion sparse para
identificar estos pocos términos activos de una biblioteca ©(x, u) de términos candidatos del
modelo lineal y no lineal en el estado x y la senal de entrada u, que se requieren para aprox-
imar la funcién f en la ecuacién [3.5] SINDy junto con el algoritmo de control se muestran
en el experimento en un modelo de una enfermedad infecciosa. Para evaluar ©, primero se
tiene m mediciones del estado x y la senal de entrada u en el tiempo y las organizamos en
dos matrices:
X=[x %o - xTyU=[x1 x3 - xu]..

Después de recopilar las mediciones, podemos evaluar la biblioteca de funciones no lineales
candidatas:

X, U)=1 X U (X®X) (XeU) UsU) --- |,

donde X ® U define el vector de todas las combinaciones de productos de los componentes
en x y u. Esta biblioteca puede incluir cualquier funcién que pueda describir los datos. La
estrategia recomendada es comenzar con una opcién basica, como polinomios de bajo orden,
y luego aumentar la complejidad y el orden de la biblioteca hasta obtener modelos dispersos
V precisos.

Ademas de evaluar la biblioteca, debemos calcular las derivadas temporales del estado
X = (X1 %o -+ X,]7, normalmente mediante diferenciacién numérica. El sistema en la
ecuacion puede entonces escribirse en términos de estas matrices de datos como:

X =0(X,U)=

Muchos sistemas dinamicos tienen relativamente pocos términos activos en las ecuaciones
gobernantes. Por lo tanto, los coeficientes = son en su mayoria dispersos y podemos emplear
una regresion sparse para identificar la matriz dispersa de coeficientes = que significa la menor
cantidad de no linealidades en nuestra biblioteca que da como resultado un buen ajuste del
modelo:

1. _ _
&, = argming, o || Xy — O(X, U)El 13 + Mk lo-
X es la k-ésima fila de X, & es la k-ésima fila de = y A es el pardmetro que promueve la

dispersién. El término || - ||p promueve la dispersion en el vector de coeficientes &. Para
resolver esta optimizacion, utilizamos el algoritmo [I}
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Control predictivo de modelos

Este trabajo se explora el uso de modelos SINDy o SDSI para el control predictivo de modelos.
CPM es un control efectivo basado en modelos, que ha revolucionado el panorama del control
industrial [13]. CPM permite el control de sistemas fuertemente no lineales con restricciones,
retrasos de tiempo, dindmica de fase no minima e inestabilidad. Estos sistemas son dificiles
de controlar utilizando enfoques lineales tradicionales [45].

En CPM, calculamos una secuencia de control u(x;) = {u;41, -+ ,0j1m, }, dada la es-
timacion o medicién del estado actual x; , mediante una optimizacién restringida sobre un
horizonte en retroceso T, = m.At, siendo At el paso de tiempo del modelo y m, el nimero
de pasos de tiempo. En cada paso de tiempo, repetimos la optimizacién, actualizamos la
secuencia de control sobre el horizonte de control y aplicamos la primera accion de control
u;;; al sistema. La secuencia de control éptima u(x;) se obtiene minimizando una funcién
de costo J sobre un horizonte de predicciéon T, = m,At > T.. La funcién de costo es:

mp—1 me—1

T= % —rillg + Y (el e, + [ Aw]R,,).
k=0 k=1

sujeto a la dindmica y restricciones de tiempo discreto. La funcién de costo J penaliza las
desviaciones del estado predicho X de la trayectoria de referencia r, el gasto de control u y
la tasa de cambio de la senal de control Au. Cada término esta ponderado por las matrices
Q, R, v Ray, respectivamente. Para permitir que este ciclo de optimizacion se ejecute en
tiempo real, CPM se basa en modelos eficientes y computacion de alto rendimiento.

La ventaja de CPM radica en el ajuste simple e intuitivo y la capacidad de controlar
fendomenos complejos, especialmente con restricciones conocidas y miultiples condiciones de
operacién. También funciona para sistemas con retrasos de tiempo y brinda la flexibilidad
para formular y adaptar un objetivo de control. El mayor desafio de CPM radica en el
desarrollo de un modelo adecuado a través de la identificacién del sistema [33]. Los modelos
no lineales basados en el aprendizaje automatico se utilizan cada vez mas. Sin embargo,
estas técnicas a menudo se basan en el acceso a conjuntos de datos masivos, tienen una
capacidad limitada para generalizar, no incorporan facilmente restricciones fisicas conocidas
y requieren calculos costosos y lentos. En cambio, Kaiser en [33] mostré que los modelos
simples obtenidos a través de DMD con control [12] y SINDy con control [33] funcionan casi
tan bien con CPM en un modelo no lineal completo, y pueden entrenarse en un periodo de
tiempo sorprendentemente corto.
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Capitulo 4

Experimentos y Resultados

4.1 Experimento 1

Con lo mencionado en la seccién [2.4.2] se procede a dar un experimento computacional para
ilustrar el algoritmo DMD, en el cual se realiza una comparacion de DMD con el andlisis de
componentes principales (PCA).

Mediante la técnica descrita en la seccidn [2.4.2) se considera el experimento de dos senales
espacio-temporales mixtas. En particular, el objetivo es demostrar la capacidad de DMD
para descomponer eficientemente la senal. Las dos senales de interés son:

f(l",t) = fl(x’t) + fQ(I’t)

= sech(z — 7)e?3" + 2sech(z)tanh(z)e™®".

Las senales espacio-temporales individuales fi(z,t) y fo(z,t) se ilustran en la Figura
(a) - (b). Las dos frecuencias presentes son w; = 2.3 y wy = 2.8, que tienen estructuras
espaciales distintas. La senal mixta f(z,t) = fi(x,t)+ fa(z,t) se ilustra en la Figura[4.1] (c).
Para lo antes mencionado se muestra algunas partes del algoritmo de DMD que genera una
aproximacién numérica de la senal mixta, esto mediante GNU Octave con algunas técnicas
computacionales empleadas en [63], a continuacién se muestra algunas partes del cédigo
desarrollado en GNU Octave para este experimento numérico.

>> n=400; m=200;
>> [Phi,omega,lambda,b,Xdmd] = DMDE1(n,m)

% ALGUNAS PARTES DEL ALGORITMO DMD EN GNU Octave
[U,S,V]=svd(X1,’econ’); % Paso 1
Atilde=Ur’*X2*Vr/Sr; % Paso 2

[W,D]=eig(Atilde); % Paso 3

Phi=X2*Vr/Sr*xW; ¥ Paso 4

Xdmd=Phi*dintiem;
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Figure 4.1: Experimento 1. Dindmica espacio-temporal de dos senales (a) fi(x,t), (b) fa(z,t)
y la mezcla en (c) f(z,t) = fi(z,t) + fo(x,t). La funcién f(x,t) se puede representar en su
lugar por z(t). Se calcul6 la DMD de z, y en la imagen (d) se muestra una reconstruccién
aproximada de rango 2 de la senal xpyp(t). La reconstruccién es casi perfecta, con los modos
y espectros DMD que coinciden estrechamente con las senales fi(z,t) y fo(z,t). Fuente:
Elaboracién propia.

En la figura los valores singulares en (a) y (b) muestran que un truncamiento de rango
2 es apropiado. Las imagenes (d) - (f) comparan los aspectos temporales y espaciales de
los dos modos, donde los modos verdaderos se grafican junto con los modos extraidos por
DMD y PCA de los datos. DMD produce resultados que estdn exactamente (con precision
numérica) alineados con la verdadera solucién. Los modos PCA se desvian de la verdadera
solucion. La diferencia de la norma-2 entre los dos modos espaciales verdaderos y los modos
extraidos por DMD y PCA se muestran en (¢). Los modos DMD coinciden con los modos
verdaderos.

60% O 60% ©
40% | © 40%  ©

o =N w
_m

d)
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Figure 4.2: En las imagenes se muestra una comparacion de DMD con PCA aplicada a los
datos del Experimento 1. Fuente: Elaboracién propia.
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4.2 Experimento 2

Para el siguiente experimento numeérico se ilustra el algoritmo de Koopman en relacién con
el algoritmo DMD, considerando la ecuacion no lineal de Schrédinger (NLS)

Ou  10%u )

donde u(&, t) es una funcién espacio-tiempo, donde la ecuacién se puede reescribir en la forma

ou 1 Pu .,
TR + i|ulu,
para que se pueda aplicar una solucion del método espectral. La transformacién de Fourier
en ¢, denotada por el simbolo del sombrero, da la ecuacién diferencial en las variables de
dominio de Fourier u:

du ik?

pri —7u+l|u| u.
Al discretizar en la variable espacial, podemos desarrollar esta ecuacién con un algoritmo
estandar de pasos en el tiempo, se resuelve con Runge-Kutta de cuarto orden, suponemos
que hay un total de 20 porciones de datos en el tiempo en el intervalo ¢ € [0, 7) donde las
variables de estado son una discretizacién n-dimensional de u(,t) de modo que u(,tx) —
&, donde n = 512. Estas &, son las columnas de la matriz de datos generada. En este
ejemplo en especifico, analizamos la solucién de dos solitones que tiene la condicién inicial
u(§,0) = 2sech(§), el resultado de esta simulacién se muestra en la Figura (a). El
algoritmo DMD descrito en las secciones anteriores nos proporciona una aproximacion de
bajo rango (r = 10). La Figura (b) muestra la aproximacién DMD lograda. Para lo
antes mencionado se muestra algunas partes del algoritmo de DMD y algoritmo de Koopman
que genera una aproximacién numérica a la solucién de [4.1] esto mediante GNU Octave con
técnicas computacionales utilizadas en [63].
El algoritmo se ejecuté con los valores:

L=30; n=512; % Longitud del dominio y # puntos
% Discretizacién en el tiempo

slices=20;

t=linspace(0,pi,slices+1); dt=t(2)-t(1);

% Condiciones iniciales

N=2;

u=Nx*(sech(x)).’;

ut=fft(u);

% Resuelve con Runge - Kutta
[t,utsol]=0de4d5(°DMD_soliton’,t,ut, [],k);

% ALGUNAS PARTE DEL ALGORITMO DMD EN GNU Octave
T Tl b o T T o o T Tooos Koopman %ot aeleis oo oo Toods oo

35



[U2,Sigma2,V2] = svd(Y1,’econ’); % Paso 1
Atilde = U’*Y2xV/Sigma; % Paso 2

[W,D] = eig(Atilde); % Paso 3
Phi2=Y2%V/SigmaxW; % Paso 4

TooTo o oo o oo To To oo To o Jo To o 1o To fo o To Fo o o Fo o 1o To fo o To fo o To fo o Jo Fo oo o o

u_dmd2 = Phi2*u_modes;

m

Figure 4.3: Experimento 2 de la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS) donde en la
imagen (a) se muestra la simulacién completa. La aproximacion se muestra en la imagen (b)
usando el algoritmo de DMD. Fuente: Elaboraciéon propia.
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Figure 4.4: En la imagen se muestran las funciones propias de Koopman y distribucion
de valores propios para los tres observables considerados en los incisos (a)-(c) [fila supe-
rior], el algoritmo de DMD es dado por gp,p(x) = x = u(§, 1), se tiene los observables
g (1) = [x,|x*x]T v gy(x) = [x,]x[*]T. Tener en cuenta que el observable g;(x) [segunda
imagen de la primera fila (b), segunda imagen de la segunda fila (e)] nos da la mejor aprox-
imacion al espectro de valores propios puramente imaginarios. En el analisis de errores de
la reconstruccién de Koopman de los datos simulados, los tres observables considerados se
comparan con la soluciéon verdadera, el observable correspondiente a la teoria de DMD esta
dado por gp,,p(%x), y produce el error Epyrp, los observables g,(x) y g,(x) producen errores
E, y Es, respectivamente. Fuente: Elaboracion propia.
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4.3 Experimento 3

Primero generamos los datos usando un modelo epidemiolégico SEIR [susceptible-expuesto-
infectado-retirado(individuo recuperado o muerto)| [2} 14}, [I7]. El modelo SEIR es un sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales que describe la dinamica de transicion entre cuatro com-
partimentos: susceptibles S(t) (individuos en riesgo de contraer la enfermedad), expuestos
E(t) (individuos infectados pero atin no que capaces de producir una infeccién), infectados
I(t) (individuos capaces de transmitir la enfermedad), y retirados R(t) (individuos recuper-
ados o muertos).

S(t
E(t
I(t
R(t

= —=pS)I(t)

)
)
(4.2)
) = KE(t) = vI(t)
)

Las personas susceptibles contraen el virus a una tasa de 51(t), siendo /3 la tasa de transmisién
por dia. El periodo de incubacion % determina el tiempo para pasar del compartimento
expuesto al infectado. El periodo de recuperacién % determina el tiempo para progresar
desde el compartimento infectado al recuperado. El nimero basico de reproducciéon Ry = 5
es una estimaciéon importante del crecimiento de la pandemia (COVID-19). R, indica cudntas
infecciones genera en promedio un individuo infectado al inicio de una pandemia, cuando la
mayoria de los individuos son susceptibles. Si Ry < 1, los casos infectados estan disminuyendo
y la propagacion de la enfermedad eventualmente llega a cero.

Para controlar la propagacion de una enfermedad infecciosa, el niimero de reproduccién
puede reducirse mediante intervenciones, como la restriccién de viajes, el confinamiento en
el hogar o el distanciamiento social [56], [20]. Para mitigar la propagacién, es necesario de
reducir Ry y para suprimir la propagacién, ademas de reducir Ry por debajo de uno. Sin
embargo, controlar Ry puede tener un costo social y econémico significativo, lo que resulta
en un problema de optimizacion desafiante para disenar politicas de intervencién. Stewart,
Heusden y Dumont informaron recientemente una discusion en profundidad sobre el control
de retroalimentacion de enfermedades infecciosas en el contexto de COVID-19 (ver [56]).

En este experimento, usamos SDSI y SINDy con el control predictivo de modelos (CPM),
para controlar la propagacién de una enfermedad infecciosa arbitraria mediante el control
directo de la tasa de transmisién 8 = u(t). Usando CPM, podemos definir restricciones sobre
la capacidad maxima de atencion médica y adaptar un objetivo de control considerando el
costo social y el costo econdmico especificando los pesos de la funcién de costo Q, R, v Rau.
El principal desafio de CPM es el desarrollo de un modelo preciso y computacionalmente
eficiente. Para identificar el sistema dindmico no lineal que describe la propagacion de la
enfermedad infecciosa, utilizamos los algoritmos SDSI y SINDy con control, suponiendo que
el sistema dinamico tiene relativamente pocos términos activos. Debido a que estos modelos
son dispersos por construccién, evitan el sobreajuste y son mas eficientes computacionalmente
que muchos otros modelos, por lo que pueden usarse en tiempo real y pueden identificarse a
partir de cantidades relativamente pequenas de datos de entrenamiento, en comparacion con
las redes neuronales. El entrenamiento y la validacion del modelo, junto con el rendimiento
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de los modelos para CPM, se muestran en la figura[4.6, A modo de comparacién, se presentan
CPM basado en SINDy y CPM basado en DMD.

El estado de nuestro sistema es x = [S, F, I, R], y suponemos que podemos controlar la
tasa de transmision [ mediante intervenciones especificas, por lo que la entrada de control
es u(t) = B(t) = Bo — Be(t). Los pardmetros constantes de la verdadera dindmica SEIR se
establecen en 5y = 0.5,7 = 0.2 y Kk = 0.2. Primero, generamos los datos de entrenamiento con
una entrada de control discreta durante 100 dias. La entrada de control es una senal binaria
pseudoaleatoria (PRBS) [40], que es una senal determinista con propiedades similares al ruido
blanco. Esto representa diferentes intervenciones potenciales con el respectivo impacto en la
tasa de transmisién. El cédigo presentado a continuacién genera los datos para la dindmica

SEIR forzada.

% Generacién de los datos
p.b =0.5; p.g =0.2; p.k = 0.2; % betaO, gamma, k
n = 4; % Nimero de estados
x0 = [0.996, 0.002, 0.002]; % Condiciones iniciales
tspan = 0:0.1:100;
u = prbs(tspan); % Funcién de forzamiento PRBS
[t,x]=ode45(@(t,x) SEIR(t,x,u,p),tspan,x0);
% Calculo de las derivadas verdaderas
for i=1:length(x)

dx(i,:) = SEIR(0,x(i,:),u(d),p);
end
%% Modelo SEIR
function dx = SEIR(t,x,u,p)

S=x(1); E=x(2); I =x(3); R =x(4);

dx = [-uxS*I; uxS*xI-p.k*E; p.k*E-p.g*I; p.g*I];
end

Después de recopilar los datos, ejecutamos SDSI o SINDy con el algoritmo de control para
identificar un modelo no lineal disperso. Primero, construimos la biblioteca de funciones can-
didatas ©. Aqui, usamos polinomios hasta el tercer orden. Establecemos el hiperparametro
de esparsificacién en A = 0.1 y ejecutamos el algoritmo SINDy utilizando el enfoque de
minimos cuadrados con truncado secuencial. El cédigo presentado a continuacion ejecuta
SINDy con las funciones poolData y sparsifyDynamics que se presentan en [38], de manera
similar con SDSI ejecutando el cédigo SpSolver.m que se presenta en [64], con la técnica de
minimos cuadrados lineales dispersos.

% Build library and compute sparse regression
Theta = poolData(x,n,3); % Up to 3rd order polynom
lambda = 0.1; % Sparsification hyperparameter

Xi = sparsifyDynamics(Theta,dx,lambda,n); % STLS
Xi2 = SpSolver(Theta,dx,100,tol,le-6,1e-1)
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Calculo de la identificacién dispersa con SINDy:
Elapsed time is 0.080979 seconds.

Calculo de identificacidén dispersa con SpSolver:
Elapsed time is 0.060254 seconds.

Dindmica identificada SDSI

Xi2 =

(33,1) -1.0000
(3,2) -0.2000

(33,2) 1.0000
(3,3) 0.2000

(4,3) -0.2000

(4,4) 0.2000

Dinamica identificada SINDy

Xi =

(33,1) -1.0000
(3,2) -0.2000

(33,2) 1.0000
(3,3) 0.2000

(4,3) -0.2000

(4,4) 0.2000

Sistema dindmico ' Biblioteca de terminos
no lineal Coleccién de Datos ’ candidatos

Sistema Identificado

Sdot’ ‘Edot’ ‘Idot’ ‘Rdot’
0] I 0] I 01 [ 0] Regresién Sparse
0] 0] 0] [ 0]
0) [[=0-207][10-20]] ( 0]
0] C 0.2 [

[ 0 [ 1
[ 0 [ 1]
( ) .20])
[ 0] [[=0.2071][T0.20]]
[ 0 0] [ 0] [ 0]
[ 0 0] [ 0] 0]
. .
H H
H :
[CIooNEmoen ( o ¢ o
H H
H
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Figure 4.5: Esquema del algoritmo SINDy o SDSI con control. Se muestra el proceso para
la identificacion del sistema. Fuente: Elaboracién propia.
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El objetivo del control es minimizar el nimero de individuos infectados con el menor
gasto de control. Ademads, dada la capacidad maxima del sistema de atenciéon médica (por
ejemplo, la cantidad de camas de UCI), definimos una restriccién en la cantidad de personas
infectadas. Aqui, la referencia es r = (0,0, 0,0) y las matrices de peso son Q = diag(0,0, 1,0)
y R, = Ra, = 0.1. La entrada de control se limita a u = [0.15, 0.5], el control se actualiza una
vez por semana y el horizonte de control y predicciéon es m, = m. = 14 dias. La restriccién
sobre el nimero méximo de personas infectadas se establece en el 5% de la poblacién total.

En la figura [4.6] se muestran los resultados de la intervencién de enfermedades infecciosas
del CPM. Usamos SINDy para identificar modelos no lineales y comparar SINDy-CPM con
DMD-CPM lineal. A la izquierda de la figura en el panel a), mostramos la identificacién
(entrenamiento, fondo gris) y prediccién (prueba, fondo blanco) para DMD y SINDy. Las
entradas de control son las mismas PRBS para SINDy y DMD, que se muestran en la parte
inferior. Vemos que el modelo SINDy predice perfectamente la verdadera dinamica SEIR
(solo mostramos la poblacién infecciosa para mayor claridad). El modelo DMD lineal es
inestable, diverge después de 150 dias y tiene un rendimiento predictivo bajo en comparacion

con el modelo SINDy. Por lo tanto, podemos suponer que el modelo DMD funcionara mal
en CPM.

a) Identificacion del sistema SEIR: DMD vs. SINDy b) CPM: DMD vs. SINDy

” 0.3 T @ 0.15
= os mmm \Verdadera dinamica = = Sin control
= 025 ——DMD Z —— DMD-CPM (sin restriccién)
t 5 SINDy t DMD-CPM (con restriccién)
u‘-: 0.2 G—j‘ 0.1 SINDy-CPM (sin restriccién)
=1 B R=] = SINDy-CPM (con restriccién)
= 0.15 E == Restriccion: | < 0.05
g 0l Z00 A e — — — — — — — — — —
‘:é 0.05 ‘::‘J
RS RS

0 0

tiempo, dias tiempo, dias

entrada de control
o

entrada de control
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tiempo, dias tiempo, dias

Figure 4.6: Experimento 3. SINDy-CPM vs. DMD-CPM para el problema de control de
enfermedades infecciosas. Fuente: Elaboracién propia.

En el panel b) de la ﬁgura mostramos el desempeno del SINDy-CPM y lo comparamos
con el DMD-CPM. Ejecutamos ambos métodos con y sin restringir el nimero maximo de in-
dividuos infecciosos (restriccion: I < 0.05, o 5% de la poblacién total). Primero, observamos
que el SINDy-CPM sin la restriccion puede reducir el niimero de casos infecciosos de 11,5% a
7,5%. Después de agregar la restriccion, el SINDy-CPM puede reducir con éxito la cantidad
de casos infecciosos por debajo del 5%. Observamos que el modelo DMD predice el efecto
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de la actuacién: el modelo sugiere que mas intervenciones no reducirian significativamente
el nimero de casos y, por lo tanto, mantiene el control y las intervenciones en un nivel mas
bajo. Para el caso restringido, DMD-CPM puede reducir los casos por debajo del 5%. La
estrategia es mas descoordinada y de mayor costo en comparacion con el SINDy-CPM . Sin
embargo, dada la poca precision predictiva del modelo DMD, el DMD-CPM funciona sor-
prendentemente bien, al menos durante el primer tercio de la propagacion de la enfermedad.
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Figure 4.7: Experimento 3. Comparacion de la dindamica verdadera versus cada uno de
los modelos de identificaciéon, podemos notar que tanto SDSI y SINDy logran una buena
identificacién de la dindmica verdadera, en el caso de SDSI se tiene que el valor del invariante
topoldgico es igual a cero (drk.s(I'r) = 0). Fuente: Elaboracién propia.
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Figure 4.8: Experimento 3. Esquema del marco CPM basado en datos. Uso de DMD lineal,
SDSI y SINDy no lineal disperso el control predictivo. Fuente: Elaboracién propia.
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Figure 4.9: Entrada de control. Fuente: Elaboracién propia.
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Figure 4.10: Costo. Fuente: Elaboracién propia.

Podemos concluir que los modelos DMD pueden ser de gran utilidad, incluso si su
rendimiento predictivo es pobre. Ademads, estos modelos pueden entrenarse con muy pocos
datos. Por lo tanto, pueden ser ttiles en el limite de datos bajos hasta que se recopilen
suficientes datos para identificar modelos SDSI o SINDy precisos para el control. Como se
concluy6 en [33], SINDy-CPM proporciona un control no lineal efectivo y eficiente. En esta
tesis se muestra que SDSI-CPM compite de manera favorable con SINDy-CPM, logrando
resultados eficiente en la identificacién de sistemas, con DMD como un recurso provisional
hasta que se pueda identificar un modelo SDSI o SINDy.

4.4 Experimento 4

En esta seccidn se aplican algunas ideas de Boyd y Vandenberghe [6] sobre dindmica epidémica,
describimos un experimento donde la dinamica de la infeccion y la propagacién de una epi-
demia se pueden modelar utilizando un sistema dindmico lineal. En el experimento presen-
tado en esta seccién una enfermedad se introduce en una poblacién, en cada periodo (digamos,
dfas) contamos la fraccién de la poblacién que se encuentra en cuatro estados diferentes de
infeccién:

e Susceptible. Estos individuos pueden adquirir la enfermedad al dia siguiente.
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e Infectado. Estos individuos tienen la enfermedad.

e Recuperado (e inmune). Estos individuos tenfan la enfermedad y sobrevivieron, y ahora
tienen inmunidad.

e Fallecido. Estas personas tenian la enfermedad y, lamentablemente, murieron a causa
de ella.

El modelo mencionado anteriormente también se le conoce como modelo SIRD (Susceptible,
Infected, Recovered, Deceased). A continuacién se muestra un modelo simple que expresa
como un sistema dinamico lineal de forma matematica predice cémo las fracciones del estado
de una enfermedad evoluciona con el tiempo. El modelo supone que sucede lo siguiente cada
dia.

e El 6% de la poblacién susceptible adquiriré la enfermedad. (El otro 94% seguird siendo
susceptible).

e E1 1% de la poblacién infectada morird a causa de la enfermedad, el 16% se recuperara
y adquirird inmunidad, y el 3% se recuperard y no adquirird inmunidad (y por lo tanto,
se volvera susceptible). El 80% restante seguird infectado.

e Los que se han recuperado con inmunidad y los que han muerto permanecen en esos
estados.

Primero determinamos (x;41)1, la fraccién de individuos susceptibles al dia siguiente. Estos
incluyen las personas susceptibles de hoy, que no se infectaron, que es 0.94(x;);, mas las
personas infectadas de hoy que se recuperaron sin inmunidad, que es 0.03(z;),. Todos juntos
tenemos (x441); = 0.94(x;); + 0.03(z4)o. También se tiene (z441)2 = 0.80(z)2 + 0.06(xy)1;
el primer término cuenta los que estan infectados y permanecen infectados, y el segundo
término cuenta los que son susceptibles y adquieren la enfermedad. Argumentos similares
dan (z¢41)s = (24)3 + 0.16(z¢)2, ¥ (441)a = (x4)s + 0.01(z¢)2. Al juntar lo antes mencionado
se tiene

094 0.03 0 O
~10.06 0.80 0 O
=0 016 1 0|
0 001 0 1
el cual es un sistema dindmico lineal invariante en el tiempo y de la forma z,,, = Az,.

Se muestra algunas partes del cédigo desarrollado en GNU Octave para este experimento
numérico con técnicas computacionales utilizadas en [63] y [64].

Tl ToToloto o oo ToToTodototote DATOS Yoot oe oo o ool Too o oo otote

A=1.94 .0300;.06 .80 0 0;0 .16 1 0;0 .01 0 1];
X=[1 00 0]7;

for k=1:300, X(:,k+1)=A*X(:,k);end

X0 = X(:,1:(end-1));
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X1 = X(:,2:end);
Tototototo oo tototo o fototototote SDST Yo Totetototoolo ot oletototooleteto

Ar1=SpSolver(X0.’,X1.’,10,1e-6).";
norm(Ar1*X0-X1, ’fro’)

Yot fololoToToToToToToToTo ot SINDY  %oiheoihooto oo oo ToToToTo oo

Ar2=SINDy(X0.’,X1.’,10,1e-6).7;
norm(Ar2*xX0-X1, ’fro’)

Tl T Tl lolotototodoeh Optimizacion regular %hhlhllelslslshhlhlalolotsdstsshlle

phi =@(x)norm(X1-reshape (x,4,4)*X0,’fro’)"2;

g=0(x) [sum(x(1:4))-1;sum(x(5:8))-1;sum(x(9:12))-1;sum(x(13:16))-1;...
...x([3:4 9:10 12 13:15])];

A0 = full(sprand(16,1,.6));

[y, OBJ, INFO, ITER, NF, LAMBDA] = sqp (AO, phi, g, [1, 0, [1, 200, le-4);
Ar3=reshape (y,4,4);

norm(Ar3*X0-X1, ’fro’)

En el cédigo anterior se utiliza la programacién cuadratica secuencial (SQP), que es
un método iterativo para la optimizacion no lineal restringida. Los métodos SQP se usan
en problemas matematicos en los que la funcién objetivo y las restricciones son dos veces
diferenciables continuamente.

Los métodos SQP resuelven una secuencia de subproblemas de optimizacién, cada uno
de los cuales optimiza un modelo cuadratico del objetivo sujeto a una linealizacién de las
restricciones. Si el problema no tiene restricciones, entonces el método se reduce al método de
Newton para encontrar un punto donde el gradiente del objetivo desaparece. Si el problema
solo tiene restricciones de igualdad, entonces el método es equivalente a aplicar el método de
Newton a las condiciones de optimalidad de primer orden, o condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker, del problema.

La figura de la dindmica epidémica verdadera [primera imagen|, muestra la evolucién
de los cuatro grupos desde la condicién inicial xy = (1,0,0,0). La simulacién muestra que
después de alrededor de 100 dias, el estado converge a uno con un poco menos del 10% de la
poblacién fallecida y el resto de la poblaciéon inmune.
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Figure 4.11: Experimento 4. Identificaciéon del modelo SIRD mediante SINDy, SDSI y opti-
mizacién regular. Fuente: Elaboracién propia.

Calculo del modelo SDSI
Error de aproximacién SDSI:
ans = 1.8696e-15

Calculo del modelo SINDy
Error de aproximacién SINDy:
ans = 2.6835e-15

Calculo del modelo de optimizacién regular
Error de aproximacidén regular:
ans = 0.0000025875
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Figure 4.12: Experimento 4. Modelo SIRD, errores de aproximacion. Fuente: Elaboracién
propia.

Podemos notar que el método propuesto en este experimento de optimizacién regular logra
capturar de buena manera cierta caracteristica del modelo tal como se muestra a continuacion
con los valores propios

eig(A)
ans =

1.00000
1.00000
0.95185
0.78815

>> eig(Arl)
ans =

0.00000
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1.00000
0.78815
0.95185

>> eig(Ar2)
ans =

7.8815e-01
9.5185e-01
1.0000e+00
5.5611e-17

>> eig(Ar3)
ans =

0.78815
0.95185
1.00000
1.00000

Los resultados mostrados en este capitulo nos permiten concluir que los modelos utilizados
en los distintos experimentos pueden entrenarse con muy pocos datos. Por lo tanto, pueden
ser ttiles en el limite de datos bajos hasta que se recopilen suficientes datos para identificar
modelos SDSI y SINDy preciso para el control. SDSI-CPM y SINDy-CPM proporciona un
control no lineal efectivo y eficiente, con DMD como un recurso provisional hasta que se pueda
identificar modelos SDSI y SINDy. En el siguiente capitulo se presenta las conclusiones mas
relevantes realizadas de este trabajo para la identificacion dispersa de sistemas lineales y no

lineales mediante los métodos SDSI y SINDy.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos futuros

5.1 Conclusiones
En esta seccion se presentan las conclusiones més relevantes de este trabajo.

e La recopilacion de métodos del capitulo |3| en forma tedrica y de algoritmos, como lo
descrito en el capitulo 4] en forma de experimentos y resultados computacionales, se
pueden utilizar de manera efectiva para la identificacién dispersa de modelos dinamicos
epidemioldgicos que se pueden usar para calcular simulaciones numéricas predictivas
basadas en datos.

e Se mostré como SINDy o SDSI con control se pueden combinar con CPM para el
control de enfermedades infecciosas. También es interesante comparar DMD-CPM y
SINDy-CPM con CPM basado en una red neuronal. Las redes neuronales requieren sig-
nificativamente mas datos de entrenamiento y tienen un mayor tiempo de ejecucién en
comparacion con DMD, SINDy y SDSI. Sin embargo, proporcionan una representacion
maés flexible de la dindmica cuando la estructura del modelo varia en el espacio de
estado [33].

e Como se mostr6 en el capitulo [ SDSI-CPM tiene un potencial significativo para el
control de sistemas no lineales. Ademas, los rdapidos tiempos de entrenamiento y eje-
cucion indican que SDSI puede ser til para la identificacién rapida de modelos en
respuesta a cambios abruptos en el modelo, y esto justifica una mayor investigacion.
La capacidad de identificar modelos precisos y eficientes con pequenas cantidades de
datos de entrenamiento puede ser un facilitador clave de la recuperacion de datos en
escenarios de tiempo critico, como cambios de modelo que conducen a la inestabilidad.

5.2 Trabajos futuros

Como consecuencia del teorema [3.7, es posible abordar los problemas de identificacion de
sistemas como problemas de completacion de matrices aproximadas a través de la aproxi-
macién de matrices de bajo rango, las conexiones correspondientes con la aproximacién de
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matrices de bajo rango local en el sentido de [39] se consideran como direcciones futuras de
este trabajo.

Como observé Koch en [35], al aplicar técnicas de identificacién de sistemas dispersos
como las presentadas en este trabajo, llegar a un modelo de alta calidad estard fuertemente
relacionado con la eleccion de funciones en la biblioteca del método, lo que puede requerir
conocimiento experto o ajuste, y esta consideracion se alinea perfectamente con la filosofia
detras del desarrollo de la tecnologia de identificacién de sistema presentada como parte de
los resultados presentados en este trabajo.

Las implementaciones computacionales de los solucionadores dispersos y los algoritmos
de identificacién presentados en este trabajo para el cdlculo de modelos de senales dispersos
y compresiones de senales, usando submatrices dispersas rectangulares de matrices wavelet,
también presentan posibles trabajos futuros. Las conexiones de los resultados en la seccion
con la solucién de problemas relacionados con la controlabilidad y que se pueden realizar
sistemas de estado finito en informacion clasica, cuantica y teoria de autématas en el sentido
de [8, 9, [7, B], se identifican como posibles lineas de exploracién.

Se explorardan mas aplicaciones de esquemas de identificacion de modelos de senales dis-
persas para automatizacion industrial y tecnologias de modelado de informacién en constru-
cciones.
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