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Resumen

Los modelos autorregresivos vectoriales (VAR) han demostrado ser eficientes para capturar las

relaciones dinámicas de las series de tiempo multivariadas. Los modelos de volatilidad estocástica

multivariada (MSV) muestran ser útiles para modelar la varianza cuando cambia en el tiempo.

Por lo anterior, en esta tesis se propone la integración de un modelo VAR con un modelo MSV con

efecto de apalancamiento cruzado (VAR-MSV). La escogencia del VAR más adecuado se lleva a

cabo por medio del Criterio de Información de Desviación (DIC). El modelo es validado mediante

un ejemplo simulado y con datos reales bivariados, se hizo una aplicación para los precios de Apple

y Microsoft y se interpretaron los resultados. Para estimar los parámetros se usan métodos de

Monte Carlo vía Cadenas de Markov (MCMC). Los resultados indican que el modelo VAR-MSV

captura las relaciones dinámicas así como la varianza cambiando en el tiempo de manera eficaz.

Palabras clave: Volatilidad Estocástica, Apalancamiento Cruzado, VAR-MSV, Mues-

treador Multimovimiento.



Abstract

Vector autoregressive (VAR) models have proven to be efficient in capturing the dynamic rela-

tionships of multivariate time series. Multivariate Stochastic Volatility (MSV) models are shown

to be useful for modeling variance as it changes over time. Therefore, in this thesis the integration

of a VAR model with a MSV model with cross-leverage effect (VAR-MSV) is proposed. The choice

of the most appropriate VAR is carried out through the Deviation Information Criterion (DIC).

The model is validated by means of a simulated example and with real bivariate data, an applica-

tion was made for the prices of Apple and Microsoft and the results were interpreted. To estimate

the parameters, Monte Carlo methods via Markov Chains (MCMC) are used. The results indicate

that the VAR-MSV model captures the dynamic relationships as well as the variance changing

over time effectively.

Keywords: Stochastic Volatility, Cross Leverage, VAR-MSV, Multi-Move Sampler.
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Capítulo 1

Introducción

En el área de las finanzas es de interés los precios de los activos, cómo varían en el tiempo y el riesgo

asociado con esa variación, J.-C. Duan et al. [35] comentan: "hay muchos factores que motivan

el estudio de datos financieros. Los inversores, especuladores y operadores buscan una ventaja

sobre otros en la negociación de los activos financieros. Los académicos a menudo encuentran un

motivo diferente para estudiar datos financieros solo por los desafíos de desarrollar modelos para

los movimientos de precios. Finalmente, los reguladores gubernamentales y otros están motivados

por el interés de mantener un mercado justo y ordenado. Con más y más jubilados que dependen

de las inversiones del capital para su sustento, se vuelve muy importante comprender y controlar el

riesgo en las carteras de acciones corporativas. El estudio de las características de una corporación

y su relación con el estado financiero actual y futuro de la cooperación es un tema importante en

el campo de las finanzas".

En el subcampo de las finanzas conocido como "matemáticas financieras", un objetivo principal

es desarrollar y estudiar modelos del movimiento de precios de mercado de los activos financieros

básicos. El propósito de estos modelos no es predecir precios futuros; más bien, el propósito es

proporcionar una descripción del comportamiento estocástico de los precios. Para lograr describir

este comportamiento, usualmente, en lugar del precio en sí, se considera el cambio relativo en el

precio, es decir, la tasa de los retornos, durante un intervalo de tiempo. La tasa de los retornos

tiene un fuerte componente estocástico, en su forma más simple es solo la diferencia de precio entre

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

dos puntos de tiempo dividida por el precio en el primer punto de tiempo, pero más a menudo

es la diferencia en el logaritmo del precio. Los retornos dependen de la duración del intervalo de

tiempo, por lo que se puede hablar de retornos "semanales", retornos "diarios", etc.

Para entender mejor los retornos de activos. Sea Pt el precio de un activo en el índice de tiempo

t, y supongamos que el activo no paga dividendos (al pagar dividendos los retornos se modelan

diferente). Existen muchas definiciones de retornos de activos de las cuales dos se mencionarán en

este texto. Más definiciones de retornos de activos se pueden encontrar en Campbell et al. [16].

La primera es la de retornos simples o retornos simples netos en un período de tiempo que se define

de la siguiente manera

Rt “
Pt ´ Pt´1

Pt´1

(1.1)

donde 1`Rt “
Pt

Pt´1

es el retorno bruto simple, en el que el activo se mantiene durante un período

desde el tiempo t ´ 1 al tiempo t.

De esta definición se desprende la idea de retorno bruto simple de h períodos, que es cuando el

activo se mantiene entre los tiempos t ´ h y t. EL retorno bruto simple de h períodos es dado por

1 ` Rtphq “ p1 ` Rtqp1 ` Rt´1q . . . p1 ` Rt´h`1q “
Pt

Pt´h

. (1.2)

De esta manera, el retorno bruto simple de h períodos es solo el producto de los h retornos brutos

simples involucrados de un período. La ecuación (1.2) es llamada retornos de períodos múltiples o

retornos compuestos.

El retorno neto simple del período h es

Rtphq “
Pt ´ Pt´h

Pt´h

. (1.3)

Una segunda definición es la de retornos continuamente compuestos, en el que se calcula el loga-

ritmo natural del retorno bruto simple de un activo y se escribe de la siguiente manera

rt “ lnp1 ` Rtq “ ln

ˆ

Pt

Pt´1

˙

“ pt ´ pt´1, pt “ lnpPtq. (1.4)

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

La ventaja de los retornos continuamente compuestos es cuando se considera los retornos de pe-

ríodos múltiples

rtphq “ lnp1 ` Rtphqq “

h
ÿ

i“1

lnp1 ` Rt´i`1q “

h
ÿ

i“1

rt´i`1 (1.5)

y por tanto, los retornos de períodos múltiples es simplemente la suma de los retornos de un sólo

período compuesto continuamente.

Otra ventaja es que el modelado del comportamiento estadístico de los retornos compuestos con-

tinuamente de los activos a lo largo del tiempo, es mucho más fácil para derivar las propiedades

de las series de tiempo.

Los retornos compuestos continuamente se conocen también como retornos logarítmicos. Cuando

existe una relación lineal entre un retorno logarítmico en el tiempo t y la información disponible

antes del tiempo t el análisis de series de tiempo lineales proporciona un marco natural para

estudiar la estructura dinámica de dichas series.

La teoría de series de tiempo lineal incluye estacionaridad, dependencia dinámica, función de

autocorrelación, modelado y pronóstico. Los modelos más sencillos de series de tiempo lineal son

los autorregresivos (AR), media móvil (MA), media móvil autorregresivo (ARMA), que combina

las ideas de los modelos AR y MA en una forma compacta para que el número de parámetros se

mantenga pequeño, y el autorregresivo integrado media móvil (ARIMA), en el que la tendencia y

la estacionalidad son eliminadas mediante la diferenciación al comienzo del análisis.

En el caso de múltiples retornos logarítmicos el análisis de series de tiempo multivariado es apro-

piado para entender la relación dinámica entre los retornos. El modelo autorregresivo vectorial

(VAR) es útil para modelar los múltiples retornos. Para una comprensión más detallada de los

modelos AR, MA, ARMA, ARIMA y VAR ver Campbell et al. [16], Tsay [100], Lütkepohl [65],

Brandt y Williams [14].

La variabilidad de los retornos logarítmicos es una de las cantidades más importantes en los estudios

financieros. La desviación estándar de los retornos logarítmicos es una medida de esta variabilidad

y se conoce como "volatilidad". La volatilidad no es directamente observable y no es constante en el

tiempo. Otras características de la volatilidad es que puede ser alta para ciertos períodos de tiempo

3
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y baja para otros períodos, estos períodos de alta y baja volatilidad se conocen como cluster de

volatilidad. Como se menciona anteriormente la volatilidad evoluciona con el tiempo de manera

continua por lo que los saltos de volatilidad son raros. Los saltos son retornos extremadamente

grandes, tanto positivos como negativos.

La volatilidad no diverge hasta el infinito, es decir, la volatilidad varía dentro de un rango fijo.

Hablando estadísticamente, esto significa que la volatilidad suele ser estacionaria. También, la

volatilidad parece reaccionar de manera diferente a un gran aumento de precios o una gran caída

de precios, lo que se conoce como efecto de apalancamiento. Este efecto para una empresa en

particular dice que un shock negativo (un retorno por debajo de su valor esperado) implica que la

empresa está más apalancada, es decir, tiene una relación más alta entre la deuda y el valor de las

acciones y, por lo tanto, es más riesgosa, por lo que la volatilidad debería aumentar.

Para medir la volatilidad muchos modelos han sido propuestos. Los modelos de retornos de un

solo activo se conocen como modelos de volatilidad univariados. Algunos modelos de volatilidad

univariados más conocidos son los modelos heterocedástico condicional autoregresivo (ARCH)

introducido por Engle [38] y los modelos heterocedástico condicional autoregresivo generalizado

(GARCH) introducidos por Bollerslev [12]. Variaciones de los modelos tipo ARCH y GARCH

así como propiedades y estructuras subyacentes se pueden encontrar en Gouriéoux [48], Francq y

Zakoian [42] respectivamente.

Un enfoque diferente es propuesto por French et al. [43] en el que se usan datos de alta frecuencia

(por ejemplo, retornos intradiarios de 10 minutos ) para calcular la volatilidad de retornos de

baja frecuencia (por ejemplo, retornos diarios). Gracias a la amplia disponibilidad de bases de

datos este enfoque ha sido de gran interés en los últimos años y es conocido como volatilidad

realizada (VR). Una explicación más detallada sobre la volatilidad realizada se puede encontrar

en Anderson et al. [4] y Anderson et al. [3]. Otra clase de modelos univariados son los modelos

de volatilidad estocástica (SV) en los que se postula que la volatilidad es impulsada por su propio

proceso estocástico. Para un mejor entendimiento sobre los modelos de volatilidad estocástica ver

Taylor [95].

Los modelos de múltiples retornos de activos se conocen como modelos de volatilidad multivariados

y deben tomar en cuenta la correlación entre los retornos. Las volatilidades multivariadas tienen

4
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muchas aplicaciones financieras importantes, por ejemplo, desempeñan un papel importante en

la selección de carteras y la asignación de activos y se pueden utilizar para calcular el valor en

riesgo de una posición financiera que consta de múltiples activos. Muchos autores han generalizado

los modelos de volatilidad univariado al caso multivariado, entre ellos están los modelos GARCH

multivariados, ver por ejemplo Bauwens et al. [9].

Los modelos de covarianza realizada en el que la información adicional en los datos de alta frecuen-

cia, también se pueden explotar cuando se observa la covarianza, la correlación y las regresiones

simples. Algunas referencias sobre los modelos de covarianza realizada son Anderson et al. [4], An-

derson et al. [3], Barndorff-Nielsen y Shepard [7]. Los modelos SV también han sido generalizados

al caso multivariado (MSV). Se pueden encontrar más especificaciones de los modelos MSV en

Asai et al. [6], Yu y Meyer [104].

Al integrar los modelos VAR con los modelos MSV se obtiene un tipo de modelo diferente lla-

mado modelos autorregresivos vectoriales con volatilidad estocástica multivariados (VAR-MSV).

La volatilidad estocástica en los modelos VAR-MSV está destinada a capturar la posible hete-

roscedasticidad de los choques y no linealidades en las relaciones simultáneas entre las variables

del modelo. Para una compresión más detallada de los modelos VAR-MSV ver Primiceri [78] y

Triantafyllopoulos [99].

En este trabajo se propone integrar un modelo VAR con un modelo MSV con efecto de apa-

lancamiento cruzado. Para estimar los parámetros se usan métodos de Monte Carlo vía Cadenas

de Markov (MCMC). El modelo propuesto se aplica a series bivariadas financieras compuesto de

precios de Apple y de Microsoft.

En el capítulo 2 se hablará sobre los procesos autorregresivos vectoriales (VAR) , algunas de sus

propiedades, métodos de estimación, selección del orden y comprobación de modelo adecuado.

En el capítulo 3 se exponen algunos modelos de volatilidad estocástica multivariados métodos de

estimación y comprobación de modelo adecuado . En el capítulo 4 se presenta la integración de un

modelo VAR con un modelo de volatilidad estocástica multivariado (MSV), se explicaran algunas

de sus propiedades y se expondrán algunos ejemplos para su mayor comprensión. En el capítulo 5

se exponen las conclusiones.

5



Capítulo 2

Procesos Autorregresivos Vectoriales

Estables

En una serie de artículos el macroeconomista Christopher A. Sims [86–89] propuso el uso de los

modelos autorregresivos vectoriales (VAR), para modelar la dinámica y las relaciones causales entre

un conjunto de variables macroeconómicas. Desde entonces los modelos VAR han demostrado ser

especialmente útiles para describir el comportamiento dinámico de series temporales económicas

y financieras y para realizar pronósticos.

Los modelos VAR se utilizan para la inferencia estructural y análisis de políticas. Su configuración

es tal que los valores actuales de un conjunto de variables se explican en parte por los valores

pasados de las variables involucradas, esto se debe a que a menudo el valor de una variable no solo

está relacionada con sus predecesores en el tiempo, sino que, además depende de valores pasados

de otras variables. En los modelos VAR para cada variable endógena en el sistema de ecuaciones,

se construye una ecuación que hace que estas variables dependan de sus propios valores pasados

y los valores pasados de todas las demás variables endógenas. Normalmente, esto se hará con el

mismo número de retrasos o valores pasados de cada variable en cada ecuación.

Los modelos VAR se pueden configurar de tres maneras: Forma reducida, recursiva y estructural.

i) Un VAR en su forma reducida expresa cada variable como función lineal de sus propios valores

6
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pasados, los valores pasados de todas las demás variables y un término de error serialmente

no correlacionado.

ii) Un VAR recursivo construye los términos de error en cada ecuación para que no estén corre-

lacionados con el error en las ecuaciones anteriores. Esto se hace incluyendo juiciosamente

algunos valores contemporáneos como regresores.

ii) Un VAR estructural utiliza la teoría económica para clasificar los vínculos contemporáneos

entre las variables.

El resto de este capítulo está organizado de la siguiente manera. En la sección 2.1 se presentan

algunas suposiciones y propiedades de los modelos VAR. En la sección 2.2 se presentan algunos

métodos de estimación. En la sección 2.3 se presentan métodos para seleccionar el orden VAR. 2.4

se exponen algunos métodos para verificación del modelo adecuado.

2.1. Propiedades y suposiciones de los modelos VAR

El modelo VAR pkq puede ser escrito de la siguiente manera

yt “ v ` A1yt´1 ` . . . ` Akyt´k ` εt , t “ 0,˘1,˘2, . . . (2.1)

donde yt “ py1t, . . . , yptq
T es un vector aleatorio de dimensión p ˆ 1, los Ai son matrices de coefi-

cientes fijas de dimensión p ˆ p, v “ pv1, . . . , vpqT es un vector fijo de los términos de intercepción

de dimensión p ˆ 1, y εt “ pε1t, . . . , εptq
T es un proceso de ruido blanco de dimensión p ˆ 1, donde

Epεtq “ 0, Epεt ε
T
t q “ Σε y Epεt ε

T
s q “ 0 para s ‰ t. En este capítulo supondremos que la matriz

de covarianza Σε es no singular.

A manera de ejemplo, supongamos el caso donde p “ 2 y k “ 1, en este caso tenemos un modelo

VAR p1q el cual se puede escribir de la siguiente manera.

$

’

&

’

%

y1t “ v1 ` A1
11y1,t´1 ` A1

12y2,t´1 ` ε1t

y2t “ v2 ` A1
21y1,t´1 ` A1

22y2,t´1 ` ε2t

(2.2)

7
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donde vi es el i-ésimo elemento de v y A1
ij es el pi, jq-ésimo elemento de A1. En la ecuación (1.2)

A1
12 denota la dependencia lineal de y1t en y2,t´1 en la presencia de y1,t´1. Por lo que A1

12 es el

efecto condicional de y2,t´1 en y1t dado y1,t´1. Si A1
12 “ 0, entonces y1t no depende de y2,t´1, y el

modelo muestra que y1t únicamente depende de su propio pasado.

Consideremos las dos ecuaciones conjuntamente. Si A1
12 “ 0 y A1

21 ‰ 0 entonces hay una relación

unidireccional de y1t a y2t. Si A1
12 “ A1

21 “ 0 entonces y1t y y2t están desacoplados. Si A1
12 ‰ 0

y A1
21 ‰ 0, entonces hay una relación de retroalimentación entre las dos series. Por lo tanto, los

coeficientes de la matriz A1 miden la dependencia dinámica de yt. La relación concurrente entre y1t

y y2t es mostrada por el elemento σ12 de Σε. Si σ12 “ 0, entonces no hay relación lineal concurrente

entre los dos componentes de la serie.

Suponiendo p ą 0 y k “ 1 en la ecuación (2.1) entonces el modelo resultante es de la siguiente

manera

yt “ v ` A1yt´1 ` εt. (2.3)

Haciendo algunos cálculos recursivos comenzando en t “ 1 en la ecuación (2.3) obtenemos la

siguiente expresión

yt “ pIp ` A1 ` . . . ` At´1
1 qv ` At

1y0 `

t´1
ÿ

i“0

Ai
1εt´i. (2.4)

La ecuación (2.4) muestra que cualquiera de los vectores y1, . . . , yt pueden ser determinados úni-

camente por y0, ε1, . . . , εt. También la distribución conjunta de y1, . . . , yt es determinada por la

distribución conjunta de y0, ε1, . . . , εt.

El modelo VAR pkq de la ecuación (2.1) puede ser escrito de diferentes formas (ver por ejemplo

Canova [17]; Kadiyala y Karlsson [58] ). En este capítulo lo escribiremos por conveniencia en su

forma VAR p1q de la siguiente manera

ytytyt “ vvv `AAAyt´1yt´1yt´1 ` εεεt (2.5)

8
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donde

AAA “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

A1 A2 . . . Ak´1 Ak

Ip 0 . . . 0 0

0 Ip . . . 0 0
... . . . ...

...

0 0 . . . Ip 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, de dimensión pk ˆ pk

ytytyt “
“

yTt , y
T
t´1, . . . , y

T
t´k`1

‰T
, de dimensión pk ˆ 1

vvv “rvT , 0, . . . , 0s
T , de dimensión pk ˆ 1

εεεt “
“

εTt , 0, . . . , 0
‰T

, de dimensión pk ˆ 1

La ecuación (2.5) la podemos escribir de la siguiente manera

ytytyt “ pIpk `AAA ` . . . `AAAt´1
qvvv `AAAty0y0y0 `

t´1
ÿ

i“0

AAAi εεεt´i. (2.6)

Si además se supone que el proceso ha comenzado en el pasado infinito y todos los autovalores de

AAA son menores que 1, se puede demostrar (ver, Lutkepohl [65]) que la ecuación (2.6) es un proceso

bien definido y se puede escribir de la siguiente manera

ytytyt “µµµ `

8
ÿ

i“0

AAAi εεεt´i , t “ 0,˘1,˘2, . . . (2.7)

donde

Epytytytq “µµµ “ pIpk ´AAAq
´1vvv (2.8)

es el vector media y las autocovarianzas son

Γyyyphq “

8
ÿ

i“0

AAAh`i ΣεεεpAAA
i
q
T , (2.9)

Σεεε “EpεεεεεεTt q.

9
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Cuando todos los autovalores de AAA son menores que 1 se dice que ytytyt es estable. La condición de

estabilidad es equivalente a

detpIpk ´AAAzq ‰0, para |z| ď 1 . (2.10)

Para obtener el proceso yt se define la matriz J “ rIp : 0 : . . . : 0s de dimensión p ˆ pk tal que

yt “ J ytytyt. Además, como el proceso estocástico ytytyt es bien definido, entonces el proceso yt es bien

definido. El vector medio y las autocovarianzas son de la siguiente manera

Epytq “J µµµ, Γyphq “ J Γyyyphq JT .

Un método más formal pero equivalente de comprobar que yt es estable es de la siguiente manera

detpIp ´ A1z ´ . . . ´ Akz
k
q ‰ 0, para |z| ď 1 . (2.11)

Por lo cual, se puede decir que yt es un proceso VAR pkq estable si las condiciones de la ecuación

(2.11) se mantienen y

yt “ J ytytyt “ Jµµµ ` J
8
ÿ

i“0

AAAi εεεt´i. (2.12)

Por la ecuación (2.12) se puede notar que el proceso yt puede ser determinado por el proceso

de ruido blanco εεεt “ pεTt , 0, . . . , 0qT por lo que a menudo, se hacen suposiciones específicas con

respecto a εt. Por ejemplo, si se supone que εt es un ruido blanco gaussiano, esto es, εt „ Np0,Σεq

para todo t, εt y εs son independientes para s ‰ t, entonces yt es un proceso gaussiano.

El proceso de la ecuación (2.7) es conocida como media móvil (MA) donde ytytyt es expresado en

términos de vectores de errores pasados y presentes εεεt y el término medio µµµ. La representación MA

de yt es de la siguiente forma

yt “ J ytytyt “J µµµ `

8
ÿ

i“0

J AAAi JT J εt´iεt´iεt´i (2.13)

“µ `

8
ÿ

i“0

Φi εt´i.

10
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donde µ “ J µµµ, Φi “ J AAAi JT y Φ0 “ Ip. Esto es posible debido a que el proceso de ruido blanco εεεt

tiene las siguientes propiedades

εt “JTJεεεt y Jεεεt “ εt.

La media y autocovarianza del proceso yt de la ecuación (2.13) es de la siguiente manera

Epytq “µ, (2.14)

Γyphq “

8
ÿ

i“0

Φh`i Σε Φ
T
i . (2.15)

Un método para encontrar las matrices Φi está en Lutkepohl [65].

Una propiedad importante de un proceso estocástico es la de estacionariedad en el que el primer

y segundo momento son invariantes en el tiempo. En otras palabras un proceso estocástico yt es

estacionario si

Epytq “ µ, @t. (2.16)

y

Erpyt ´ µqpyt´h ´ µq
T

s “ Γyphq “ Γyp´hq
T , @t y h “ 0, 1, . . . (2.17)

De las ecuaciones (2.14)-(2.15) se puede ver que un proceso VAR pkq estable es estacionario.

Ajustando el proceso (2.1) a la forma ajustada a la media y multiplicando posteriormente ambos

lados de la ecuación por el término pyt´h ´ µq y tomando la esperanza se obtienen las ecuaciones

Yule-Walker que pueden ser utilizadas para calcular las autocovarianzas de manera recursiva y

así evitar las sumas infinitas de las ecuaciones (2.9) y (2.15). Siempre que A1, . . . , Ak y Γypk ´

1q, . . . ,Γyp0q sean conocidas

Γyphq “

$

’

&

’

%

A1Γyph ´ 1q ` . . . ` AkΓyph ´ kq, h ą 0

A1Γyp1qT ` . . . ` AkΓypkqT ` Σε, h “ 0.

(2.18)
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Las ecuaciones de Yule-Walker del proceso (2.5) son de la siguiente manera

Γyyyphq “

$

’

&

’

%

AAAΓyyyph ´ 1q, h ą 0

AAAΓyyyp0qAAAT ` Σεεε, h “ 0.

(2.19)

De la ecuación (2.19) se pueden obtener las matrices de autocovarianza iniciales

vecpΓyyyp0qq “pIppkq2 ´AAA bAAAq
´1 vecpΣεεεqΓyyyp0q

“

»

—

—

—

–

γ11p0q . . . γ1pp0q

... . . . ...

γp1p0q . . . γppp0q

fi

ffi

ffi

ffi

fl

donde el operador vec apila las columnas de una matriz en un solo vector. Mientras que b denota

el producto de Kronecker.

Debido a que las autocovarianzas suelen ser medidas variantes de escala de las dependencias lineales

entre las variables del sistema, suele ser más conveniente usar las autocorrelaciones que se pueden

escribir de la siguiente manera

Ryphq “ D´1 ΓyphqD´1 (2.20)

donde D “ diag p
a

γ11p0q, . . . ,
a

γppp0qq.

2.2. Métodos de Estimación

Existen muchos métodos para estimar los parámetros del modelo VARpkq de la ecuación (2.1) de

los cuales se presentan algunos en esta sección.

Suponiendo que los vectores de series de tiempo y1, . . . , yn son conocidos, esto es, se tiene una

12
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muestra de tamaño n. Además, k valores pre-muestrales y´k`1, . . . , y0 están disponibles. Se define

Y “py1, . . . , ynq de dimensión p ˆ n

B “pv, A1, . . . , Akq de dimensión p ˆ ppk ` 1q

Zt “r1 yTt . . . yTt´p`1s
T de dimensión ppk ` 1q ˆ 1

Z “pZ0, . . . , Zn´1q
T de dimensión ppk ` 1q ˆ n

ε “pε1, . . . , εnq de dimensión p ˆ n

yyy “vec pY q de dimensión pn ˆ 1

βββ “vec pBq de dimensión pp2k ` pq ˆ 1

bbb “vec pBT
q de dimensión pp2k ` pq ˆ 1

εεε “vec pεq de dimensión pn ˆ 1

Usando esta notación, el modelo VAR pkq de la ecuación (2.1) puede ser escrito de las siguientes

maneras

Y “ BZ ` ε, (2.21)

yyy “
`

ZT
b Ip

˘

βββ ` εεε. (2.22)

2.2.1. Método de mínimos cuadrados multivariado

El estimador de mínimos cuadrados multivariados (GLS) se puede escribir de las siguientes maneras

β̂ββ “
“`

ZZT
˘

Z b Ip
‰

yyy, (2.23)

pB “ Y ZT
`

ZZT
˘´1

, (2.24)

b̂bb “

”

Ip b
`

ZZT
˘´1

Z
ı

vec pY T
q. (2.25)
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Mann y Wald [66] demostraron que si yt es un proceso VAR pkq estable y estacionario, y bajo

condiciones deseables para εt entonces

Γ “ p ĺım
1

n
ZZT existe y es no singular (2.26)

1
?
n

n
ÿ

t“1

vec
`

εtZ
T
t´1

˘

“
1

?
n

vec
`

εZT
˘

“
1

?
n

pZ b Ikqεεε
d

ÝÝÝÑ
nÑ8

Np0,Γ b Σεq. (2.27)

La ecuación (2.26) significa que la matriz 1
n
ZZT cuando n Ñ 8 converge en probabilidad a

la matriz no singular Γ. La ecuación (2.27) significa que cuando n Ñ 8 la secuencia de variables

aleatorias converge en distribución a una distribución normal con media cero y matriz de covarianza

Γ b Σε.

Una condición suficiente para que el proceso εt tenga las condiciones deseables para que (2.26)-

(2.27) se mantengan es que εt es un vector aleatorio continuo satisfaciendo que Epεtq “ 0,

Σε “ Epεtε
T
t q es no singular, εs y εt son independientes para s ‰ t y para alguna constante finita c

E|εit εjt εkt εmt| ď c para i, j, k,m “ 1, . . . , p y para todo t .

Esta condición es llamada ruido blanco estándar.

Además, se puede demostrar (ver, Fuller [44] ) que si yt es un proceso VAR pkq estable con εt

siendo un ruido blanco estándar, entonces (2.26)-(2.27) se mantienen.

Una propiedad importante del estimador GLS cuando yt es un proceso VAR pkq estable como en

(2.1) con los vectores εt siendon ruidos blancos estándar es

p ĺım B̂ “B, (2.28)
?
npβ̂ββ ´ βββq “

?
n vecpB̂ ´ Bq

d
ÝÑ Np0,Γ´1

b Σεq, (2.29)
?
npb̂bb ´ bbbq “

?
n vecpB̂T

´ BT
q

d
ÝÑ Np0,Σε b Γ´1

q. (2.30)
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Estimadores consistentes para Σε y Γ se pueden escribir de la siguiente manera

Σ̂ε “
1

n
pY ´ B̂ZqpY ´ B̂Zq

T , (2.31)

Γ̂ “
1

n
ZZT . (2.32)

Una demostración de (2.28)-(2.30) se puede encontrar en Lütkepohl [65] y en Tsay [100].

2.2.2. Método de máxima verosimilitud

Para este método se supone que la distribución del proceso es conocida. Suponiendo que εt es

Gaussiano entonces

εεε „Npnp0, In b Σεq, (2.33)

fεεεpεεεq “
1

p2πqpn{2

1

|In b Σε|
´1{2

exp

ˆ

´
1

2
εεεT

`

In b Σ´1
ε

˘

εεε

˙

. (2.34)

Ajustando el proceso (2.1) a la forma ajustada a la media y asumiendo que v “ 0 se puede escribir

εεε de la siguiente manera

εεε “yyy ´ µµµ˚
´ pXT

b Ipqααα, (2.35)

donde

µµµ˚
“pµT , . . . , µT

q
T de dimensión pn ˆ 1 ,

ααα “vecpA1, . . . , Akq de dimensión p2k ˆ 1 ,

X “py00, . . . , y
0
n´1q de dimensión pk ˆ n ,

y0t “rpyt ´ µq
T , . . . , pyt´k`1 ´ µq

T
s
T de dimensión pk ˆ 1 .
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La densidad de probabilidad de yyy viene dada por

fyyypyyyq “
1

p2πqpn{2 |In b Σε|

exp

„

´
1

2
pyyy ´ µµµ˚

´ pXT
b Ipqαααq

T
pIn b Σ´1

ε q pyyy ´ µµµ˚
´ pXT

b Ipqααα

ȷ

(2.36)

por lo que los estimadores de máximo verosimilitud (ML) de µ,ααα y Σε son

µ̂ “
1

n

˜

Ip ´

k
ÿ

i“1

Âi

¸´1 n
ÿ

t“1

˜

yt ´

k
ÿ

i“1

Âiyt´i

¸

, (2.37)

α̂αα “rpX̃X̃T
q

´1 X̃ b Ips pyyy ´ µ̃µµ˚
q, (2.38)

Σ̂ε “
1

n
pỸ 0

´ ÃX̃qpỸ 0
´ ÃX̃q

T , (2.39)

donde

A “pA1, . . . , Akq de dimensión p ˆ pk ,

Y 0
“py1 ´ µ, . . . , yn ´ µq

T de dimensión p ˆ n .

rX y rY 0 son obtenidos reemplazando µ por la media muestral de y1, . . . , yn en X y Y 0 respectiva-

mente.

Una propiedad de los estimadores ML es la siguiente:

Teorema.Teorema.Teorema. Si δ̂ es un estimador ML del parámetro δ0 entonces

δ̂ es consistente (2.40)

y

?
n
´

δ̂ ´ δ0

¯

d
ÝÑ Np0, Iapδ0q

´1
q, (2.41)
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donde

Iapδ0q “ ĺım
nÑ8

1

n
Ipδ0q,

Ipδ0q es la matriz de información de δ0.

Una demostración de (2.40)-(2.41) se puede encontrar en Newey y McFadden [72]. Por (2.40)-(2.41)

se puede demostrar (ver, Lütkepohl [65]) que los estimadores ML de (2.37)-(2.39) son consistentes

y tienen distribuciones asintóticas

?
npµ̂ ´ µq

d
ÝÑ Np

¨

˝0 ,

˜

Ip ´

k
ÿ

i“1

Ai

¸´1

Σε

˜

Ip ´

k
ÿ

i“1

Ai

¸´1
˛

‚, (2.42)

?
npα̂αα ´αααq

d
ÝÑ Np2k

`

0,Γyyyp0q
´1

b Σε

˘

, (2.43)
?
npσ̂σσ ´ σσσq

d
ÝÑ N

`

0, 2D`
p pΣε b ΣεqpD`

p q
T
˘

, (2.44)

donde

σσσ “ vech pΣεq,

D`
p “ pDT

p Dpq
´1DT

p es la inversa generalizada Moore-Penrose de la matriz duplicación.

La matriz duplicación Dp es de dimensión pp2 ˆ 1
2
ppp ` 1qq y es definida tal que, para cualquier

matriz simétrica A de dimensión pp ˆ pq

vecpAq “Dp vechpAq,

vechpAq “vech

»

—

—

—

—

—

—

–

a11 a21 . . . a1p

a21 a22 . . . a2p
... . . . ...

ap1 . . . . . . app

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“ra11, a12, . . . , ap1, a22, a32, . . . , ap2, a33, a43, . . . , apps
T ,

donde Γyyyp0q puede ser estimado por
1

n
rX rXT .
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2.2.3. Método de estimación bayesiano

Para entender el método de estimación bayesiano se reescribe la ecuación (2.1) de la siguiente

manera

yt “rv, A1, A2, . . . , Aks

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1

yt´1

yt´2

...

yt´k

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

` εt “ pYt
T

b Ipqβ ` εt, (2.45)

donde pYt
T

b Ipq es de dimensión p ˆ pkp ` 1q, Yt “ r1, yt´1
T , yt´2

T , . . . , yt´k
T sT es de dimensión

pkp ` 1q ˆ 1, β “ vecpv, A1, A2, . . . , Akq es de dimensión pkp2 ` pq ˆ 1 y, y0, . . . , y´k`1 son valores

premuestrales.

Si se supone que εt es Gaussiano con Epεtq “ 0, @ t; Epεtεs
T q “ 0 para t ‰ s y, Epεtεt

T q “ Σε los

parámetros desconocidos de (2.45) son β y Σε.

Uno de los métodos usados para hacer estimaciones de los parámetros β y Σε es el muestreador

de Gibbs. Este método requiere del conocimiento de la distribución posterior condicional completa

de los parámetros de interés, a saber, Prpβ|Σε, Y q y PrpΣε|β, Y q, establecer valores iniciales para

βp0q y Σε
p0q y, la elección de una distribución a priori para los parámetros del modelo.

El muestreador Gibbs muestrea recursivamente de la siguiente manera:

1. Inicializar los valores iniciales βp0q y Σp0q.

2. Generar βpiq|Σε
pi´1q, Y .

3. Generar Σε
piq

|βpiq, Y .

4. Ir al paso 2 hasta que la convergencia es alcanzada.

Note que
´´

βp1q,Σ
p1q
ε

¯

,
´

βp2q,Σ
p2q
ε

¯

, . . .
¯

definen una cadena de Markov ya que el cambio pro-

babilístico en la iteración i depende solo de los valores de la cadena en el paso i ´ 1. Además,
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las i-ésimas muestras βpiq y Σε
piq para un número suficientemente grande, a saber, i ě j, pueden

considerarse como muestras de las verdaderas distribuciones posteriores marginales.

Establecer los valores iniciales βp0q y Σε
p0q se puede hacer de manera arbitraria. Para la elección

de las distribuciones a priori, existe una gran variedad que pueden ser usadas para los modelos

VAR, algunas de ellas son la priori difusa, la priori conjugada, la priori normal-Wishart, la priori

normal difusa. En esta sección solo hablaremos de la priori de Litterman (ver, Doan et al. [32],

Litterman [64]).

Suponiendo que la distribución priori de β es normal multivariante con vector media priori µβ y

matriz de covarianza priori Σβ. Entonces la priori de Litterman es de la siguiente manera

fpβq “

ˆ

1

2π

˙

kp2`p
2

|Σβ|
´ 1

2 exp

"

´
1

2
pβ ´ µβq

TΣβ
´1

pβ ´ µβq

*

. (2.46)

La priori Litterman en esta sección configura µβ “ 0 y Σβ ‰ 0. Esto significa que se cree que la

dependencia interporal de las variables es débil. La matriz de covarianza priori Σβ es configurada

como una matriz diagonal de la siguiente manera

Σβ,ij,r “

$

’

’

&

’

’

%

ˆ

λ

r

˙2

si i “ j,
ˆ

λθσi

rσj

˙2

si i ‰ j,

(2.47)

donde Σβ,ij,r es la varianza priori de Aij,r, λ es la desviación estándar priori de los coeficientes Aℓℓ,1,

ℓ “ 1, 2, . . . , p, 0 ă θ ă 1 y, σi
2 es el elemento de la i-ésima diagonal de Σε.

Algunas consideraciones a tomar en cuenta (Para mas detalles ver Lütkepohl [65]) son:

i) Para cada ecuación, λ controla qué tan estrechamente se cree que el coeficiente del primer

rezago de la variable dependiente está centrada alrededor de cero.

ii) Se pueden probar diferentes valores de λ.

iii) Se puede considerar el uso de diferentes λ en diferentes ecuaciones.

iv) Al aumentar el regazo r, la matriz de covarianza disminuye. Esto se debe a que se cree que
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los coeficientes de lag de alto orden probablemente estén cerca de cero.

v) A los coeficientes de las variables distintas de la variable dependiente se les asigna una

varianza más pequeña en términos relativos, eligiendo θ entre 0 y 1 debido a que se cree que

la mayor parte de la variación en cada una de las variables se explica por los propios lags.

vi) La razón
σ2
i

σ2
j

se incluye para cuidar las diferencias en la variabilidad de las diferentes variables.

vii) Se prefieren las varianzas residuales sobre las varianzas yk debido a que la respuesta de una

variable a otra está determinada en gran medida por los movimientos inesperados reflejados

en las varianza residuales.

viii) El supuesto de la matriz diagonal Σβ significa que se especifican distribuciones priori inde-

pendientes de los diferentes coeficientes.

ix) Las varianzas priori de los términos interceptados son infinitas, reflejando que no se tiene

ninguna conjetura a priori para estos coeficientes.

Para Σε una distribución priori es la Wishart inversa pIW q, por lo que

Σε „ IW pS˚, η˚
q. (2.48)

La función de densidad de probabilidad de los datos, condicional a los parámetros del modelo es

dada por

fpy1, . . . , yn|β,Σεq “

n
ź

t“1

fpyt|β,Σεq

9|Σε|
´ 1

2 exp

#

´
1

2

n
ÿ

t“1

pyt ´ pYt
T

b Ipqβq
TΣε

´1
pyt ´ pYt

T
b Ipqβq

+

. (2.49)

Usando (2.49) se obtienen las distribuciones posterior condicionales completas de los parámetros

de interés y están dadas por
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fpβ|Σε, y1, . . . , ynq9fpy1, . . . , yn|β,Σεqfpβq

9 exp

$

’

&

’

%

´
1

2

»

–β ´

˜

Σβ
´1 `

n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣε
´1pYt

T b Ipq

¸´1˜ n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣε
´1yt

¸

fi

fl

T

«

Σβ
´1 `

n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣε
´1pYt

T b Ipq

ff

»

–β ´

˜

Σβ
´1 `

n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣε
´1pYt

T b Ipq

¸´1˜ n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣε
´1yt

¸

fi

fl

,

.

-

(2.50)

y

fpΣε|β, y1, . . . , ynq9fpy1, . . . , yn|β,ΣεqfpΣεq

9|Σε|
´

n1`p`1
2 exp

#

´
1

2
tr

˜«

n
ÿ

t“1

pyt ´ pYt
T b Ipqβqpyt ´ pYt

T b Ipqβq
T

` S˚´1

ff

Σε
´1

¸+

, (2.51)

donde n1 “ n ` n˚.

2.3. Métodos de Selección del Orden VAR

Un elemento crítico en la especificación de los modelos VAR es la determinación del orden. Hamilton

[49] indica que las matrices de coeficientes respuesta impulso son construidas a partir de las matrices

de coeficientes autorregresivas por lo que la precisión de la estimación de las matrices de coeficientes

respuesta impulso dependen de la precisión de la estimación de las matrices de los coeficientes

autorregresivos.

Lutkepohl [65] señala que bajo una medida de error cuadrático medio, escoger un orden VAR más

alto que el verdadero resulta en pronósticos inferiores que si se escogiera el orden verdadero. En

práctica generalmente el orden VAR es desconocido. En esta sección se mencionan algunos métodos

para la selección del orden de un modelo VAR.
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1. El primer método es conocido como Prueba de razón verosimilitud secuencial (para más

detalles ver Lutkepohl [65]). La idea de ese método es encontrar el mínimo entero k tal que

Ai “ 0 para i ą k y Ak ‰ 0. Este número k será llamado el orden del modelo VAR. Para

lograr esto se supone que se sabe que el orden VAR no puede ser mayor que un entero k˚,

luego se procede a hacer una prueba de hipótesis secuencial de la siguiente manera:

Secuencia Hipótesis nula pH0q Hipótesis alternativa pH1q

1 Ak˚ “ 0 Ak˚ ‰ 0

2 Ak˚´1 “ 0 Ak˚´1 ‰ 0 |Ak˚ “ 0
...

...
...

i Ak˚´i`1 “ 0 Ak˚´i`1 ‰ 0 |Ak˚ “ . . . “ Ak˚´i`1 “ 0
...

...
...

k˚ A1 “ 0 A1 ‰ 0 |Ak˚ “ . . . “ A2 “ 0.

La secuencia de prueba de hipótesis termina cuando la primera hipótesis nula piq es rechazada,

k̂ “ k˚ ´ i ` 1 será elegido como el estimador del orden del modelo VAR.

Para probar la i-ésima hipótesis se usa el estadístico razón verosimilitud y es dado por

MLRpiq “ n
´

ln
ˇ

ˇ

ˇ
Σ̂εpk

˚
´ iq

ˇ

ˇ

ˇ
´ ln

ˇ

ˇ

ˇ
Σ̂εpk

˚
´ i ` 1q

ˇ

ˇ

ˇ

¯

, (2.52)

donde Σ̂εpjq denota el estimador ML de Σε cuando un modelo VAR pjq es ajustado a una

serie de tiempo de tamaño n. MLR sigue una distribución chi cuadrado con p2 grados de

libertad.

2. Otro método para estimar el orden de un modelo VAR es el error de predicción final (FPE)

que es definido de la siguiente manera

FPEpiq “

„

n ` pi ` 1

n ´ pi ´ 1

ȷp

detpΣ̂εpiqq, (2.53)

donde Σ̂εpiq es el estimador ML de la matriz de covarianza. El estimador del orden VAR es

obtenido de la siguiente manera

k̂FPG “ mı́n tFPEpiq | i “ 0, 1, . . . , k˚
u. (2.54)
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3. El siguiente método es el criterio de información de Akaike (AIC) definido de la siguiente

manera

.AICpiq “ ln |Σ̂εpiq| `
2ip2

n
. (2.55)

El criterio AIC que mejor estima el orden VAR es de la siguiente manera

k̂AIC “ mı́n tAICpiq | i “ 0, 1, . . . , k˚
u. (2.56)

4. Un cuarto método para estimar el orden VAR es el criterio Hannan-Quinn (HQ) el cual es

obtenido de la siguiente manera

HQpiq “ ln |Σ̂εpiq| `
2 lnplnpnqq

n
ip2. (2.57)

El criterio HQ que mejor estima el orden VAR es de la siguiente manera

k̂HQ “ mı́n tHQpiq | i “ 0, 1, . . . , k˚
u. (2.58)

5. El siguiente método que se presenta en esta sección para estimar el orden VAR es el criterio

bayesiano o Schwarz (BIC) que es de la siguiente manera

BICpiq “ ln |Σ̂εpiq| `
lnpnq

n
ip2. (2.59)

El criterio BIC que mejor estima el orden VAR es de la siguiente manera

k̂BIC “ mı́n tBICpiq | i “ 0, 1, . . . , k˚
u. (2.60)

Para una revisión más detallada de estos métodos de estimación del orden VAR ver Lutkepohl [65],

Tsay [100], Brandt y Williams [14].
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2.4. Verificación del Modelo Adecuado

En la construcción de modelos VAR un elemento de suma importancia es garantizar que el modelo

ajustado a los datos sea el adecuado. Existen muchos métodos para comprobar si un modelo VAR

ajustado a los datos es el adecuado. En esta sección se presentan algunos de estos métodos.

2.4.1. Verificación de los Residuales

Un primer método para verificar que el modelo VAR ajustado a los datos es el adecuado es verificar

que los residuos de la serie de un modelo VAR no están correlacionados en serie. Siempre que los

residuos no estén correlacionados en serie la estimación de los modelos VAR es bastante robusta.

Para verificar que los residuos no están correlacionados en serie defina ε̂t “ yt ´ pV̂ ` Â1yt´1 `

. . . ` Âkyt´kq el estimador de los residuos donde V̂ , Â1, . . . , Âk son estimadores ML. Entonces el

estimador de la matriz de covarianza de los residuos es de la siguiente manera

Ĉi “
1

n

n
ÿ

t“i`1

ε̂tε̂
T
t´i “

1

n
ε̂Fiε̂

T i “ 0, 1, . . . , h ă n, (2.61)

donde Fi es una matriz de dimensión n ˆ n tal que los elementos pi ` l, jq son igual a uno para

l, j “ 1, . . . , n ´ i, y cero en el resto de los elementos, ε̂ “ pε̂1, . . . , ε̂nq es de dimensión p ˆ n. Sea

F “ pF1, . . . , Fhq de dimensión n ˆ nh y defina

ĈCCh “pC1, . . . , Chq “
1

n
ε̂ F pIh b ε̂T q, (2.62)

ĉcch “vec pĈCChq. (2.63)

Las matrices de autocorrelación estimadas son de la siguiente manera

R̂i “ D̂´1ĈiD̂
´1 i “ 0, 1, . . . , h, (2.64)

donde D̂ es una matriz diagonal de dimensión p ˆ p cuyos elementos son las raíces cuadradas de
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los elementos diagonales de Ĉ0. De igual manera que (2.62)-(2.63) defina

R̂RRh “pR̂1, . . . , R̂hq, (2.65)

r̂rrh “vec pR̂RRhq. (2.66)

Dado que (2.1) se puede escribir como (2.21) entonces

ε̂ “Y ´ B̂Z. (2.67)

Se puede demostrar (ver Lutkepohl [65]) que si yt es un proceso VAR pkq estable de dimensión

pˆ 1, y estacionario con εt siendo un proceso de ruido blanco estándar idénticamente distribuidos

y B es un estimador ML, entonces da distribución asintótica de las autocovarianzas residuales y

las autocorrelaciones residuales son de la siguiente manera

?
nĉcch

d
ÝÑ Np0,Σcccphqq, (2.68)

donde Γ es definida en (2.26) y

Σcccphq “ppIh b Σεq ´ G̃TΓG̃q b Σε,

G̃ “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

0 0 . . . 0

Σε Φ1Σε . . . Φh´1Σε

0 Σε . . . Φh´2Σε

...
...

0 0 . . . Φh´pΣε

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

es de dimensión pppk ` 1q ˆ ph,

Φi “JAAAiJ i “ 1, 2, . . . , Φ0 “ Ip,

J “rIp : 0 : . . . : 0s,

AAA “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

A1 A2 . . . Ak´1 Ak

Ip 0 . . . 0 0

0 Ip . . . 0 0
... . . . ...

...

0 0 . . . Ip 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

es de dimensión pk ˆ pk,
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?
nr̂rrh

d
ÝÑ Np0,Σrrrphqq, (2.69)

donde Σrphq “ rpIh b Rεq ´ GT
0 Γ

´1Gos b Rε, G0 “ G̃pIh b D´1q y D es una matriz diagonal de

dimensión p ˆ p con las raíces cuadradas de Σε en la diagonal, además

?
n vecpR̂jq

d
ÝÑ Np0,ΣRpjqq j “ 1, 2, . . . , (2.70)

donde

ΣRpjq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Rε ´ D´1Σε

“

0 : ΦT
j´1 : . . . : Φ

T
j´p

‰T
Γ´1

»

—

—

—

—

—

—

–

0

Φj´1

...

Φj´p

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

ΣεD
´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

b Rε, (2.71)

con Φi “ 0 para i ă 0 y Rε “ D´1ΣεD
´1.

Los parámetros Γ,Σε y B generalmente son desconocidos por lo que se sustituyen por estimadores

para obtener errores estándar de las autocorrelaciones residuales y pruebas de hipótesis específicas

con respecto a las autocorrelaciones.

Denotando por ρijpℓq como los verdaderos coeficientes de correlación correspondientes a los rij,lpℓq.

Una prueba con un nivel aproximado de 5 %, de la hipótesis nula es dada por

H0 : ρijpℓq “ 0 contra H1 : ρijpℓq ‰ 0, (2.72)

donde H0 es rechazado si
´2
?
n

ă rij,ℓ ă
2

?
n

, en otras palabras, la hipótesis de ruido blanco es

rechazada si alguno de los coeficientes de correlación estimados sale del intervalo.

2.4.2. Prueba de Portmanteau

Un segundo método para verificar que el modelo VAR ajustado es el adecuado consiste en considerar

los coeficientes de correlación como grupo.

Este método es conocido como prueba de Pormonteau

H0 : RRRh “ 0 contra H1 : RRRh ‰ 0. (2.73)
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El estadístico de prueba es de la siguiente manera

Qh “ n
h
ÿ

i“1

tr
´

ĈT
i Ĉ

´1
0 ĈiĈ

´1
0

¯

, (2.74)

donde Ĉi se define en (2.61). Se puede demostrar (ver Ahn [2], Li y McLeod [62], Hosking [52]

y Lutkepohl [65]) que bajo ciertas condiciones de regularidad como las de (2.68) la distribución

aproximada del estadístico de Pormonteau es chi-cuadrado con p2ph ´ kq grados de libertad.

2.4.3. Prueba de Normalidad

Un tercer método para verificar que el modelo VAR ajustado a los datos es el adecuado consiste

en notar que εt “ yt ´ pA1yt´1 ` . . . ` Akyt´kq se distribuye normal con vector media 0 y matriz

de covarianza Σε. Debido a que en la práctica no se cuenta con εt entonces es reemplazado por su

estimador ε̂k. Por lo que la prueba de normalidad se aplica a estos últimos. La prueba es basada

en el tercer y cuarto momento. El estadístico de prueba para el tercer y cuarto momento y sus

distribuciones asintóticas son de la siguiente manera

λ̂3 “
n

6
âT1 â1

d
ÝÑ χ2

ppq,

λ̂4 “
n

24
pâ2 ´ 3pq

T
pâ2 ´ 3pq

d
ÝÑ χ2

ppq,

λ̂34 “ λ̂3 ` λ̂4
d
ÝÑ χ2

p2pq,

donde

â1 “ pâ11, . . . , âp1q
T , âi1 “

1

n

n
ÿ

t“1

b̂3it, i “ 1, . . . , p,

â2 “ pâ12, . . . , âp2q
T , âi2 “

1

n

n
ÿ

t“1

b̂4it, i “ 1, . . . , p,

bt “

´

b̂1t, . . . , b̂pt

¯T

“ Σ̂´1{2
ε ε̂t,

Σ̂´1{2
ε

´

Σ̂1{2
ε

¯T

“ Σ̂ε,

Σ̂ε “
1

n ´ pk ´ 1

n
ÿ

t“1

ε̂tε̂
T
t
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ε̂t “ pyt ´ ȳq ´

´

Â1pyt´1 ´ ȳq ` . . . ` Âkpyt´k ´ ȳq

¯

, t “ 1, . . . , n,

ȳ “
1

n

n
ÿ

t“1

yt.

λ̂3 puede ser usado para probar

H0 : E

»

—

—

—

–

b31t
...

b3pt

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“ 0 contra H1 : E

»

—

—

—

–

b31t
...

b3pt

fi

ffi

ffi

ffi

fl

‰ 0 (2.75)

y λ̂4 puede ser usado para probar

H0 : E

»

—

—

—

–

b41t
...

b4pt

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“ 3p contra H1 : E

»

—

—

—

–

b41t
...

b4pt

fi

ffi

ffi

ffi

fl

‰ 3p. (2.76)

λ̂34 puede ser usado para una prueba conjunta de las hipótesis nulas en (2.75)-(2.76). Para más

detalles de la prueba de normalidad ver Lutkepohl [65].
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Capítulo 3

Modelos de Volatilidad Estocástica

Multivariado

Los modelos de volatilidad estocástica (SV) han sido ampliamente discutidos en la literatura y

muestran ser útiles para modelar la varianza, analizando su cambio en el tiempo de retornos de

activos en econometría financiera. Los modelos SV postulan que la volatilidad es conducida por

su propio proceso estocástico a diferencia de los modelos autorregresivo generalizado condicional

heterocedástico (GARCH) por lo que son más flexibles para representar las propiedades empíricas

características de los retornos financieros.

Melino y Turnbull [67] demuestran que las suposiciones de distribución de probabilidad lognormal

para los tipos de cambio y volatilidad constante en el modelo estándar para fijar los precios en

moneda extranjera, son inapropiadas y que una hipótesis más plausible es que la volatilidad cambie

estocásticamente, por lo que el modelo de volatilidad estocástica hace un trabajo superior al igualar

la distribución del tipo de cambio empírico y corrige muchos de los sesgos observados en los precios

de opciones pronosticados.

La motivación económica de los modelos SV se basa en la así llamada hipótesis de mezcla de

distribuciones, que establece que los retornos financieros son impulsados por una convolución de dos

variables aleatorias, siendo una un término de ruido independiente, y el otro un proceso estocástico

que representa un proceso de llegada de información. Una característica común de los modelos
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motivados por la hipótesis de mezcla de distribuciones es que condicionado a la variable latente

σt, los retornos siguen una distribución normal: zt|σt „ Np0, σ2
t q.

Sin embargo, como se supone que σt es una variable aleatoria, la distribución incondicional de zt

ya no es gaussiana. En particular, los modelos SV tienen colas más pesadas que la distribución

normal, lo que corresponde a la evidencia empírica de los retornos financieros. El modelo SV

autoregresivo gaussiano estándar en tiempo discreto fue introducido por primera vez en esta forma

por Taylor [94], y es dado por

yt ´ µt “ zt “ σt εt, εt „ Np0, 1q, (3.1)

log σ2
t`1 “ w ` ϕ log σ2

t ` σηηt, ηt „ Np0, 1q. (3.2)

Note que la ecuación (3.2) es un proceso autorregresivo gaussiano de primer orden de la log

volatilidad de los retornos. En el modelo de Taylor [94] las innovaciones εt y ηt son independientes.

La principal diferencia con los modelos GARCH es que, condicional al conjunto de información la

verosimilitud no se conoce, sino más bien una variable aleatoria no observada, por lo que imple-

mentar estimadores máximo verosimilitud es muy difícil. Para ver esto, la función verosimilitud

del modelo SV para una muestra de n observaciones puede ser escrita como

Lpθ;Ynq9

ż

fpYn|Hn; θq fpHn|θq dHn, (3.3)

donde Yn es un vector conteniendo todos los retornos observables, Hn “ pσ2
1, . . . , σ

2
nqT es el vector

conteniendo todas las volatilidades latentes, y θ es el vector de parámetros, el cual en el modelo

clásico es θ “ pw, ϕ, σηqT . El problema de la función verosimilitud es la integral que aparece en la

ecuación (3.3), la cual es una integral múltiple de dimensión n. No se puede resolver analíticamente,

y los métodos numéricos discretos son inviables incluso para muestras moderadamente grandes.

La dificultad para estimar el modelo SV radica en que la ecuación de observación (3.1) depende

de forma no lineal de los estados σt.

Existen muchas formas diferentes de realizar la estimación de los parámetros del modelo SV. La

tabla 3.1 es tomada de Bauwens et al. [8] donde resumen algunos métodos para la estimación de

modelos SV.
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Método (acrónimo) Referencia central
Verosimilitud Cuasi-máxima (QML) Harvey et at. [50]
Muestreo de mezcla gaussiana (GMS) Kim et al. [59]
Método simulado de momentos (SMM) Gallant y Taucher [46]
Muestreo de importancia (IS) Durbin y Koopman [36]
Muestreo de importancia Eficiente (EIS) Richard y Zhang [80]
Muestreo de importancia mejorado (IIS) Nguyen [73]
Muestreo de sitio único (SSS) Carter y Kohn [18]
Muestreo de multimovimiento (MMS) Shepard y Pitt [85]

Tabla 3.1: Métodos de estimación de modelos SV.

Estos métodos para estimar modelos SV surgen como respuesta para superar el problema de no

poder emplear soluciones analíticas. Una descripción detallada de estos métodos se puede encontrar

en Bauwens et al. [8].

La variedad de modelos de volatilidad estocástica multivariante (MSV) es notable, desde un mo-

delo rígido con volatilidades independientes y correlaciones constantes hasta modelos altamente

complejos que incorporan correlaciones dinámicas y efectos de apalancamiento. Una revisión de

modelos MSV propuestos se pueden encontrar en Asai et al. [6], Yu y Meyer [104].

El modelo básico de Harvey [50] se puede escribir como

εt “ H
1{2
t εt, (3.4)

Ht “ diagpexpph1tq, . . . , expphptqq, (3.5)

ht`1 “ µ ` ϕ d ht ` ηt ,

¨

˝

εt,

ηt

˛

‚„ N

»

–

¨

˝

0

0

˛

‚ ,

¨

˝

Σε 0

0 Ση

˛

‚

fi

fl , (3.6)

donde ht “ ph1t, . . . , hptq
T es el vector de volatilidad µ y ϕ son vectores de parámetros p ˆ 1, Σε

es una matriz de correlación, Ση es una matriz de covarianza definida positiva, y el operador d

denota el producto Hadamard.

El resto de este capítulo está organizado de la siguiente manera. En la Sección 3.1 se presentan

algunos modelos GARCH y sus propiedades. En la Sección 3.2 se describen propiedades de los

modelos SV de tiempo discreto. En la sección 3.3 se presentan algunos modelos MSV de tiempo

discreto. En la sección 3.4 se discuten algunos métodos de estimación como el muestreo de múltiples

movimientos (multimove sampler). En la sección 3.5 se examina el criterio de información de
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desviación (DIC) para comprobación de modelo.

3.1. Modelos GARCH

Una de las principales características de los retornos de activos son los grupos de volatilidad

(clusters), a saber, los grandes choques tienden a ser seguidos por grandes choques, de cualquier

signo, de igual manera los pequeños choques tienden a ser seguidos por pequeños choques. En otras

palabras, la volatilidad medida por los retornos al cuadrado es persistente y, por lo tanto hasta

cierto punto predecible. El modelo ARCH propuesto por Engle [38] es el primer modelo que provee

un marco sistemático para modelar la correlación en serie de la volatilidad. El modelo ARCH(k)

es dado por

σ2
t “ α0 ` α1a

2
t´1 ` . . . ` αka

2
t´k, (3.7)

at “ σtεt,

donde εt son idénticamente distribuidos e independientes con media cero y varianza 1, α0 ą 0, y

αi ě 0 para i ą 0.

Los coeficientes αi deben seguir alguna condición de regularidad para garantizar que la varianza

incondicional de at sea finita. Por la estructura del modelo se puede ver que grandes choques

cuadrados pasados at´1, . . . , at´k implican una gran varianza condicional σ2
t para la innovación

at por lo que tiende a asumir valores grandes. Esto significa que bajo el marco ARCH, grandes

choques tienden a ser seguidos por grandes choques. Esta propiedad de los modelos ARCH cumple

la característica de los clusters de volatilidad de los retornos de activos. A menudo el modelo

ARCH requiere de muchos coeficientes para describir adecuadamente el proceso de volatilidad de

un retorno de activo. Bollerslev [12] como una forma de modelar los movimientos persistentes en

la volatilidad sin estimar un gran número de coeficientes en un polinomio de alto orden sugirió los

modelos GARCH. El modelo GARCH(k1,k2) es dado por
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σ2
t “ α0 `

k1
ÿ

i“1

αia
2
t´i `

k2
ÿ

j“1

βjσ
2
t´j, (3.8)

at “ yt ´ µt “ σtεt,

donde yt es una serie de retornos logarítmicos y µt su respectiva media condicional. De nuevo, los εt

son idénticamente distribuidos e independientes con media cero y varianza 1, α0 ą 0, αi ě 0,β0 ě 0,

y
máxpk1,k2q

ÿ

i“1

pαi `βiq ă 1. Además, αi “ 0 para i ą k1 y βj “ 0 para j ą k2. El modelo más utilizado

en la clase GARCH es el simple GARCH(1,1) dado por

σ2
t “ α0 ` α1a

2
t´1 ` β1σ

2
t´1. (3.9)

El coeficiente α1 mide la medida en que un choque de volatilidad actual se refleja en la volatilidad

del próximo período, mientras que pα1 ` β1q mide la velocidad a la que este efecto desaparece con

el tiempo. Para series de retornos financieros, estimaciones de α1 y β1 están muy a menudo en los

rangos r0.02, 0.25s y r0.75, 0.98s respectivamente. En los modelos GARCH(1,1) es fácil construir

pronósticos de múltiples períodos adelante de la volatilidad. Entonces, para el modelo (3.9) el

pronóstico un paso adelante es dado por

σ2
t`1 “ α0 ` α1a

2
t ` β1σ

2
t ,

donde a2t y σ2
t son conocidas hasta el tiempo t. Para el pronóstico de múltiples pasos adelante se

configura a2t “ σ2
t ε

2
t y se reescribe la ecuación (3.9) de la siguiente manera

σ2
t`1 “ α0 ` pα1 ` β1qσ

2
t ` α1σ

2
t pε2t ´ 1q. (3.10)

Calculando la esperanza condicional al conjunto de información en ambos lados de la ecuación se

obtiene

σ2
t phq “ α0 ` pα1 ` β1qσ

2
t ph ´ 1q, h ą 1. (3.11)
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Si en el modelo GACRH(1,1) de la ecuación (3.9) se establece la restricción pα1`β1 “ 1q el modelo

tiene una raíz autorregresiva unitaria por lo que la volatilidad de hoy afecta los pronósticos de

volatilidad en el futuro indefinido. Los modelos con está restricción se conocen como GARCH(1,1)

integrados o IGARCH(1,1). Cuando
k1
ÿ

i“1

αi `

k2
ÿ

j“1

βj “ 1 el modelo es llamado IGARCH(k1,k2) (ver

Engle y Bollerslev [39]). El modelo IGARCH(1,1) puede ser escrito como

σ2
t “ α0 ` β1a

2
t´1 ` p1 ´ β1qσ

2
t´1, 0 ă β1 ă 1. (3.12)

Una característica clave de los modelos IGARCH es que el impacto de los choques al cuadrado

pasados es persistente. Para ver esto primero se define la ecuación de pronóstico múltiples pasos

adelante de la siguiente manera

σ2
t phq “ σ2

t p1q ` ph ´ 1qα0, h ě 1. (3.13)

De la ecuación (3.13) se puede ver que el efecto de σ2
t p1q en volatilidades futuras es persistente, y

los pronósticos de volatilidad forman una línea recta con pendiente α0.

Glosten et al. [47] propuso modelar las respuestas asimétricas en volatilidad condicional utilizando

umbrales y encontraron apoyo para una relación negativa entre el retorno mensual esperado condi-

cional y la varianza condicional del retorno mensual, utilizando un modelo GARCH-M modificado

al permitir

1. Patrones estacionales en la volatilidad

2. Innovaciones positivas y negativas en los retornos que tienen diferentes impactos en la vola-

tilidad condicional, y

3. Tasas de interés nominales para predecir la varianza condicional.

El modelo GARCH-M modificado general que propusieron es:

Ecuación para la media condicional:

ErXt`1|Gts “ µpGtq,
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donde µp¨q es una función que describe la naturaleza de la dependencia de la media condicional en

los elementos del conjunto información Gt.

Xt`1 “ µpGtq ` εt`1 con Erεt`1|Gts “ 0.

Ecuación para la varianza condicional:

VarpXt`1|G ´ tq “ Varpεt`1|Gtq “ VpGtq,

donde Vp¨q es una función que describe la naturaleza de la dependencia de la varianza condicional

en los elementos del conjunto información Gt.

La literatura de los modelos GARCH es enorme, algunas variaciones son los GARCH exponencial

(EGARCH) propuesto por Nelson [71], GARCH de umbral (TGARCH) (ver, Glosten et al. [47] y

Zakoian [105]), GARCH extendido (GJR-GARCH) (ver Glosten [47]), poder asimétrico GARCH

(APGARCH) propuesto por Ding et al. [31], Red neuronal artificial GARCH (ANN-GARCH)

(ver Donaldson y Kamstra [33]), GARCH que cambia de volatilidad (VS-GARCH) de Fornari y

Mele [41].

Muchas de las ideas que se consideraron en el contexto de los modelos GARCH univariados fueron

generalizados al caso multivariado. El modelo GARCH(1,1) multivariado es dado por

vechpΣtq “ w ` αvechpΣt´1q ` βvechpηtη
T
t q, (3.14)

donde w es un vector con dimensión ppp`1q

2
, α y β son matrices de dimensión ppp`1q

2
ˆ

ppp`1q

2
, Σt

es una matriz de covarianza definida positiva. Bollerslev, Engle y Wooldridge [13] generalizaron el

enfoque de promedio móvil ponderado exponencialmente de la siguiente manera

Σt “ A0 `

k1
ÿ

i“1

Ai d pat´ia
T
t´iq `

k2
ÿ

j“1

Bj d Σt´j, (3.15)

donde Ai y Bj son matrices simétricas y, d denota el producto Hadamard. El modelo (3.15) es

conocido como vectorización diagonal (VEC(k1,k2) o DVEC(k1,k2)).
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El modelo Baba-Engle-Kraft-Kroner (BEKK) propuesto por Engle y Kroner [40] garantiza que Σt

sea definida positiva. El modelo BEKK es dado por

Σt “ CCT
`

k1
ÿ

i“1

Aipat´ia
T
t´iqA

T
i `

k2
ÿ

j“1

BjΣt´jB
T
j , (3.16)

donde C es una matriz triangular inferior con ppp`1q

2
parámetros, Ai y Bi son matrices de dimensión

p ˆ p que garantizan que Σt sea definida positiva.

El modelo BEKK es un caso especial del modelo VEC. Algunos modelos GARCH multivariados

son los de correlación condicional dinámica (DCC) en el que la matriz de covarianza se descompone

de la siguiente manera

Σt “ ∆tRt∆t, (3.17)

donde ∆t “ diagp
?
σ11, . . . ,

?
σppq y Rt es la matriz de correlación variando en el tiempo. Engle

et al. [81] sugirieron una parametrización de la matriz de covarianza condicional usando la idea

de que los comovimientos de los retornos de activos están impulsados por un pequeño número de

variables subyacentes comunes llamados factores.

Engle et al. [81] suponen que la matriz de varianza condicional Σt es generada por K, K ă p

volatilidades de los factores fkk,t correspondientes a K factores subyacentes que no necesariamente

son no correlacionados. El modelo es dado por

Σt “ C `

K
ÿ

i“1

wiw
T
i fii,t “ C ` WFtW

T , (3.18)

donde C es una matriz semidefinida positiva de dimensión p ˆ p, W es una matriz de pesos

de dimensión p ˆ K con columnas w1, . . . , wK de dimensión k ˆ 1 linealmente independientes,

y Ft “ diagpf11,t, . . . , fKK,tq es una matriz diagonal de dimensión K ˆ K. Vrontos et al. [102]

introdujo un modelo de factores completos dado por

yt “ µ ` εt, (3.19)

εt “ WXt, Xt|Φt´1 „ Npp0,Σtq, (3.20)
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donde µ es un vector de constantes de dimensión p ˆ 1, W es una matriz parámetro de dimensión

pˆp, Φt´1 es el conjunto información hasta el tiempo t´1, Xt es un vector de factores de dimensión

pˆ1. Σt “ diagpσ2
1,t, . . . , σ

2
p,tq, εt es un vector término error de dimensión pˆ1 y εt|Φt´1 „ Np0, Htq

donde Ht “ WΣtW
t.

Al igual que los modelos GARCH univariados en el caso multivariado la literatura es grande. Una

revisión más detallada de los modelos GARCH multivariados se puede encontrar en Bauwens et

al. [9].

3.2. Modelos SV

Los modelos de SV describen la evolución de la volatilidad de los retornos financieros introduciendo

un término error en la varianza condicional. Al agregar el término error incrementa la flexibilidad

del modelo en describir la evolución de la varianza condicional pero también incrementa la dificultad

en estimar los parámetros debido a que la función verosimilitud exacta es difícil de evaluar y el

estimador de ML de los parámetros no es directa como en los modelos GARCH. Broto y Ruiz [15]

comentan: La popularidad de los modelos SV también se debe porque se acercan a los modelos que

se utilizan a menudo en la teoría financiera para representar el comportamiento de los precios

financieros. Sus propiedades estadísticas son fáciles de derivar utilizando resultados bien conocidos

en distribuciones logarítmicas normales. Además, en comparación con los modelos GARCH más

populares, capturan de manera adecuada las principales propiedades empíricas que se observan a

menudo en las series diarias de retornos financieros. Un modelo SV es dado por

at “ σtεt, (3.21)

lnσ2
t “ α0 ` α1 lnσ

2
t´1 ` . . . ` αk lnσ

2
t´k ` ηt, (3.22)

donde los εt son distribuidos normal idénticamente e independientes con media igual a 0 y varianza

igual a 1, los ηt son distribuidos normal idénticamente e independientes con media igual a 0 y

varianza igual a σ2
η. Además, εt y ηt son independientes, α0 es constante y σ2

η mide la incertidumbre

de la volatilidad futura.
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En el modelo autorregresivo gaussiano en tiempo discreto de Taylor [94] de la ecuación (3.1)-(3.2)

el parámetro ϕ a menudo se considera como una medida de la persistencia de los choques en la

volatilidad. Cuando ϕ es cercano a 1 y ση es cercano a cero, la evolución de la volatilidad sobre

el tiempo es muy fluida. Si ϕ “ 1 y ση “ 0 la volatilidad es constante sobre el tiempo y con-

secuentemente los retornos son homocedásticos. La varianza del retorno observado zt condicional

al conjunto de información hasta el tiempo t ´ 1 no es en general igual a σt ya que este último

no depende de las observaciones pasadas sino de algunos componentes no observados. Siguiendo

el trabajo de Clarck [22] y, Tauchen y Pitts [93] una interpretación de la variable latente σt es

representar el flujo aleatorio y desigual de nueva información, que es muy difícil de modelar direc-

tamente, en los mercados financieros. Como εt son idénticamente distribuidos e independientes zt

es una diferencia de martingalas satisfaciendo la hipótesis de mercado eficiente.

Una definición de la hipótesis de mercado eficiente tomada de Campbell et al. [16] dice: El mercado

es eficiente con respecto a algún conjunto de información si los precios no se verían afectados por

revelar esa información a todos los participantes. Además, la eficiencia con respecto a un conjunto

de información implica que es imposible obtener beneficios económicos negociando sobre la base de

ese conjunto de información. Note que incluso cuando εt es asumido a ser gaussiano la distribución

de zt condicional a las observaciones pasadas hasta el tiempo t ´ 1 no es gaussiano. Liesenfeld y

Richard [63] muestran que el modelo SV con errores t-student puede interpretarse como un modelo

SV con dos procesos de volatilidad independientes. Los modelos SV se pueden linealizar tomando

los logaritmos de los retornos al cuadrado, por ejemplo el modelo de Taylor [94] de la ecuación

(3.1)-(3.2) es dado por

log z2t “ log σ2
t ` log ε2t , (3.23)

log σ2
t`1 “ w ` ϕ log σt ` ηt. (3.24)

El modelo de la ecuación (3.23)-(3.24) es un modelo de espacio de estados lineal no gaussiano donde

(3.23) es la ecuación de medida y (3.24) es la ecuación de transición. Como εt es asumido a tener

distribución gaussiana, log ε2t tiene distribucion logχ2
p1q

con varianza igual a π2

2
. Otra propiedad

del modelo de Taylor [94] es que se puede calcular la función de autocorrelación de los retornos al

cuadrado z2t y la curtosis de εt de la siguiente manera
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ρpτq “

exp
´

σ2
η

p1´ϕ2qϕτ

¯

´ 1

κ ´ 1
, (3.25)

κ “ 3 exp

ˆ

ση

p1 ´ ϕ2q

˙

. (3.26)

Note que la curtosis κ es estrictamente mas grande que 3 por lo que los retornos tienen una

distribución leptocúrtica o de cola pesada que es una característica de los retornos financieros.

Para más detalles de los modelos SV y sus propiedades ver Broto y Ruiz [15], Cox et al. [27],

Taylor [95] y Shephard [83].

3.3. Modelos MSV

El primer modelo MSV propuesto en la literatura se debe a Harvey et al. [50] descrito en la

ecuación (3.4)-(3.6). Harvey también consideró la distribución t multivariante para εt, ya que está

especificación permite una mayor curtosis que con el supuesto de Gaussiana. Se puede observar

que la definición de definida positiva y la parsimonia se logran restringiendo Ht para que sea una

matriz diagonal, con el elemento diagonal siguiendo la función exponencial de un proceso de vector

gaussiano ARp1q.

El efecto asimétrico en la volatilidad es que los efectos de los retornos positivos sobre la volatilidad

son diferentes de los retornos negativos de magnitud similar. Por otro lado, el apalancamiento se

refiere a la correlación negativa entre el retorno actual y la volatilidad futura. Por lo tanto, el

apalancamiento denota asimetría. Pero no todos los efectos asimétricos muestran apalancamiento.

Una explicación popular de asimetría es el efecto de apalancamiento porpuesto por Black [11] y

Christie [21].

La mayoría de los modelos MSV asimétricos se basan en las especificaciones básicas de los modelos

SV y, por lo tanto, se garantiza que Ht sea definida positiva. Dependiendo de cómo se introduzca

la asimetría, se tienen tres tipos de modelos MSV asimétricos, como se muestra a continuación.
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3.3.1. Efecto de apalancamiento

Harvey y Shephard [51] propusieron por primera vez un modelo SV de tiempo discreto univariado

con efectos de apalancamiento El modelo de Harvey y Shephard [51] es de la forma

yt “ σt εt,

ln σ2
t`1 “ µ ` ϕ lnσ2

t ` ση ηt, (3.27)
¨

˝

εt

ηt

˛

‚„ N

»

–

¨

˝

0

0

˛

‚ ,

¨

˝

1 ρ

ρ 1

˛

‚

fi

fl ,

donde todas las variables con escalares.

En el contexto de SV, Yu [103] definió el efecto de apalancamiento como una relación negativa

entre Epln σ2
t`1|ytq y los retornos en el periodo t (definido por yt), manteniendo todo lo demás

constante. Yu [103] mostró que

Epln σ2
t`1|ytq “ µ `

µϕ

1 ´ ϕ2
` ρση exp

ˆ

´
σ4
η

4p1 ´ ϕ2q2
`

σ2
ηµ

p1 ´ ϕ2qp1 ´ ϕq

˙

yt

y por lo tanto, el modelo (3.27) asegura el efecto de apalancamiento siempre que ρ ă 0.

Jacquier [55] propone dejar pεt, ηt´1q siguiendo una distribución normal bivariada con correlación

ρ. Ellos proponen métodos de estimación e inferencia para este modelo en un marco bayesiano.

Una crítica de este modelo es el de martingalas en el sentido de que Epyt´1|yt, σt´1q ‰ 0, violando

la hipótesis del mercado eficiente, ver (Harvey and Shephard [51]).

Asai y McAleer [5] consideraron una extensión multivariada del modelo de Harvey y Shephard [51].
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El modelo es dado por

Yt “ H
1{2
t εt, (3.28)

H
1{2
t “ diag pexpph1t{2q, . . . , expphpt{2qq “ diag pht{2q, (3.29)

ht`1 “ µ ` ϕ d ht ` ηt, (3.30)
¨

˝

εt,

ηt

˛

‚„ N

»

–

¨

˝

0

0

˛

‚ ,

¨

˝

Σε L

L Ση

˛

‚

fi

fl , (3.31)

L “ diag pλ1ση,11, . . . , λmση,ppq ,

donde el parámetro λi , i “ 1, . . . , p, se espera que sea negativa.

Un modelo MSV más completo propuesto por Ishihura y Omori [53] que es el que integraremos a

un modelo VAR pkq en el capítulo 4 es presentado de la siguiente manera.

Sea yt “ py1t, . . . , yptq
T denotando un conjunto de observaciones en el tiempo t sobre p retornos

activos, y sea αt “ pαit, . . . , αptq
T “ ht ´ µ, donde ht “ ph1t, . . . , hptq

T es el correspondiente vector

de log verosimilitud y µ “ pµ1, . . . , µpqT es su vector media. Entonces el modelo MSV es dado por

Yt “ V
1{2
t εt, t “ 1, . . . , n, (3.32)

αt´1 “ Φαt ` ηt, t “ 1, . . . , n ´ 1, (3.33)

α1 „ Npp0,Σ0q, (3.34)

donde

V
1{2
t “ diag pexppα1t{2q, . . . , exppαmt{2qq ,

Φ “ diag pϕ1, . . . , ϕmq,
¨

˝

εt

ηt

˛

‚„ Np0,Σq, Σ “

¨

˝

Σεε Σεη

Σηε Σηη

˛

‚, (3.35)
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además

ρij,εε σi,εε σj,εε, es el elemento ij-ésimo de Σεε,

ρij,εη σi,εε σj,ηη, es el elemento ij-ésimo de Σεη,

ρij,ηη σi,ηη σj,ηη, es el elemento ij-ésimo de Σηη,

con coeficiente de correlación

ρij,εε “ corr pεit, εjtq,

ρij,εη “ corr pεit, ηjtq,

ρij,ηη “ corr pηit, ηjtq,

y desviación estándar

σi,εε “
a

Var pεitq,

σi,ηη “
a

Varpηitq.

Para hacer cumplir la estacionariedad de αt suponemos que |ϕi| ă 1 y el pi, jq-ésimo elemento de

Σ0 es el pi, jq-ésimo elemento de Σηη dividido por 1 ´ ϕi ϕj pi, j “ 1, . . . , pq o equivalentemente

vec pΣ0q “ pIp2 ´ Φ b Φq
´1 vec pΣηηq (3.36)

tal que Σ0 “ ΦΣ0Φ`Σηη donde b y vec pAq denota el producto Kronecker y una vectorización de

la matriz A.

3.3.2. Efecto de umbral

So et al. [91] propusieron un modelo umbral SV. La no linealidad del umbral se incorpora en las

especificaciones de la media y varianza del modelo. Ellos argumentan que dado que se cree que la

varianza tiende a ser mayor bajo la influencia de malas noticias qué bajo la influencia de buenas

noticias, es probable que la influencia autorregresiva en (3.2) este determinado por el signo de los
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rendimientos anteriores. Y por tanto, el tipo de umbral de modelos (Tong y Lim [98]; Tong, [96,97]

) parece ser muy apropiado para describir la asimetría en el mecanismo generador de varianza.

Además, Li y Lam [61] argumentaron que la magnitud de los retornos depende del signo de los

retornos. El modelo es como sigue:

Defina un conjunto de variables aleatorias Bernoulli st por

st “

$

’

&

’

%

0 si rt´1 ă 0,

1 si rt´1 ě 0,

entonces el modelo SV de umbral (THSV) es dado de la siguiente manera

rt “ Ψ0St
` Ψ1St

rt´1 ` yt, (3.37)

yt “
a

ht ut, ut „ Np0, 1q, (3.38)

log ht`1 “ αSt`1 ` ϕSt`1 log ht ` ηt, ηt „ Np0, σ2
q. (3.39)

So et al. [90] introdujeron un modelo de volatilidad de umbral multivariado para series de tiempo

de rendimiento financiero múltiple. El modelo multivariado THSV es como sigue:

Sea rt “ pr1t, . . . , rptq
T la serie de tiempo de dimensión m de interés. Defina un conjunto de

variables aleatorias Bernoulli st por

st “

$

’

&

’

%

0 si zt´1 ă 0,

1 si zt´1 ě 0,

donde zt es la variable umbral. En general, zt puede ser una función de la variable de retorno rt

o cualquier variable exógena.

43



CAPÍTULO 3. MODELOS DE VOLATILIDAD ESTOCÁSTICA MULTIVARIADO

El modelo MTHSV es dado por

rt “ Ψ0St
` Ψ1St

rt´1 ` yt, (3.40)

yit “
a

hit uit, i “ 1, . . . , p, donde ut „ Npp0, Ipq, (3.41)

αi`1 “ Φ0St´1
` Φ1St´1

αt ` ηt, ηt „ Npp0,Σηq, (3.42)

donde ut y ηt son procesos de ruido blanco multivariados independientes, yt “ py1t, . . . , ymtq
T

y αt “ plog h1t, . . . , log hptq
T . Note que las matrices de coeficientes Ψ0St

,Ψ1St
,Φ0St`1

y Φ1St`1

dependen de zt.

3.3.3. Efecto asimétrico general

Danielsson [29] sugirió un tipo alternativo de modelo SV asimétrico en el que utiliza la función de

valor absoluto para capturar el signo y la magnitud del valor anterior de los retornos normalizados

para incorporar el comportamiento asimétrico.

Asai y McAleer [5] llaman este modelo SV con efecto de apalancamiento y tamaño, (SV-LSE), ade-

más comentan que el modelo de Danielsson [29] incorporó el retorno observado en la especificación

SV, ya que no es computacionalmente sencillo en el marco SV las perturbaciones normalizadas. El

modelo SV-LSE es de la siguiente manera

yt “ σt εt, t “ 1, . . . , n, (3.43)

εt “ ρ εt´1, εt „ Np0, 1q, (3.44)

σ2
t “ exprω ` γ1yt´1 ` γ2|yt´1| ` δ ln σ2

t´1 ` vηts, ηt „ Np0, 1q, (3.45)

donde n es el número de observaciones. El vector de parámetros a estimar es θ “ pω, δ, v, γ1, γ2, ρqT .
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Asai y McAleer [5] extendieron el modelo SV-LSE a el caso multivariado de la siguiente manera

yt “ Dt εt, (3.46)

Dt “ diag texpph1t{2q, . . . , expphpt{2qu “ diag texpp0.5htqu, (3.47)

ht`1 “ µ ` γ1 d yt ` γ2 d |yt| ` ϕ d ht ` ηt, (3.48)
¨

˝

εt

ηt

˛

‚ „ N

¨

˝

¨

˝

0

0

˛

‚ ,

¨

˝

Σε 0

0 Ση

˛

‚

˛

‚. (3.49)

3.3.4. Modelo Factor

Cuando en un modelo MSV la dimensión p es muy grande podría ser computacionalmente difícil

estimarlo por la cantidad de parámetros y variables latentes. Además, en muchos casos, es más

apropiado usar factores comunes para describir los comovimientos entre muchos retornos de ac-

tivos. Para permitir una parametrización más parsimoniosa, se ha propuesto en la literatura una

clase de modelos factoriales MSV. También comentan que los modelos MSV factor además de la

capacidad de garantizar la parsimonia, pueden capturar las características comunes en los retornos

y volatilidades de los activos y, por lo tanto, tienen un vínculo natural con la teoría de precios de

arbitraje (APT) de Ross [82].

Harvey et al. [50] introdujeron por primera vez el modelo MSV factor aditivo modificando el

siguiente modelo de espacio de estados

Wt “ ´1.27 1p ` ht ` ξt, ξt „ Npp0,Σξq, (3.50)

ht “ ht´1 ` ηt, ηt „ Npp0,Σηq, (3.51)

donde Wt y ξt son vectores p ˆ 1 con elementos wit “ log y2it y ξit “ log ε2it ` 1.27 , i “ 1, . . . , p,

respectivamente y 1p es un vector p ˆ 1 de unos. εt y ηt son no correlacionadas.

Harvey et al. [50] modificaron el modelo de la ecuación (3.50)-(3.51) concentrándose en el ca-

so donde hay movimientos persistentes en la volatilidad, modelados por una caminata aleatoria
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multivariante para obtener el modelo factor. El modelo es como sigue

Wt “ ´1.27 1p ` θ ht ` h̄ ` ξt, (3.52)

ht “ ht´1 ` ηt, (3.53)

donde θ es una matriz de coeficientes p ˆ k con k ď p, ht y ηt son vectores de k ˆ 1, Ση es una

matriz definida positiva k ˆ k y h̄ es un vector pˆ 1 en el que los primeros k elementos son iguales

a cero, mientras que los p ´ k elementos restantes no están restringidos.

Asai et al. [6] comentan que la idea básica se toma prestada de los modelos ARCH multivariados de

factores y, más generalmente de las descomposiciones factoriales de las estructuras de covarianza

en el análisis multivariado, donde los retornos se descomponen en dos componentes aditivos. El

primer componente tiene un número menor de factores, que captura la información relevante para

la fijación de precios de todos los activos, mientras que el otro componente es el ruido idiosincrásico,

que captura la información específica del activo.

El modelo de Harvey [50] fue extendido por Jacquier [54], Kim et al. [59], Pitt y Shephard [77],

Aguilar y West [1]. Chib et al. [19] propusieron un modelo MSV factor general con errores de colas

pesadas y saltos. El modelo es dado por

yt “ B ft ` Kt qt ` ut, (3.54)

donde yt “ py1t, . . . , yptq
T denotan las p observaciones en el tiempo t, ft “ pf1t, . . . , fktq

T denotan

los k factores no observados, qt denota p variables aleatorias independientes Bernoulli "saltos".

B es una matriz de parámetros desconocidos, y Kt “ diag pk1t, . . . , kptq son los tamaños de salto.

Chib et al. [19] asumen que cada elemento qjt de qt toma el valor uno con probabilidad κj y el

valor cero con probabilidad 1 ´ κj. Cada elemento ujt de ut sigue una distribución t-student con

grados de libertad vj ą 2, que expresan en forma jerárquica como

ujt “ λ
´1{2
jt εjt, λjt „ Gamma

´vj
2
,
vj
2

¯

, t “ 1, . . . , n,
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donde
¨

˝

εt

ft

˛

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Vt, Dt, Kt, qt „ Np`k

¨

˝

¨

˝

0

0

˛

‚ ,

¨

˝

Vt 0

0 Dt

˛

‚

˛

‚,

εt y ft son vectores aleatorios gaussianos condicionalmente independientes y

Vt “ Vtphtq “ diag pexpph1tq, . . . , expphptqq , es de dimensión p ˆ p,

Dt “ Dtphtq “ diag pexpphp`1,tq, . . . , expphp`k,tqq , es de dimensión k ˆ k,

donde ht son las variables aleatorias no observables. Cada hjt sigue un proceso de volatilidad

estocástica independiente de tres parámetros pµj, ϕj, σjq

hjt ´ µj “ ϕjphjt´1 ´ µjq ` σj ηjt, ηjt „ Np0, 1q,

lnp1 ` κjtq „ N

ˆ

´
1

2
δ2j , δ

2
j

˙

, j ď p,

δ “ pδ1, . . . , δpq son parámetros desconocidos.

Ishihara y Omori [74] extendieron el modelo MSV factor discutido por Chib et al. [19] al modelo

con efectos de apalancamiento pero sin saltos. El modelo es de la siguiente manera

Yt “ B ft ` λ
´1{2
t V

1{2
1t ε1t, t “ 1, . . . , n, (3.55)

ft “ V
1{2
2t ε2t, t “ 1, . . . , n, (3.56)

αt`1 “ Φαt ` ηt, t “ 1, . . . , n ´ 1, (3.57)

αj1 „ N

ˆ

0,
σ2
jε

p1 ´ ϕ2
jq

˙

, j “ 1, . . . , p ` k, (3.58)
¨

˝

εt

ηt

˛

‚„ N2pp`kqp0,Σq, Σ “

¨

˝

Σεε Σεη

Σηε Σηη

˛

‚, (3.59)

λt „ Gamma
´ν

2
,
ν

2

¯

,

V
1{2
t “ diag

´

V
1{2
1t , V

1{2
2t

¯

,

εt “
`

εT1t, ε
T
2t

˘T
,

Φ “ diag pϕ1, . . . , ϕp`kq,
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V
1{2
1t “ diag pexppα1t{2q, . . . , exppαpt{2qq ,

V
1{2
2t “ diag pexppαm`1,t{2q, . . . , exppαp`k,t{2qq ,

Σεε “ diag pσ2
1ε, . . . , σ

2
p`k,εq,

Σηη “ diag pσ2
1η, . . . , σ

2
p`k,ηq,

Σεη “ diag pρ1 σ1ε σ1η, . . . , ρp`k σp`k,ε σp`k,ηq,

αt “ pα1t, . . . , αp`k,tq
T

“ ht ´ µ.

Quintana y West [79] consideraron por primera vez el modelo de factores multiplicativos también

conocido como modelos de factores discontinuo. Un modelo factor multiplicativo con k factores es

dado por

rt “ µt ` exp

ˆ

Wht

2

˙

ξt, (3.60)

hit`1 “ δi ` γi hit ` σηiηit, i “ 1, . . . , k, (3.61)

donde W es una matriz de N ˆ k de cargas factoriales que es de rango k y ht “ ph1t, . . . , hktq
T .

3.4. Métodos de Estimación

En los modelos GARCH la densidad predictiva de los retornos depende de la volatilidad, que se

puede medir con respecto al conjunto de información implicando que la estimación por máxima

verosimilitud sea sencilla. En los modelos MSV no es sencillo debido a que la volatilidad está latente

y debe integrarse a partir de la función verosimilitud conjunta de los retornos y la volatilidad.

Por lo que los modelos MSV no tienen una expresión de forma cerrada para la función verosimilitud.

Diferentes métodos se han implementado para la estimación tanto de los modelos SV como los MSV,

una revisión completa de estos métodos de estimación los podemos encontrar en Broto y Ruiz [15],

Asai [6] y Handbook [8].
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Asai et al. [6] comentan cinco criterios que se deben tener en cuenta en la elección de un método

de estimación:

1. Eficiencia estadística.

2. La estimación de la volatilidad latente.

3. Determinación de los métodos óptimos de filtrado, suavizado y pronóstico.

4. Eficiencia computacional.

5. Aplicabilidad para modelado flexible.

En éste apartado, se muestran algunos de los métodos de estimación aplicados en los modelos de

la sección 3.2

Para el modelo de la ecuación (3.4)-(3.6) propuesto por Harvey [50] el método que propusieron

para la estimación de los parámetros pµ, ϕ,Σε,Ση, Hq donde H “ phT
1 , . . . , h

T
n qT es el método cuasi

máxima verosimilitud (QML). Para lograr esto hicieron los siguientes cálculos

yit “ exp

ˆ

hit

2

˙

εit,

y2it “ exp phitq ε
2
it,

logpy2itq “ hit ` ξit, ξit “ log pε2itq.

Obteniendo el modelo de espacio de estados

y˚
t “ ht ` ξt, Epξtq “ 1.2704 1p, (3.62)

ht`1 “ µ ` ϕ d ht ` ηt, (3.63)

ξt es no normal aunque en el caso univariado es aproximado a una densidad normal. Además,

demostraron que el ij-ésimo elemento de la matriz de covarianza de ξt, Cov pξtq “ Σξ es dado por

pπ2{2q ρ˚
ij, donde

ρ˚
ij “

$

’

’

&

’

’

%

1 i “ j,

2

π2

8
ÿ

k“1

pk ´ 1q!

p1{2qk k
ρ2kij i ‰ j,
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pxqk “ xpx` 1q . . . px` k ´ 1q. El valor absoluto de ρij y la correlación cruzada entre las diferentes

ξit puede ser estimada a partir de las observaciones. Los signos se pueden obtener retornando a

las observaciones no transformadas y señalando que el signo de cada una de los dos pares ξiξj sea

el mismo que el correspondiente del valor observado yi yj. Así el signo de ρij es estimado como

positivo si más de la mitad de los pares yi yj son positivos. Tratando ξt como gaussiana, el modelo

de espacio de estados (3.62)-(3.63) se puede estimar usando los estimadores QML obtenidos a

partir del filtro de Kalman.

Para el modelo de la ecuación (3.28)-(3.31) propuestó por Asai y McAleer [5] los parámetros

a estimar son pµ, ϕ,Σε,Ση, L,Hq. El método que propusieron para estimar los parámetros fue

derivando la forma espacio de estados para el modelo con efecto de apalancamiento de la ecuación

(3.28)-(3.31). El espacio de estados resultante es

y2t “ ln py2t q “ ht ` ξt, (3.64)

ξt “ ln pε2t q,

ht`1 “µt ` µ˚
t ` ϕ d ht ` η˚

t , (3.65)

η˚
t „Npp0,Σ˚

ηi,t
q, (3.66)

Epη˚
t ξ

T
t q “L˚

t ,

Σ˚
ηi,t

“Ση ´ LP´1
ε L ` LP´1

ε

„"

P|ε| ´
2

π
ttT

*

d psts
T
t q

ȷ

P´1
ε L,

µ˚
t “

c

2

π
LP´1

ε st,

L˚
t “LP´1

ε

«#

P|ε| ´ c

c

2

π

+

d pstt
T

q

ff

.

El espacio de estado (3.64)-(3.66) se puede estimar al igual que Harvey [50] aplicando el método

QML basado en el filtro de Kalman. Asai y McAleer [5] utilizan el método de verosimilitud de

Monte-Carlo el cual explican en detalle.

Para el modelo con efecto de apalancamiento cruzado (3.32)-(3.36) propuesto por Ishihara y Omori

[53] los parámetros a estimar son pΦ,Σ, αq. Ishihara y Omori [53] tomaron un enfoque bayesiano

y emplearon el método de simulación MCMC para generar muestras de la distribución posterior

para realizar inferencias estadísticas con respecto a los parámetros del modelo.
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Tomando α “ pαT
1 , . . . , α

T
n qT , Yn “ pyT1 , . . . , y

T
n qT , y ϕ “ pϕ1, . . . , ϕpqT implementaron el algoritmo

MCMC en tres etapas:

1. Generar α |ϕ,Σ, Yn.

2. Generar Σ |ϕ, α, Yn.

3. Generar ϕ |Σ, α, Yn.

Para muestrear α discuten dos métodos. El primer método es el muestreo de un solo movimiento

(single-move) en el que muestrean un estado αt dado los otros estados αj. La función de densidad

de probabilidad condicional posterior de αt es

πpαt | tαsus‰t, ϕ,Σ, Ynq 9 exp

"

´
1

2
pαt ´ mαtq

T Σ´1
αt

pαt ´ mαtq ` gpαtq

*

, (3.67)

donde

mαt “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Σα1

`

´1
2
1p ` ΦM1α2

˘

, t “ 1,

Σαt

`

´1
2
1p ` ΦMtαt`1 ` Mt´1Φαt´1 ` Nt´1

˘

, 1 ă t ă n,

Σαn

`

´1
2
1p ` Mn´1Φαn´1 ` Nn´1

˘

, t “ n,

Σαt “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pΣ´1
0 ` ΦM1Φq´1, t “ 1,

pMt´1 ` ΦMtΦq´1, 1 ă t ă n,

M´1
n´1, t “ n,

Mt “Σ´1
ηη ` Σ´1

ηη Σηε S
´1
t Σεη Σ

´1
ηη , Nt “ Σ´1

ηη ΣηεS
´1
t V

´1{2
t yt,

St “

$

’

&

’

%

Σεε ´ Σεη Σ
´1
ηη Σηε, t ă n,

Σεε, t “ n.

gpαtq “ ´
1

2
ytt Σ

´1
t yt ` yTt Σ´1

t µt, µt “ V
1{2
t mt, Σt “ V

1{2
t St V

1{2
t ,

mt “

$

’

&

’

%

Σεη Σηη pαt`1 ´ Φαtq, t ă n,

0, t “ n.
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Ishihara y Omori [53] muestrean de (3.47) usando el algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) ge-

nerando un candidato α˚
t „ Npmαt , Σαtq y aceptando con probabilidad

mı́n texp pgpα˚
t q ´ gpαtqq , 1u

para t “ 1, . . . , n, donde αt es el valor actual.

El segundo método es el muestreo de múltiples movimientos (multi-move) propuesto por prime-

ra vez por Shephard y Pitt [85] para estimar modelos de series de tiempo no gaussianos. Los

muestreadores de múltiples movimientos funcionan actualizando varias variables al mismo tiempo.

Omori y Watanabe [76] desarrollaron un muestreo de bloques para modelos de volatilidad esto-

cásticos asimétricos. Primero derivaron un algoritmo recursivo para encontrar una moda posterior

del vector de estado para un modelo de mediciones no gaussianas con una ecuación de estado

lineal utilizando la expansión de Taylor del logaritmo de la densidad posterior condicional para las

perturbaciones. Luego, definen una ecuación de medición lineal y gaussiana aproximada basada en

la moda posterior obtenida.

Ishihara y Omori [53] extendieron el modelo de Omori y Watanabe [76] al caso multivariado.

Primero, dividen α “ pαT
1 , . . . , α

T
n qT en K ` 1 bloques pαT

ki´1`1, . . . , α
T
ki

qT , i “ 1, . . . , K ` 1, con

k0 “ 0, kK`1 “ n y ki ´ ki´1 ě 2. K nodos pk1, . . . , kKq son generados aleatoriamente usando

ki “ int
„

n ˆ pi ` Uiq

pK ` 2q

ȷ

, i “ 1, . . . , K,

donde los Ui son variables aleatorias uniformes independientes en p0, 1q.

Para encontrar la distribución de densidad conjunta condicional completa del i-ésimo bloque su-

ponen que ki´1 “ s y ki “ s ` m. Denotan xt “ R´1
t ηt, donde la matriz Rt denota una des-

composición de Choleski de Σηη “ Rt R
T
t para t ą 0, Σo “ R0R

T
0 para t “ 0. Para construir

una distribución propuesta para el algoritmo MH, se enfocan en la distribución de las pertur-

baciones x “ pxT
s , . . . , x

T
s`m´1qT , que es fundamental en el sentido que deriva la distribución de

a “ pαT
s`1, . . . , α

T
s`mqT . Entonces, el logaritmo de la distribución de densidad conjunta condicional

completa de x, excluyendo los términos constantes, es dada por
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log fpx|αs , αs`m`1 , ys , ys`mq “ ´
1

2

s`m´1
ÿ

t“s

xT
t xt ` L, (3.68)

donde

L “

s`m
ÿ

t“s

ℓt ´
1

2
pαs`m`1 ´ Φαs`mq

T Σ´1
ηη pαs`m`1 ´ Φαs`mq Ips ` m ă nq,

ℓt “ const ´
1

2
1Tp αt ´

1

2
pzt ´ mtq

TS´1
t pzt ´ mtq,

zt “ V
´1{2
t yt,

const “ constante.

Usando la expansión de Taylor de segundo orden en (3.68) alrededor de la moda x̂, obtienen la

densidad normal aproximada de f˚

log fpx|αs , αs`m`1 , ys , ys`mq « const ´
1

2

s`m´1
ÿ

t“s

xTt xt ` L̂ ` d̂T pa ´ âq ´
1

2
pa ´ âqT Q̂pa ´ âq, (3.69)

« const ` log f˚px|αs , αs`m`1 , ys , ys`mq, (3.70)

donde Q “ ´E
ˆ

B2L

Ba BaT

˙

y d “
BL

Ba
son evaluadas en a “ â ( es decir, x “ x̂ ).

Para encontrar una moda x̂ Ishihara y Omori [53] interpretaron la ecuación (3.70) como la densidad

de probabilidad posterior derivada de un modelo de espacio de estados auxiliar el cual es dado por

el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1

1. Inicializar x̂ y calcular â en x “ x̂ usando (3.33).

2. Evaluar d̂t , Ât y B̂t para t “ s ` 1, . . . , s ` m en la moda del paso (1). dt , At y Bt son

definidas de la siguiente manera:
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dt “ ´
1

2
1p `

1

2

␣

diag pztq ´ 2ΦΣ´1
ηη Σηε Ipt ă ηq

(

S´1
t pzt ´ mtq

` Σ´1
ηη Σηε S

´1
t´1pzt´1 ´ mt´1q Ipt ą 1q

` ΦΣ´1
ηη pαt`1 ´ Φαtq Ipt “ s ` m ă nq,

At “
1

4

␣

Ip ` S´1
t d pSt ` mt m

T
t q
(

` ΦΣ´1
ηη Σηε S

´1
t Σεη Σ

´1
ηη Φ Ipt ă nq

´
1

2

␣

ΦΣ´1
ηη ΣηεS

´1
t diagpmtq ` diagpmtqS

´1
t Σεη Σ

´1
ηη Φ

(

Ipt ă nq

` Σ´1
ηη Σεη S

´1
t´1Σεη Σ

´1
ηη Ipt ą 1q ` ΦΣηη Φ Ipt “ s ` m ă nq,

Bt “
1

2
Σ´1

ηη Σηε S
´1
t´1

␣

diagpmt´1q ´ 2Σεη Σ
´1
ηη Φ

(

,

donde Bs`1 “ 0.

3. Calcular recursivamnte Dt, bt y γ̂t usando d̂t, Ât y B̂t calculadas en el paso (2) para t “

s ` 1, . . . , s ` m. Notar que B̂s “ B̂s`m`1 “ 0, Ds “ 0 y bs “ 0.

Dt, bt y γ̂t son definidos de la siguiente manera:

Dt “ Ât ´ B̂t D
´1
t´1 B̂

T
t , bt “ d̂t ´ B̂t D

´1
t´1 bt´1, γ̂t “ α̂t ` D´1

t B̂T
t`1 α̂t`1.

4. Aplicar el filtro de Kalman y el suavizador de perturbaciones de Koopman [60] al siguiente

modelo de espacio de estados gaussianos lineal aproximado para obtener la moda posterior

x̂ y â

ŷt “Zt αt ` Gt ut, t “ s ` 1, . . . , s ` m, (3.71)

αt`1 “Φαt ` Ht ut, t “ s ` 1, . . . , s ` m ´ 1, (3.72)

donde

ut “puT
1t, x

T
t q

T
„ N2pp0, I2pq,

Ht “r0, Rts,

ŷt “γ̂t ` D´1
t bt, Zt “ Ip ` D´1

t B̂T
t`1Φ, Gt “ rpKT

t q
´1 , D´1

t B̂T
t`1Rts,

Dt “KtK
T
t , Kt es la descomposición de Choleski de Dt.
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5. Aplicar nuevamente el paso (2) con la moda posterior x̂ y α̂ calculadas en el paso (4).

El procedimiento se repite hasta que las estimaciones suavizadas converjan, y así obtener la moda

posterior de xt y αt. Shephard y Pitt [85] sugieren usar entre 2 a 5 iteraciones.

Para muestrear x de la densidad posterior condicional Ishihara y Omori [53] usan la moda x̂ obte-

nida del modelo de espacio de estado gaussiano lineal aproximado, y muestrean x de la distribución

condicional posterior mediante un algoritmo AR-MH de la siguiente manera:

Algoritmo 2

1. Encontrar una moda x̂ usando el algoritmo 1.

2. Usar la moda x̂ del paso (1) para obtener el modelo gaussiano lineal aproximado (3.71)-(3.72).

3. Proponer un candidato x˚ muestreando de fpx˚q9mı́n pfpx˚q, c f˚px˚qq usando el algoritmo

AR, donde c puede ser construido de un término constante y L̂ de (3.69).

a) Generar x˚ „ f˚ usando un simulador más suave (simulation smoother) (por ejem-

plo, Jong y Shephard [57]; Durbin y Koopman [37] usando el modelo gaussiano lineal

aproximado del paso (2)).

b) Aceptar x˚ con probabilidad mı́n

"

fpx˚q

c f˚px˚q
, 1

*

. Si es rechazado, volver a (a).

4. Dado el valor actual x, se acepta x˚ con probabilidad

mı́n

"

1 ,
fpx˚q mı́n pfpxq, c f˚pxqq

fpxq mı́n pfpx˚q , c f˚pxqq

*

.

Si es rechazado, se acepta el actual x como muestra.

Para muestras ϕ y Σ, Ishihara y Omori [53] suponen las siguientes distribuciones a priori

ϕj ` 1

2
„ βpaj, bjq, j “ 1, . . . , p,

Σ „ IW pn0, R0q,
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donde βpaj, bjq y IW pn0, R0q denotan la distribución Beta y Inversa Wishart respectivamente con

funciones de densidad de probabilidad

πpϕiq „ p1 ` ϕjq
aj´1

p1 ´ ϕjq
bj´1, j “ 1, . . . , p,

πpΣq „ |Σ|
p´n0`p`1q{2 exp

"

´
1

2
tr
`

R´1
0 Σ´1

˘

*

.

La función de densidad de probabilidad posterior condicional de ϕ es

πpϕ|Σ, α, Ynq9hpϕq ˆ exp

"

´
1

2
pϕ ´ µϕq

TΣ´1
ϕ pϕ ´ µϕq

*

, (3.73)

hpϕq “ |Σ0|
´1{2

P
ź

j“1

p1 ` ϕjq
aj´1 p1 ´ ϕjq

bj´1 exp

"

´
1

2
αT
1Σ0α1

*

,

µϕ “ Σϕb,

Σ´1
ϕ “ Σ22

d A,

A “

n´1
ÿ

t“1

αt α
T
t ,

b “ diagpB11, . . . , Bppq, Bii es el (i,i)-ésimo elemento de B,

B “

n´1
ÿ

t“1

!

αty
T
t V

´1{2
t Σ12

` αtα
T
t`1Σ

12
)

,

donde

Σii
“

»

–

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

fi

fl

Ishihara y Omori [53] muestrean de (3.73) usando un algoritmo MH generando un candidato de

una distribución normal truncada sobre la región R, ϕ˚ „ TNRpµϕ,Σϕq y R “ tϕ : |ϕj| ă 1 , j “

1, . . . , pu y aceptando con probabilidad

mı́n

"

hpϕ˚q

hpϕq
, 1

*

,

donde ϕ es la muestra actual.
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La función de densidad de probabilidad posterior condicional de Σ es

ΦpΣ|ϕ, α, Ynq9|Σ|
pn1`2p`1q{2 exp

"

´
1

2
trpR´1

1 Σ´1
q

*

ˆ gpΣq, (3.74)

gpΣq “|Σ0|
´1{2

|Σεε|
´1{2 exp

"

´
1

2

`

αT
1Σ0α1 ` yTnV

´1{2
n Σ´1

εε V
´1{2
n yn

˘

*

,

donde n1 “ n0 ` n ´ 1, R´1
1 “ R´1

0 `

n´1
ÿ

t“1

vt v
T
t y

Vt “

¨

˝

V
´1{2
t yt

αt´1 ´ Φαt

˛

‚.

Ishihara y Omori [53] muestrean de (3.74) usando un algoritmo MH generando un candidato

Σ˚ „ IW pn1, R1q y aceptando con probabilidad

mı́n

"

gpΣ˚q

gpΣq
, 1

*

,

donde Σ es la muestra actual.

Para el modelo de volatilidad de umbral multivariado de la ecuación (3.40)-(3.42) propuesto por

So [90], el método de estimación de los parámetros desconocidos es llevado a cabo utilizando

técnicas de MCMC.

3.5. Comparación de Modelos

Para escoger el mejor modelo Ishihara y Omori [53] para cada modelo estimado calculan el Cri-

terio de Información de Desviación (DIC) Spiegelhalter et al. [92]. Utilizan el filtro de partículas

auxiliar propuesto por Shephard y Pitt [84] para calcular la función verosimilitud ordinaria dado

los parámetros. Por último escogen el modelo que tiene la medida DIC más pequeña.
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Filtro de partículas

Para el modelo (3.32)-(3.36) propuesto por Ishihara y Omori [53] el filtro de partículas es como

sigue: Sea Yt “ py1, . . . , ytq el conjunto de información hasta el tiempo t y θ los parámetros,

fpαt|Yt, θq la función de densidad de probabilidad de αt dado pYt, θq y, es aproximada por f̂pαt|Yt, θq.

Considere el muestreo de la distribución conjunta condicional de pαt`1, αtq dado pYt`, θq con función

de densidad de probabilidad dado por

fpαt`1|Yt`1, θq9fpyt`1|αt`1qfpαt`1|yt, αt, θqfpαt|Yt, θq, (3.75)

donde

fpyt|αtq “ p2πq
´

p
2

ˇ

ˇ

ˇ
V

1
2
t ΣεεV

1
2
t

ˇ

ˇ

ˇ
exp

"

´
1

2
yTt V

´ 1
2

t Σ´1
εε V

´ 1
2

t yt

*

, (3.76)

fpαt`1|yt, αt, θq “ p2πq
´

p
2 |Σα|

´ 1
2 exp

"

´
1

2
pαt`1 ´ µα,t`1q

TΣ´1
α pαt`1 ´ µα,t`1q

*

, (3.77)

µα,t`1 “ Φαt ` ΣηεΣ
´1
εε V

´ 1
2

t yt, Σα “ Σηη ´ ΣηεΣ
´1
εε Σεη.

La función de densidad de probabilidad de importancia es dada por:

gpαi
t`1|Yt`1, θq9fpαt`1|yt, α

i
t, θqgpαi

t|Yt`1, θq,

donde

gpαi
t|Yt`1, θq “

fpyt`1|µ
i
t`1qf̂pαi

t|Yt, θq
řI

i“1 fpyt`1|µi
t`1qf̂pαi

t|Yt, θq
,

µi
α,t`1 “ Φαi

t ` ΣηεΣ
´1
εε V

i´
1
2

t yt, V i
t|αt“αi

t
.

La función de densidad de probabilidad de importancia gpαi
t`1|Yt`1, θq ayuda a los pesos wi a ser

más uniformes.

El filtro de partículas auxiliar se deriva de la siguiente manera:
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1. Inicializar t “ 1, y generar αi
1 „ Np0,Σ0q, pi “ 1, . . . , Iq.

a) Calcular wi “ fpy1|α
i
1, θq y almacenar w̄1 “

1

I

I
ÿ

i“1

wi.

b) Sea f̂pαi
1|Y1, θq “ πi

1 “
wi

I
ÿ

j“1

wj

, pi “ 1, . . . , Iq.

2. a) Para cada i, generar pαi
t`1, α

i
tq de gpαt`1, α

i
t|Yt`1, θq, pi, j “ 1, . . . , Iq de la siguiente

manera: Remuestrear αi
t, i “ 1, . . . , I, con probabilidad gpαj

t |Yt`1, θq, j “ 1, . . . , I. En-

tonces generar αi
1`1, i “ 1, . . . , I, de la distribución normal con función de densidad

fpαt`1|yt, α
i
t, θq.

b) Calcular

wi “
fpyt`1|α

i
t`1qf̂pαi

t|Yt, θq

gpαi
t`1|Yt`1, θq

para i “ 1, . . . , I, y almacenar w̄t “

I
ÿ

i“1

wi

I
.

c) Sea f̂pαi
t`1|Yt`1, θq “ πi

t`1 “
wi

I
ÿ

j“1

wj

, pi “ 1, . . . , Iq.

3. Incrementar t una unidad y volver al paso 2.

Luego,

n
ÿ

t“1

log w̄t
p
ÝÑ

n
ÿ

t“1

log fpyt|Yt´1, θq cuando I Ñ 8. (3.78)

es un estimador consistente de la verosimilitud logarítmica condicional.

Criterio de Información de Desviación

La medida DIC Spiegelhalter et al. [92] es definido por

DIC “Eθ|YnrDpθqs ` PD, (3.79)
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donde

PD “ Eθ|YnrDpθqs ´ DpEθ|Ynrθsq, Dpθq “ ´2 log fpYn|θq. (3.80)

Para calcular Eθ|YnrDpθqs se puede aproximar mediante
1

M

M
ÿ

m“1

Dpθpmq
q, θpmq se vuelven a mues-

trear a partir de la distribución posterior. El error estándar del estimador es obtenido estimando

repetidamente Eθ|YnrDpθqs. DpEθ|Ynθq es igual a Dpθq evaluado en la media posterior. Ishihara y

Omori [53] configuraron M “ 100, I “ 10000 y repitieron 10 veces Eθ|YnrDpθqs para obtener el

error estándar.
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Capítulo 4

Modelo Autorregresivo Vectorial con

Volatilidad Estocástica Multivariada

Los mercados financieros son dependientes entre sí, por esa razón es necesario considerarlos en

conjunto para comprender mejor su estructura dinámica. Conocer cómo se interrelacionan los

mercados es de gran importancia en las finanzas. Los modelos VAR son excelentes herramientas

para conocer el comportamiento dinámico de las series financieras.

Una característica de las series financieras es la volatilidad. La volatilidad no es constante en el

tiempo por lo que un modelo como en (2.1) en el que la matriz de covarianza es constante en el

tiempo no es adecuado para modelar las series de tiempo financieras. Los modelos MSV son útiles

para medir la volatilidad. Muchos estudios (ver por ejemplo Primiceri [78]) en los que se integran

los modelos VAR con los MSV muestran evidencia empírica de una mejoría significativa en la

descripción de los datos y el pronóstico de variables macroeconómicas. En este capítulo integramos

un modelo VAR con un modelo MSV de apalancamiento cruzado.

El resto del capítulo está organizado de la siguiente manera. En la sección 4.1 se presentan diferentes

modelos MSV-VAR propuestos y sus aplicaciones. En la sección 4.2 se presenta el modelo VAR-

MSV con efecto de apalancamiento cruzado. En la sección 4.3 se presenta el método de estimación.

En la sección 4.4 se expone el método para escoger el orden VAR-MSV. En la sección 4.5 se presenta

un ejemplo con datos simulados. Por último en la sección 4.6 se presentan resultados empíricos
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aplicando el modelo MSV-VAR a datos reales.

4.1. Revisión de la Literatura de Modelos VAR-MSV

Uhlig [101] introduce la volatilidad estocástica multivariada sin restricciones en el contexto de los

modelos autorregresivos vectoriales. El modelo que propuso es de la siguiente manera

Yt “ A0Vt ` B1yt´1 ` . . . ` Akyt´k ` R´1
t εt, t “ 1, . . . , n, (4.1)

Ht`1 “
1

λ
RT

t ΣtRt, t “ 0, . . . , n ´ 1, (4.2)

donde

εt „ Np0, Ipq,

εt „ βp

ˆ

v ` c ` kp

2
,
1

2

˙

,

Yt , t “ 1 ´ k, . . . , n de dimensión p ˆ 1 son datos observables. Vt de dimensión c ˆ 1 denota

regresores deterministas como una constante y una tendencia de tiempo. La matriz de coeficientes

B0 es de dimensión p ˆ c. Las matrices de coeficientes Bi , i “ 1, . . . , k son de dimensión p ˆ p.

v ą p ´ 1 y λ ą 0 son parámetros. εt , t “ 1, . . . , n son de dimensión p ˆ 1. Σt , t “ 1, . . . , n son de

dimensión pˆp distribuidos independientemente. Rt denota la descomposición de Cholesky superior

de Hb y βmpa, bq denota la distribución beta multivariada. Uhlig [101] escogió la distribución beta

multivariante para explotar una conjugación entre esa distribución y la distribución Wishart para

que la integración sobre el choque no observado en la matriz de precisión se puede realizar de

forma cerrada, lo que lleva a una generalización de las fórmulas estándar de filtro de Kalman, el

problema de filtrado no lineal.

Cogley [25] para estimar la tendencia de crecimiento en la “nueva economía” desarrolló una estra-

tegia de filtrado bayesiano. La especulación sobre el crecimiento es importante para una variedad

de decisiones de política pública. Además, las estimaciones de crecimiento tendencial también

son importantes para la política monetaria. En un modelo homocedástico como el de la ecuación
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(2.1) del capítulo 2 la tendencia de crecimiento es constante en el tiempo. Cogley [25] supone que

la tendencia de crecimiento varia con el tiempo. Define el crecimiento tendencial de la siguiente

manera

τt “ S∆qpI ´ Atq
´1µt (4.3)

y el espectro de poder instantáneo se define como

fyypw, tq “ S
`

I ´ Ate
´ıw

˘´1

ˆ

Σt

2π

˙

”

`

I ´ Ate
´ıw

˘´1
ıT

ST . (4.4)

Cogley [25] calcula At, µt,Σt , t “ 1, . . . , n y S∆q, S usando un modelo autorregresivo vectorial

bayesiano con parámetros variando en el tiempo que es dado por

Yt “ XT
t βt ` εt, εt „ Np0,Σtq, (4.5)

donde Xt incluye constantes más rezagos de Yt, βt es un vector de parámetros VAR variando en el

tiempo.

Al aplicar las variables de manera correcta expresa (4.5) en forma complementaria como

zt “ µt ` Atzt´1 ` ut, (4.6)

donde zt consiste en valores actuales y lags de Yt, µt contiene las intersecciones en βt y At contiene

los parámetros autorregresivos en el tiempo t. S∆q es un vector fila que selecciona el crecimiento

del producto interno bruto (PIB) real de zt. βt evoluciona como una caminata aleatoria con barrera

reflectante de la siguiente manera

βt “ βt´1 ` Wt, Wt „ Np0, Qq. (4.7)

Para modelar Σt adopta una versión multivariada del modelo de volatilidad estocástica de Jacquier

et al. [56] donde
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Σt “B´1Ht

`

B´1
˘T

, (4.8)

Ht “

¨

˝

h1t 0

0 h2t

˛

‚, (4.9)

B “

¨

˝

1 0

b 1

˛

‚, (4.10)

hit , i “ 1, 2, . . . son volatilidades estocásticas univariadas e independientes que evolucionan como

caminata aleatoria geométricas sin deriva.

logphitq “ logphit´1q ` σiηit, ηit „ N p0, 1q, (4.11)

donde ηit son independientes entre sí y de los otros choques del modelo, EpξtW
T
t q “ 0 @ s, t ξt “

Σ
´1{2
t εt. También se asume que ambos Wt y ξt son independientes entre ηt.

Cogley y Sargent [26] presentan densidades posteriores para varios objetos que son pertinentes

para diseñar y evaluar política monetaria. Para este fin usan un modelo autorregresivo vectorial

con parámetros variando en el tiempo y volatilidad estocástica como en (4.5), (4.7)-(4.11) con sus

respectivas restricciones. Las variables que usan en este modelo son inflación, desempleo y tasa de

interés.

Primiceri [78] estimó un modelo autorregresivo vectorial estructural con parámetros variando en

el tiempo con el fin de investigar las causas potenciales del pobre desempeño económico de los

Estados Unidos en los años 70 y principios de los 80 y, en qué medida la política monetaria

desempeño un papel importante en esos episodios de alto desempleo e inflación. Primiceri [78] usa

los parámetros variando en el tiempo para medir los cambios de política y los cambios implícitos en

el comportamiento del sector privado. Las ecuaciones múltiples del modelo las usa para comprender

cómo los cambios en la política han afectado al resto de la economía. A diferencia del modelo

de Cogley [25] y, Cogley y Sargent [26] el modelo propuesto por Primiceri [78] permite que las

correlaciones simultaneas entre las variables varíen en el tiempo. El modelo es de la siguiente

manera
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Yt “ Vt ` A1,tYt´1 ` . . . ` Ak,tYt´k ` B´1
t Σtεt, (4.12)

donde VARpεtq “ Ip.

Yt es un vector de dimensión pˆ1 de variables endógenas observadas. Vt es un vector de dimensión

p ˆ 1 de coeficientes variando en el tiempo que multiplican términos constantes. Ait , i “ 1, . . . , k

son matrices de dimensión p ˆ p de coeficientes variando en el tiempo

Σt “diag pσ1,t, . . . , σp,tq,

Bt “

»

—

—

—

—

—

—

–

1 0 . . . 0

a21,t 1
... . . . . . . ...

ap1,t . . . app´1,t 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Primiceri [78] reescribe (3.12) de la siguiente manera

Yt “ XT
t βt ` B´1

t Σtεt. (4.13)

La dinámica de los parámetros variando en el tiempo del modelo los especifica de la siguiente

manera

βt “βt´1 ` wt, (4.14)

λt “λt´1 ` ϱt, (4.15)

logpσtq “ logpσt´1q ` ηt, (4.16)

donde λt es el vector de elementos distintos de cero y distintos de uno de la matriz Bt, σt es el

vector de los elementos de la diagonal de Σt.

Primiceri [78] supone que todas las innovaciones en el modelo tienen una distribución normal

conjunta con los siguientes supuestos sobre la matriz de covarianza
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Var

»

—

—

—

—

—

—

–

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

εt

wt

ϱt

ηt

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

—

—

–

Ip 0 0 0

0 Q 0 0

0 0 S 0

0 0 0 W

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, (4.17)

donde Q,S y W son matrices definidas positivas.

Benati [10] usa un modelo autorregresivo vectorial estructural bayesiano de parámetros variables

en el tiempo con volatilidad estocástica como en (4.12)-(4.17), para investigar la contribución de

la política monetaria a los cambios en el crecimiento de la producción y la dinámica de la inflación

en los Estados Unidos.

Galí y Gambetti [45] usa un modelo autorregresivo vectorial estructural con parámetros variando en

el tiempo y volatilidad estocástica como en (4.12)-(4.17) con el fin de proporcionar evidencia sobre

algunos de los cambios experimentados por la economía de Estados Unidos durante el período

posterior a la Segunda Guerra Mundial y alrededor del momento del quiebre de la volatilidad

asociado con la Gran moderación.

Basándose en la evidencia de Cogley y Sargent [26] y Primiceri [78] de que los modelos autorregre-

sivos vectoriales con parámetros variables en el tiempo y volatilidad estocástica son muy relevantes

para caracterizar correctamente los cambios estructurales en la economía de los Estados Unidos,

Gambetti et al. [28] propusieron un modelo como en (4.12)-(4.17) para pronosticar en tiempo real

tres variables macroeconómicas de los Estados Unidos, a saber, tasa de desempleo, inflación y una

tasa de interés a corto plazo con el objetivo de evaluar si el modelo de los cambios estructurales pue-

de mejorar la precisión de los pronósticos de las series temporales macroeconómicas. Pronostican

hasta 3 años hacia adelante usando errores de pronóstico cuadráticos medios y puntajes predictivos

logarítmicos. Gambetti et al. [28] obtienen pronósticos utilizando la densidad predictiva posterior.

Clark [23] usa un modelo autorregresivo vectorial bayesiano con volatilidad estocástica para exa-

minar la precisión de los pronósticos de densidad en tiempo real de las variables macroeconómicas

de Estados Unidos. Evalúa los pronósticos para cuatro variables: Crecimiento de la producción,
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tasa de desempleo, inflación y tasa de fondos federales. El modelo es de la siguiente manera

ΦpLqpYt ´ A0dtq “B´1V
1{2
t εt, εt „ Np0, Ipq, (4.18)

V
1{2
t “diag

ˆ

h1t

2
,
h2t

2
, . . . ,

hpt

2

˙

, (4.19)

logphitq “ logphit´1q ` ηit, ηit „ N p0, σiq, (4.20)

donde Yt es de dimensión p ˆ 1 son vectores observados, dt de dimensión q ˆ 1 son vectores de

variables determinadas. ΦpLq “ Ip´A1L´A2L
2´. . .´AkL

k. L es un operador tal que LiYt “ Yt´i.

A0 es una matriz de dimensión p ˆ q de coeficientes en la variable determinista. B es una matriz

triangular inferior con elementos 1 en la diagonal y coeficientes bij en la i-ésima fila y j-ésima

columna, i “ 2, . . . , p , j “ 1, . . . , i ´ 1. ηit son independientes e idénticamente distribuidas.

Clark y Ravazzolo [24] compara la precisión para el pronóstico puntual y de densidad en tiempo real

de varios modelos. Los modelos que usa son los autorregresivos y los autorregresivos vectoriales.

Ambas clases de modelos son probados con distintas configuraciones en la volatilidad. Las distintas

configuraciones de la volatilidad son de la siguiente manera

(i) Volatilidad constante.

(ii) Volatilidad estocástica.

(iii) Volatilidad estocástica estacionaria.

(iv) Volatilidad estocástica con colas pesadas.

(v) Volatilidad estocástica y parámetros variando en el tiempo.

(vi) Autorregresivo generalizado condicional heterocedástico.

Las variables que pronostican son: Crecimiento del producto interno bruto, tasa de desempleo,

inflación en el deflactor del producto interno bruto y la tasa de las letras del Tesoro de los Estados

Unidos a 3 meses.

Chiu et al. [20] propone un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocástica y errores

t de Student para investigar el ajuste dentro de la muestra y el rendimiento de pronóstico fuera
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de la muestra. Calcula la verosimilitud marginal con un filtro de partículas y compara el ajuste

dentro de la muestra y el rendimiento de pronóstico fuera de la muestra con otros tres modelos, a

saber, un modelo autorregresivo vectorial gaussiano, un modelo autorregresivo vectorial con error

t de Student y un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocástica. Las variables que

usan son: Crecimiento de producción industrial, tasa de inflación, tasa de interés a corto plazo y

el índice SP500 de Estados Unidos. El modelo que proponen es de la siguiente manera

Yt “V ` A1Yt´1 ` . . . ` AkYt´k ` Σ
1{2
t εt, εt „ Np0, Ipq, (4.21)

Σt “B´1HtpB
´1

q
T , (4.22)

Ht “diag
ˆ

h2
1t

λ1,t

, . . . ,
h2
pt

λp,t

˙

, (4.23)

lnphitq “ lnphi,t´1q ` ηit, ηit „ N p0, σiq, (4.24)

donde Yt son vectores observados de dimensión pˆ1, V es un vector intersección de dimensión pˆ1,

Ai , i “ 1, . . . , k son matrices de coeficientes de dimensión pˆp. B es una matriz triangular inferior.

Chiu et al. [20] comentan que en su modelo propuesto la volatilidad estocástica pretende capturar

la posible heteroscedasticidad de los shocks y las posibles no linealidades en las relaciones no

dinámicas de las variables del modelo, que están relacionadas con los cambios de baja frecuencia

en la volatilidad. La introducción de la t-student en la estructura del shock pretende capturar

cambios de alta frecuencia en la volatilidad que a menudo son de magnitudes extremas, por lo que

potencialmente brindan un tratamiento de valores atípicos y eventos extremos.

Mumtaz [68] introduce un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocástica en media en

el que correlaciona los choques de las ecuaciones de volatilidad y las ecuaciones de observación. El

modelo es de la siguiente manera

Yt “V1 `

k
ÿ

i“1

AjYt´j `

k1
ÿ

i“1

Di ht´i ` H
1{2
t εt, (4.25)

ht “V2 ` Φht´1 `

k1
ÿ

i“1

Gi Yt´i ` Σ1{2
ηη ηt, (4.26)

donde Yt son variables endógenas de dimensión p ˆ 1, ht “ ph1t, . . . , hptq
T . V2 es un término

intercepto de dimensión p ˆ 1, Φ y Gi son matrices de coeficientes de dimensión p ˆ p, Σηη “
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diag pσ11, . . . , σppq, Ai y Di son matrices de coeficientes de dimensión p ˆ p y V2 es un término

intercepto de dimensión p ˆ 1,

¨

˝

ηt

εt

˛

‚„ N2pp0,Σq, Σ “

¨

˝

Ση ΣT
ηt εt

Σεt ηt Σε

˛

‚. (4.27)

Los elementos de la diagonal de Σ son igual a la matriz de covarianza variando en el tiempo de los

residuos de forma reducida es de la siguiente manera

Σt “

»

–

Σ
1{2
ηη 0

0 H
1{2
t

fi

fl

»

–

Ση ΣT
ηt εt

Σεt ηt Σε

fi

fl

»

–

Σ
1{2
ηη 0

0 H
1{2
t

fi

fl . (4.28)

Note que si k1 “ k2 “ 0 entonces el modelo (4.25)-(4.26) se convierte en un modelo autorregresivo

vectorial con volatilidad estocástica y choques correlacionados de la siguiente manera

Yt “V1 `

k
ÿ

i“1

AiYt´i ` Htεt, (4.29)

ht “V2 ` Φht´1 ` Σ1{2
ηη ηt. (4.30)

A diferencia del efecto de apalancamiento en el que existe una correlación negativa entre los

retornos actuales y la volatilidad futura, el modelo (4.25)-(4.26) tiene una correlación entre los

retornos actuales y la volatilidad actual.

Mumtaz [69] generaliza el modelo (4.25)-(4.26) de Mumtaz [68] modificando la matriz covarianza

Σ de (4.27) de la siguiente manera

Σ “

»

—

—

—

—

—

—

–

Σ11 Σ12 Σ13 Σ14

Σ21 Σ22 Σ23 Σ24

Σ31 Σ32 1 Σ34

Σ41 Σ42 Σ43 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (4.31)

Ding et al. [30] extienden el modelo autorregresivo vectorial con parámetros variando en el tiempo

y volatilidad estocástica de Primiceri [78] introduciendo volatilidades estocásticas variables en el

tiempo basadas en los shocks de Omori et al [75] y Nakajima [70]. Los shocks son modelados de la
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siguiente manera

βt`1 “βt ` Wt, (4.32)

λt`1 “λt ` ϱt, (4.33)

ht`1 “ht ` ηt. (4.34)

Ding et al [30] comentan que su modelo tiene la ventaja de que refleja tanto la respuesta impulso

en cada punto en el tiempo como las relaciones variables en el tiempo no lineales simultaneas entre

las variables durante todo el período de la muestra. Ding et al [30] usan su modelo para estudiar

los impactos de las incertidumbres financieras y geopolíticas en los mercados de productos básicos

en un marco variable en el tiempo.

Triantafyllopoulos [99] propuso un modelo autorregresivo vectorial con parámetros variando en el

tiempo y volatilidad estocástica con el propósito de pronosticar series de tiempo multivariadas. El

modelo que propone es de la siguiente manera

yTt “
“

1, yTt´1, . . . , y
T
t´1t

‰

»

—

—

—

—

—

—

–

vTt

AT
1t

...

AT
kt

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

` εTt “ Y T
t At ` εTt , (4.35)

donde Yt son variables observadas de dimensión pˆ1, vt son términos de intersección de dimensión

p ˆ 1, Ait son matrices de coeficientes de dimensión p ˆ p. At es modelado de la siguiente manera

At “ At´1 ` Ωt, Ωt „ Npkp`1qˆpp0,Wt,Σtq, (4.36)

donde Ωt es independiente de Ωs , @ t ‰ s y, además Ωt es independiente de εs , @ t, s. Para modelar

la evolución de Σt, adopta una versión ligeramente modificada del modelo de Uhlig [101], basado en

la convolución de Wishart y la distribución beta multivariada singular para permitir la inferencia

bayesiana totalmente conjugada. La evolución de Σt es de la siguiente manera

pΣtq
´1

“ c
´

Σ
´1{2
t´1

¯T

BtΣ
´1{2
t´1 , (4.37)
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donde Σ
´1{2
t´1 denota la matriz triangular superior de la descomposición de Choleski de Σ´1

t´1, Bt es

independiente de Σ´1
t´1 y sigue una distribución beta multivariada y singular con grados de libertad

n1 “
pn`p´1q

2
y n2 “ 1

2
. La matriz de covarianza Wt es de dimensión pkp ` 1q ˆ pkp ` 1q y es

especificada usando factores de descuento.

Para encontrar el orden K primero define la distribución de pronóstico un paso hacia adelante de

la siguiente manera

PrpYt`1|Y t,modelopiqq “

ż

Σt

Prpyt`1|Σt, Y
t,modelopiqq PrpΣt|Y

t,modelopiqqdΣt, (4.38)

donde modelopiq es un modelo estimado como en (4.35) con orden Ki y Y t “ py1, . . . , ytq es el

conjunto de información hasta el tiempo t. Luego yt`1|Y
t , modelopiq „ tpˆ1pn, yitp1q, Qitp1qq es

una distribución t de Student multivariada. yitp1q es el pronóstico un paso adelante medio de

yt`1 bajo el modelo i, y Qitptq es la matriz escala de la distribución t. Después de encontrar la

distribución de pronóstico un paso hacia adelante procede a calcular el factor de Bayes de los

diferentes modelos de la siguiente manera

Htp1q “
Prpyt`1|Y

t modelopiqq

Prpyt`1|Y t modelopjqq
(4.39)

“

ˆ

|Qjtp1q|

|Qitp1q

˙1{2
˜

θn ` eTi,t`1pQitp1qq´1ei,t`1

θn ` eTj,t`1pQjp1qq´1eTj,t`1

¸´
pθn ` pq

2
,

donde 0 ă θ ă 1 y ei,t`1 es el error de pronóstico un paso hacia adelante calculado con el filtro de

Kalman.

Si Htp1q ą 1 el factor de Bayes puede indicar preferencia por el modelo i mientras que si Htp1q ă 1

la preferencia es para el modelo j. En el caso que Htp1q “ 1 los dos modelos son equivalentes.

Triantafyllopoulos [99] comenta que la ventaja de (4.39) es que se puede aplicar secuencialmente

y así indicar la preferencia de un modelo en cada punto del tiempo.

Para pronosticar h pasos hacia adelante, donde h es un entero encuentra que la distribución de

pronóstico h pasos hacia adelante es aproximadamente de la siguiente manera

yt`h|Y t
„ tpˆ1

´

θn , mT
t Ŷt`h ,

´

Ŷ T
t`hRtphqŶt`h`1

¯

c´1St

¯

, (4.40)
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donde

Y T
t`h “

$

’

&

’

%

“

1 , yTt ph ´ 1q, . . . , yTt ph ´ kq
‰

, si h ą k,

“

1 , yTt ph ´ 1q, . . . , yTt p1q, yt, . . . , y
T
t`h´k

‰

, si h ď k,

Rtphq “Pt `

h
ÿ

i“1

Wt`i, Pt “ Rt ´ KtK
T
t {Qt, Rt “ Pt´1 ` Wt,

Qt “AT
t RtAt ` 1, mt “ mt´1 ` Kte

T
t ,

Kt “RtAt{Qt es la ganancia de Kalman,

et “yt ´ mT
t´1At,

St “c´1St´1 ` ete
T
t {Qt.

El pronóstico medio h pasos adelante de yt`h es dado por

ytphq “ mT
t F̂t`h. (4.41)

La matriz de covarianza de pronóstico h pasos adelante es dada por

Qtphq “

´

Ŷ T
t`hRtphq Ŷt`h ` 1

¯

p1 ´ θqc´1

3θ ´ 2
St, (4.42)

donde θ ą 2{3. El error de pronóstico h pasos adelante es aproximadamente dado por

etphq|Y t
“ yt ´ ytphq|Y t

„ tpˆ1

ˆ

θn , 0 ,
p3θ ´ 2q

p1 ´ θq
Qtphq

˙

. (4.43)

4.2. Modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocás-

tica y efecto de apalancamiento

En esta sección se propone un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocástica multiva-

riada con efecto de apalancamiento cruzado. La volatilidad modelada es la propuesta por Ishihara

y Omori [53] en el que los retornos de hoy están correlacionados negativamente con la volatilidad

de mañana. A este efecto se le conoce como efecto de apalancamiento cruzado. El modelo es de la
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siguiente manera

yt “v ` A1yt´1 ` . . . ` Akyt´k ` V
1{2
t εt, t “ 1, . . . , n, (4.44)

αt`1 “Φαt ` ηt, t “ 1, . . . , n ´ 1, (4.45)

α1 „Npp0,Σ0q, (4.46)

Vt “diag pexppα1t, . . . , exppαptqq, (4.47)

Φ “diag pϕ1, . . . , ϕpq, (4.48)
¨

˝

εt

ηt

˛

‚„Np0,Σq, Σ “

¨

˝

Σεε Σεη

Σηε Σηη

˛

‚, (4.49)

vec pΣ0q “pI2p ´ Φ b Φq
´1 vec qΣηη, (4.50)

αt “ ht ´µ es de dimensión pˆ1. ht es el correspondiente vector de log volatilidad y µ es el vector

media. La ecuación (4.50) asegura la estacionariedad de (4.44). El vector v es un término intercepto

de dimensión p ˆ 1 mientras que Ai, i “ 1, . . . , k son matrices de coeficientes de dimensión p ˆ p

que miden la dependencia dinámica de yt. La volatilidad estocástica pretende capturar la posible

heteroscedasticidad de los shocks y las posibles no linealidades en las relaciones simultaneas entre

las variables del modelo (ver Primiceri [78]). La sub-matriz de covarianza Σεη se usa para calcular

la posible correlación entre los retornos de hoy y la volatilidad de mañana.

Para encontrar la función verosimilitud del modelo de las ecuaciones (4.44)-(4.50) se hace una

leve modificación a la verosimilitud de Ishihara y Omori [53] reescribiendo el modelo (4.44) de la

siguiente manera

yt “ pY T
t b Ipqβ ` V

1{2
t εt, (4.51)

donde Yt “ r1, yTt´1, . . . , y
T
t´ksT es de dimensión pkp`1qˆ1 y, β “ vec pv, A1, . . . , Akq es de dimensión

pkp2 ` pq ˆ 1.

Defina θ “ pϕ,Σ, βq, ϕ “ pϕ1, . . . , ϕpqT , α “ pαT
1 , . . . , α

T
n qT , Y n “ py1, . . . , ynq, Y k “ py´k`1, . . . , y0q

y 1p “ r1, . . . , 1sT , entonces por (4.49) y (4.51) se tiene que
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yn|αn, yn´1, . . . , yn´k, θ “pY T
n b Ipqβ ` V 1{2

n εt|αn, yn´1, . . . , yn´k, θ (4.52)

„N
`

pY T
n b Ipqβ , V 1{2

n ΣεεV
1{2
n

˘

,

yt, αt`1|αt, yt´1, . . . , yt´k, θ “pY T
t b Ipqβ ` V

1{2
t εt,Φαt ` ηt|αt, yt´1, . . . , yt´k, θ (4.53)

„N

¨

˝

»

–

pY T
t b Ipqβ

Φαt

fi

fl ,

»

–

V
1{2
t ΣεεV

1{2
t V

1{2
t Σεη

ΣηεV
1{2
t Σηη

fi

fl

˛

‚, t “ 1, . . . , n ´ 1

Por (4.46), (4.52) - (4.53) la función verosimilitud del modelo (4.51) es dada por

fpα, Y n
|θ, Y k

q “ fpyn|αn, yn´1, . . . , yn´k, θq

n´1
ź

t“1

fpyt, αt`1|αt, yt´1, . . . , yt´k, θq fpα1|θq (4.54)

9
ˇ

ˇV 1{2
n ΣεεV

1{2
n

ˇ

ˇ

´1{2
n´1
ź

t“1

ˇ

ˇ

ˇ
V

1{2
t ΣεεV

1{2
t ´ V

1{2
t ΣεηΣ

´1
ηη ΣηεV

1{2
t

ˇ

ˇ

ˇ

´1{2

|Σ0|
´1{2

ˆ exp

"

´
1

2
pyn ´ pY T

n b Ipqq
T
`

V 1{2
n ΣεεV

1{2
n

˘´1
pyn ´ pY T

n b Ipqq

*

ˆ exp

$

’

&

’

%

´
1

2

n´1
ÿ

t“1

¨

˝

yt ´ pY T
t b Ipqβ

αt`1 ´ Φαt

˛

‚

T »

–

V
1{2
t ΣεεV

1{2
t V

1{2
t Σεη

ΣηεV
1{2
t Σηη

fi

fl

´1¨

˝

yt ´ pY T
t b Ipqβ

αt`1 ´ Φαt`1

˛

‚

,

/

.

/

-

ˆ exp

"

´
1

2
αT
1Σ

´1
0 α1

*

9|Σ0|
´1{2

|Σ|
´pn´1

2
q
|Σεε|

´1{2 exp

#

n
ÿ

t“1

ℓt ´
1

2
αT
1Σ

´1
0 α1 ´

1

2

n´1
ÿ

t“1

pαt`1 ´ Φαtq
TΣ´1

ηη pαt`1 ´ Φαtq

+

,

donde

ℓt “const ´
1

2
1Tp αT ´

1

2
pyt ´ ppY T

t b Ipq ` µtqq
TΣ´1

t pyt ´ ppY T
t b Ipq ` µtqq, (4.55)

µt “V
1{2
t mt, (4.56)

Σt “V
1{2
t StV

1{2
t , (4.57)

mt “

$

’

&

’

%

ΣεηΣ
´1
ηη pαt`1 ´ Φαtq, t ă n,

0, t “ n,

(4.58)

St “

$

’

&

’

%

Σεε ´ ΣεηΣ
´1
ηη Σεη, t ă n,

Σεε, t “ n.

(4.59)
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Esto es posible debido a a siguiente igualdad

»

–

V
1{2
t ΣεεV

1{2
t V

1{2
t Σεη

ΣηεV
1{2
t Σηη

fi

fl

´1

“

»

–

V
´1{2
t pΣεε ´ ΣεηΣ

´1
ηη Σηεq

´1V
´1{2
t ´V

´1{2
t pΣεε ´ ΣεηΣ

´1
ηη Σηεq

´1ΣεηΣ
´1
ηη

´Σ´1
ηη ΣηεpΣεε ´ ΣεηΣ

´1
ηη Σηεq

´1V
´1{2
t Σ´1

ηη ΣηεpΣεε ´ ΣεηΣ
´1
ηη Σηεq

´1ΣεηΣ
´1
ηη ` Σ´1

ηη

fi

fl

´1

. (4.60)

4.3. Método de Estimación

Para estimar los parámetros se usa un algoritmo MCMC de seis bloques que es dado por

1. Inicializar α, ϕ,Σ y β.

2. Generar α|ϕ,Σ, β, Y n, Y k.

3. Generar ϕ|Σ, β, α, Y n, Y k.

4. Generar Σ|β, α, ϕ, Y n, Y k.

5. Generar β|α, ϕ,Σ, Y n, Y k.

6. Ir a 2.

Generación de α, ϕ y Σ

Para generar α, ϕ y Σ se aplica el método de Ishihara y Omori [53] expuesto en la sección 3.4

sustituyendo yt por y˚
t “ yt ´ pY T

t b Ipqβ̂.
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Generación de β

La distribución priori fpβq de β es la de Litterman de las ecuaciones (2.46)-(2.47) del capitulo 2.

La función de densidad de probabilidad posterior de β es dada por

fpβ|α, ϕ,Σ, Y n, Y k
q9fpα, Y n

|ϕ,Σ, β, Y k
q fpβq (4.61)

9 exp

#

´
1

2

n
ÿ

t“1

pyt ´ ppY T
t b Ipqβ ` µtqq

T Σ´1
t pyt ´ ppY T

t b Ipqβ ` µtqq

+

fpβq

9 exp

#

´
1

2

n
ÿ

t“1

p´pyt ´ µtq
TΣ´1

t pY T
t b Ipq

Tβ ´ βT
pYt b IpqΣ´1

t pyt ´ µtq

` βT
pYt b IpqΣ´1

t pY T
t b Ipqβq

+

fpβq

9 exp

#

´
1

2

˜

´

«

n
ÿ

t“1

pyt ´ µtq
TΣ´1

t pY T
t b Ipq

ff

β

´

«

n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣ´1
t pyt ´ µtq

ff

β ` β

«

n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣ´1
t pY T

t b Ipq

ff¸+

fpβq

9 exp

"

´
1

2
pβ ´ µ˚

βq
TΣ˚´1

β pβ ´ µ˚
βq

*

,

donde

Σ˚
β “

«

n
ÿ

t“1

pYt b Ipq
TΣ´1

t pY T
t b Ipq ` Σ´1

β

ff´1

,

µ˚
β “Σ˚

β

«

n
ÿ

t“1

pYt b IpqΣ´1
t pyt ´ µtq

ff

.

Se usa el algoritmo de muestreador de Gibbs para generar una muestra de β˚ „ Npµ˚
β,Σ

˚
βq.

µβ es configurada igual a cero.

4.4. Selección del orden VAR-MSV

Para escoger el mejor orden VAR-MSV se aplican los siguientes pasos:
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1. Suponiendo que se sabe que el orden VAR-MSV no puede exceder un entero K1 se procede a

estimar los modelos VAR-MSV comenzando desde 0 hasta K1 y se almacenan sus parámetros

estimados θ0, θ1, . . . , θK1 , donde θi son los parámetros estimados del modelo i.

2. Para cada modelo se calcula el DIC de la sección 3.5 sustituyendo yt por y˚
t “ yt´pY T

t bIpqβ̂i,

donde β̂i son las matrices de coeficientes estimadas del modelo i.

3. Se escoge el modelo que tenga la menor medida DIC.

4.5. Ejemplo

En esta sección se aplica el método propuesto usando datos simulados para observar que tan

bien se estiman los parámetros. Ishihara y Omori [53] generan sus resultados computacionales

usando Ox [34]. Para este trabajo, nuestros resultados computacionales se generaron usando el

software libre R. Se usaron las librerías Rcpp y RcppArmadillo para implementar los algoritmos

que involucran álgebra lineal con el fin de encontrar un equilibrio entre velocidad y facilidad de

uso.

Los datos son simulados usando el modelo (4.44)-(4.50). El orden del modelo MSV-VAR que se

usa para simular datos es k “ 6 y la dimensión es p “ 2. La matriz de covarianza Σ es tomada de

Ishihara y Omori [53]. Los parámetros Σ, Φ y el termino de intersección v así como las matrices

de coeficientes son dados por

Σ “

»

—

—

—

—

—

—

–

1.44 0.864 ´0.096 ´0.072

0.864 1.44 ´0.072 ´0.096

´0.096 ´0.072 0.04 0.028

´0.072 ´0.096 0.028 0.04

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,
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Φ “

»

–

0.97 0

0 0.97

fi

fl , v “

”

1 0.5
ıT

A1 “

»

–

0.1 ´0.3

0.2 ´0.4

fi

fl , A2 “

»

–

´0.2 ´0.3

0.3 0.4

fi

fl ,

A3 “

»

–

0.1 0

0 0.1

fi

fl , A4 “

»

–

´0.2 ´0.3

´0.2 ´0.4

fi

fl ,

A5 “

»

–

0.09 0

0 0.09

fi

fl , A6 “

»

–

0.07 0

0 0.07

fi

fl

Ishihara y Omori [53] usan la matriz Σ para ilustrar el efecto de apalancamiento cruzado ya que

ρi,εη “
Covpεit, ηitq

a

Varpεitq Varpηitq
“

´0.096
a

p1.44qp0.04q
“ ´0.4,

ρij,εη “
Covpεit, ηjtq

a

Varpεitq Varpηitq
“

´0.072
a

p1.44qp0.04q
“ ´0.3.

Los hiperparámetros de las distribuciones priori ϕ y Σ son tomados de Ishihara y Omori [53]

donde ai “ 20 , i “ 1, . . . , p; bi “ 1.5 , i “ 1, . . . , p. n0 “ 10, mientras que para R0 se usó una

matriz con elementos iguales a 1000 en las diagonales y 0 en los elementos fuera de la diagonal.

Ishihara y Omori [53] usan R0 “ p10Σ˚q´1 donde Σ˚ es la matriz de covarianza verdadera. Para

los hiperparámetros de la priori de Litterman se configura µβ “ 0 mientras que θ=0.99 y λ “ 10.

Se generan 4,000 observaciones donde las primeras 6 observaciones son tomadas como valores

premuéstrales mientras que los últimos 3,994 serán tomados como la muestra. Usando el método

de la sección 3.3 se generan 120,000 muestras y se descartan las primeras 20,000. Para el parámetro

de ajuste se usa K “ 0.05n y para evitar que el método se atasque firmemente debido al rechazo

excesivo se sigue la sugerencia de Sheppard y Pitt [85] incrementando K unas pocas iteraciones en

intervalos regulares. La tablas 4.1-4.2 muestran la media posterior, desviación estándar e intervalos

de credibilidad del 95% de los elementos de la matriz Φ, la matriz de covarianza Σ, el termino de

intercesión v y las matrices de coeficientes A1, A2, . . . , A6. Todos los intervalos de credibilidad con

un 95% de confianza contienen los parámetros verdaderos a excepción de A1
11 y A1

22. Aumentando

los intervalos de credibilidad a 96.2% todos los parámetros están contenidos.
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Parámetro Media Desviación Estándar Intervalo de Credibilidad del 95%
ϕ1 0.97 0.9689 0.0052 r0.9578, 0.9785s

ϕ2 0.97 0.9721 0.0046 r0.9622, 0.9805s

σ11 1.44 1.2443 0.1232 r1.0289, 1.5231s

σ12 0.864 0.7446 0.0741 r0.6124, 0.9066s

σ13 -0.096 -0.0779 0.0136 r´0.1062,´0.0525s

σ14 -0.072 -0.0527 0.0129 r´0.0789,´0.0280s

σ21 0.864 0.7446 0.0741 r0.6124, 0.9066s

σ22 1.44 1.1668 0.1295 r0.9362, 1.4464s

σ23 -0.072 -0.0647 0.0131 r´0.0919,´0.0407s

σ24 -0.096 -0.0771 0.0135 r´0.1047,´0.0517s

σ31 -0.096 -0.0779 0.0136 r´0.1062,´0.0525s

σ32 -0.072 -0.0647 0.0131 r´0.0919,´0.0407s

σ33 0.04 0.0334 0.0054 r0.0237, 0.0450s

σ34 0.028 0.0244 0.0038 r0.0174, 0.0326s

σ41 -0.072 -0.0527 0.0129 r´0.0789,´0.0281s

σ42 -0.096 -0.0771 0.0135 r´0.1047,´0.0517s

σ43 0.028 0.0244 0.0038 r0.0174, 0.0326s

σ44 0.04 0.0350 0.0053 r0.0257, 0.0462s

Tabla 4.1: Media posterior, Desviación estándar e Intervalos de credibilidad del 95% de los ele-
mentos de la matriz Φ y la matriz de covarianza Σ.

Figura 4.1: Gráfico de convergencia de las muestras de ϕ1 y ϕ2 respectivamente. La línea roja es
la media posterior de la muestra. Las líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Parámetro Media Desviación Estándar Intervalo de Credibilidad del 95%
v1 1 0.9852 0.0389 r0.9091, 1.0618s

A1
11 0.1 0.1408 0.0198 r0.1022, 0.1795s

A1
12 -0.3 -0.3029 0.0188 r´0.3401,´0.2660s

A2
11 -0.2 -0.1889 0.0198 r´0.2281,´0.1501s

A2
12 -0.3 -0.2801 0.0196 r´0.3187,´0.2415s

A3
11 0.1 0.0982 0.0215 r0.0560, 0.1404s

A3
12 0 0.0079 0.0218 r´0.0351, 0.0506s

A4
11 -0.2 -0.1896 0.0209 r´0.2307,´0.1485s

A4
12 -0.2 -0.2082 0.0216 r´0.2509,´0.1658s

A5
11 0.09 0.0878 0.0190 r´0.0501, 0.1249s

A5
12 0 -0.0044 0.0165 r´0.0370, 0.0281s

A6
11 0.07 0.0546 0.0187 r0.0181, 0.0913s

A6
12 0 0.0194 0.0151 r´0.0102, 0.0489s

v2 0.5 0.4736 0.0343 r0.4064, 0.5410s

A1
21 0.2 0.2442 0.0174 r0.2103, 0.2785s

A1
22 -0.4 -0.4396 0.0197 r´0.4781,´0.4007s

A2
21 0.3 0.3284 0.0174 r0.2941, 0.3627s

A2
22 0.4 0.4033 0.0204 r0.3631, 0.4434s

A3
21 0 0.0142 0.0196 r´0.0241, 0.0529s

A3
22 0.1 0.1358 0.0217 r0.0931, 0.1784s

A4
21 -0.3 -0.2800 0.0190 r´0.3172,´0.2424s

A4
22 -0.4 -0.3938 0.0216 r´0.4362,´0.3514s

A5
21 0 -0.0151 0.0181 r´0.0505, 0.0205s

A5
22 0.09 0.0708 0.0159 r0.0397, 0.1021s

A6
21 0 -0.0105 0.0178 r´0.0453, 0.0244s

A6
22 0.07 0.0946 0.0146 r0.0658, 0.123s

Tabla 4.2: Media posterior, Desviación estándar e Intervalos de credibilidad del 95% de los ele-
mentos del vector término intersección v y las matrices de coeficientes A1, A2, . . . , A6.

Las figuras 4.1-4.4 muestran los gráficos de convergencia de los parámetros estimados. Las figuras

4.5-4.8 muestran los gráficos de las funciones de correlación de las muestras de los parámetros

estimados. Los gráficos de autocorrelación de Σ y Φ muestran la correlación usual que se ve en la

literatura. Las funciones de autocorrelación de los elementos de las matrices de coeficientes VAR

muestran poca correlación. Por otro lado, los gráficos de las funciones de autocorrelación de los

términos de intercesión alcanzan sus máximos en 0.24 para v1 y 0.249 para v2, además decrecen

lentamente mostrando la alta dependencia de valores pasados. Esto puede ser debido a la priori de

Litterman ya que las varianzas priori son infinitas para v1 y v2 reflejando que no se tiene ninguna

conjetura a priori para estos coeficientes. Los histogramas de las figuras 4.9-4.12 revelan que las

cadenas de los parámetros estimados parecen tener distribución Gaussiana. Los diagnósticos de

convergencia muestran que el enfoque bayesiano para estimar los parámetros es eficiente.

80



CAPÍTULO 4. MODELO AUTORREGRESIVO VECTORIAL CON VOLATILIDAD ESTOCÁSTICA
MULTIVARIADA

Figura 4.2: Gráfico de convergencia de las muestras de los elementos de Σ. La línea roja es la media
posterior de la muestra. Las líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.3: Gráfico de convergencia de las muestras de los elementos del vector termino de inter-
cepción y las matrices de coeficientes VAR. La línea roja es la media posterior de la muestra. Las
líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.4: Gráfico de convergencia de las muestras de los elementos del vector termino de inter-
cepción y las matrices de coeficientes VAR. La línea roja es la media posterior de la muestra. Las
líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.5: Función de autocorrelación de ϕ1 y ϕ2 respectivamente.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.6: Función de autocorrelación de los elementos de Σ.
Fuente: Elaboración propia

85



CAPÍTULO 4. MODELO AUTORREGRESIVO VECTORIAL CON VOLATILIDAD ESTOCÁSTICA
MULTIVARIADA

Figura 4.7: Función de autocorrelación del vector termino de interceptación y las matrices de
coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.8: Función de autocorrelación de las matrices de coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia

87



CAPÍTULO 4. MODELO AUTORREGRESIVO VECTORIAL CON VOLATILIDAD ESTOCÁSTICA
MULTIVARIADA

Figura 4.9: Histograma de ϕ1 y ϕ2 respectivamente.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.10: Histograma de los elementos de Σ.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.11: Histograma del vector termino de interceptación y las matrices de coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.12: Histograma de las matrices de coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia
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4.6. Resultados Empíricos

En esta sección se aplica el modelo VAR-MSV con efecto de apalancamiento propuesto en la

sección 4.2 a datos de series de tiempo bivariadas financieras consistiendo de precios de cierre

de las acciones de Apple y Microsoft. Los hiperparámetros de las distribuciones priori ϕ, Σ y β

son los que se usaron en la sección previa. Los datos son de frecuencia diaria excluyendo fines de

semana y días festivos. Abarcan un periodo desde el 12 de enero del 2004 hasta el 13 de abril

del 2022 consistiendo en 4597 observaciones y son mostrados en la figura 4.13. Se usa la ecuación

(1.4) para convertir los precios a retornos logarítmicos. De ahora en adelante en este trabajo se

les llamará solo retornos. Los retornos de Apple y Microsoft son mostrados en la figura 4.14 y se

puede observar la presencia de unos pocos valores en valor absoluto muy grandes en relación con

las demás observaciones. También parece indicar que la volatilidad varia con el tiempo y que parece

ser relativamente alta en algunos periodos de tiempo y relativamente baja en otros periodos. Se

pueden observar grupos de volatilidad especialmente el que se ubica entre los años 2007 y 2009

coincidiendo con la así llamada Gran Recesión. Otro grupo de volatilidad que resalta es el que se

ubica entre 2019 y mediados del 2021 coincidiendo con la pandemia del coronavirus (COVID-19).

Figura 4.13: Gráficos temporales diarios de los precios de cierre desde el 12 de enero del 2004 hasta
el 13 de abril del 2022: (a) Precios de cierre de Apple y (b) Precios de cierre de Microsoft.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.14: Gráficos temporales de los retornos: (a) Retornos de Apple y (b) Retornos de Microsoft.
Fuente: Elaboración propia

La figura 4.15 muestra los histogramas de los retornos de Apple y Microsoft. A simple vista parece

que ambas series de retornos tienen una distribución similar a la normal pero, al observar el gráfico

Q´Q normal de la figura 4.16 indica que los retornos de ambas series tienen distribución de colas

pesadas. En la parte superior de la figura 4.17 se pueden observar las funciones de correlación de

los retornos de Apple y Microsoft. Se pueden observar rezagos significativos 4, 6, 7, 8, 9, 12, 15 y

16 aunque muy pequeños para los retornos de Apple mientras que para los retornos de Microsoft

se observan rezagos significativos 1, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 15 y 17 pero pequeños.

En la parte inferior de la figura 4.17 se puede observar que las funciones de correlación de los

retornos al cuadrado de Apple y Microsoft son muy correlacionadas. EL ACF de los retornos al

cuadrado de Apple comienza en 0.184 teniendo un máximo en 0.202 en el lag 10 mientras que el

ACF de los retornos al cuadrado de Microsoft comienza en 0.28 siendo ese mismo valor el máximo

en el rezago 1. Ambas ACF decrecen suavemente. Todas las observaciones anteriores muestran

propiedades estadísticas de los retornos. Por último, la tabla 4.3 contiene estadísticas descriptivas

de los retornos. Las estadísticas descriptivas de las dos series de retornos muestran medias de

exceso de curtosis positiva implicando colas pesadas como se observó en el gráfico Q ´ Q normal.

Además, ambas series de retornos tienen coeficientes de asimetría menores que cero.
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Figura 4.15: Histograma de los retornos: (a) Retornos de Apple y (b) Retornos de Microsoft.
Fuente: Elaboración propia

Figura 4.16: Gráfico Q ´ Q normal de los retornos: (a) Retornos de Apple y (b) Retornos de
Microsoft.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.17: Función de autocorrelación de los retornos y los retornos al cuadrado: (a) Retornos de
Apple, (b) Retornos de Microsoft, (c) Retornos al cuadrado de Apple y (d) Retornos al cuadrado
de Microsoft.
Fuente: Elaboración propia
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Apple Microsoft
Observaciones 4596 4596

Media 0.001305 0.000510
Mediana 0.001108 0.000359

Desviación estándar 0.021000 0.016872
Asimetría -0.136485 -0.066780
Curtosis 5.861174 10.783503
Mínimo -0.197470 -0.159453
Máximo 0.130194 0.170626

Tabla 4.3: Estadísticos descriptivos para los retornos de Apple y Microsoft.

Se estimaron tres configuraciones de modelos: VAR(4)-MSV, VAR(5)-MSV y VAR(6)-MSV. Para

escoger el mejor modelo se usó el criterio DIC discutido en la sección 3.5. En la tabla 4.4 se muestran

los valores DIC y sus respectivas desviaciones estándar de los modelos VAR(4)-MSV, VAR(5)-

MSV y VAR(6)-MSV. El valor DIC más pequeño corresponde al modelo VAR(5)-MSV, por lo que

indica que el modelo VAR(5)-MSV se ajusta mejor a los datos para mostrar su comportamiento y

relaciones dinámicas.

Modelo VAR(4)-MSV VAR(5)-MSV VAR(6)-MSV
DIC -59213.95 -59218.18 -59200.73

Desviación estándar 0.1881723 0.2531091 0.2105574
DICmáx -59215.54 -59220.17 -59202.14
DICmı́n -59212.89 -59216.9 -59199.2

Tabla 4.4: Medias de las muestras, errores estándar, valores más grandes y valores más pequeños
DIC de los modelos VAR(4)-MSV, VAR(5)-MSV y VAR(6)-MSV.

Las figuras 4.18-4.21 muestran los gráficos de convergencia de los parámetros estimados. Las tablas

4.5-4.6 muestran la media posterior, desviación estándar e intervalos de credibilidad del 95% de

los elementos de la matriz Φ, la matriz de covarianza Σ, el termino de intersección v y las matrices

de coeficientes A1, A2, . . . , A5.

Todos los intervalos de credibilidad contienen el cero a excepción de los intervalos de credibilidad

de v1, v2, A1
12 y A4

11 mostrando evidencia que puede que en realidad las matrices de coeficientes

sean igual a cero. Los estimadores de ϕi no muestra persistencia en la volatilidad tan alta variando

de 0.936 a 0.942. ρij,ηη “ 0.74 indica una correlación muy alta en η1t y η2t. ρij,εε “ 0.5016 refleja

una correlación que no es tan alta por lo que existe una relación lineal muy débil entre los retornos

de y1t (Apple) y y2t (Microsoft). Los elementos de las matrices de coeficientes Ai
12, i “ 1, . . . , 5,
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Media Desviación Estándar Intervalo de Credibilidad del 95%
ϕ1 0.94213 0.008771 [0.92380,0.95852]
ϕ2 0.93611 0.010165 [0.91506,0.95494]
σ11 0.00030 0.000028 [0.000251,0.000363]
σ12 0.00011 0.000010 [0.000096,0.000137]
σ13 -0.00155 0.000257 [-0.002067,-0.001063]
σ14 -0.00137 0.000262 [-0.001901,-0.000872]
σ21 0.00011 0.000010 [0.000096,0.000137]
σ22 0.00017 0.000015 [0.000145,0.000207]
σ23 -0.00076 0.000192 [-0.001150,-0.000393]
σ24 -0.00077 0.000202 [-0.001186,-0.000390]
σ31 -0.00155 0.000257 [-0.002067,-0.001063]
σ32 -0.00076 0.000192 [-0.001150,-0.000393]
σ33 0.10832 0.014398 [0.082934,0.139478]
σ34 0.08535 0.010334 [0.066795,0.107140]
σ41 -0.00137 0.000262 [-0.001901,-0.000872]
σ42 -0.00077 0.000202 [-0.001186,-0.000390]
σ43 0.08535 0.010334 [0.066795,0.107140]
σ44 0.12281 0.016507 [0.094076,0.158113]

Tabla 4.5: Media posterior, Desviación estándar e Intervalos de credibilidad del 95% de los ele-
mentos de la matriz Φ y la matriz de covarianza Σ.

son muy cercanos a cero por lo que parecen tener poco efecto condicional de y2,t´i, i “ 1, . . . , 5,

en y1t dado y1,t´i, i “ 1, . . . , 5, además, Ai
11, i “ 1, . . . , 5, están más alejados de cero por lo que

y1t está más alimentada por sus propias observaciones pasadas que de las de y2t. Por otro lado,

los elementos de las matrices de coeficientes Ai
21, i “ 1, . . . , 5, están un poco más alejados de cero

por lo que es un poco más fuerte el efecto condicional de y1,t´i, i “ 1, . . . , 5 en y2t dado y2,t´i

i “ 1, . . . , 5..

Observe que los elementos de las matrices de coeficientes Ai
22, i “ 1, . . . , 5 son más cercanos a cero

que Ai
21, i “ 1, . . . , 5, por lo que y2t parece que es más alimentado por las observaciones pasadas

de y1t que de las suyas propias. Se debe tener en cuenta que los retornos de Apple varían entre

r´0.1978, 0.1301s y los retornos de Microsoft varían entre r´0.1594, 0.1706s y, dado que según la

figura 4.14 la mayoría de los retornos están más cercanos a cero que de sus respectivos máximos y

mínimos por lo que podría ser que los elementos de las matrices de coeficientes en realidad tengan

un mayor impacto. Las correlaciones ρ11,εη “ ´0.2725 y ρ22,εη “ ´0.1689 son ambas negativas y

sus respectivos intervalos de credibilidad del 95% son r´0.3500,´0.1930s y r´0.2492,´0.0864s.

Ninguno de los intervalos de confianza contiene al cero por lo que existe evidencia de efecto de

apalancamiento en ambas series.
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Media Desviación Estándar Intervalo de Credibilidad del 95%
v1 0.00106 0.00023 r0.00060, 0.00153s

A1
11 0.00769 0.01519 r´0.02217, 0.03755s

A1
12 0.00037 0.00098 r´0.00160, 0.00239s

A2
11 0.00796 0.01477 r´0.02094, 0.03690s

A2
12 -0.00148 0.00096 r´0.00343, 0.00047s

A3
11 -0.01133 0.01444 r´0.03969, 0.01695s

A3
12 0.00015 0.00095 r´0.00169, 0.00217s

A4
11 0.03509 0.01412 r0.00743, 0.06286s

A4
12 0.00007 0.00093 r´0.00178, 0.00199s

A5
11 0.01210 0.01388 r´0.01510, 0.03922s

A5
12 -0.00017 0.00067 r´0.00157, 0.00112s

v2 0.00060 0.00018 r0.00024, 0.00096s

A1
21 -0.04562 0.01021 r´0.06561,´0.02551s

A1
22 0.00126 0.00067 r´0.00011, 0.00261s

A2
21 0.00175 0.01010 r´0.01792, 0.02153s

A2
22 -0.00097 0.00065 r´0.00228, 0.00036s

A3
21 -0.01494 0.00986 r´0.03431, 0.00437s

A3
22 0.00040 0.00064 r´0.00084, 0.00172s

A4
21 0.01148 0.00977 r´0.00760, 0.03065s

A4
22 0.00090 0.00062 r´0.00033, 0.00217s

A5
21 0.00183 0.00962 r´0.01703, 0.02061s

A5
22 -0.00074 0.00044 r´0.00165, 0.00011s

Tabla 4.6: Media posterior, Desviación estándar e Intervalos de credibilidad del 95% de los ele-
mentos del vector término intersección v y las matrices de coeficientes A1, A2, . . . , A5.

Por otro lado, las correlaciones ρ12,εη “ ´0.2268 y ρ21,εη “ ´0.1765 también son negativas y

sus respectivos intervalos de credibilidad del 95% son r´0.3062,´0.1463s y r´0.2586,´0.092s.

Ninguno de los intervalos de confianza contiene el cero por lo que existe evidencia de efecto de

apalancamiento cruzado en ambas series. Note que ρ12,εη ă ρ21,εη indicando asimetría. Esto significa

que la volatilidad de la serie Microsoft está más influenciada por las disminuciones en los retornos

de la serie de Apple mientras que está última está menos sujeta a cambios en los retornos de

Microsoft. Esto podría sugerir que los participantes del mercado no reaccionan tan bruscamente

cuando una disminución en el rendimiento se limita a la serie de Microsoft, pero reaccionan de

manera más sensible si se producen disminuciones en Apple. De todas las observaciones anteriores

se resaltan las siguientes tres:

1. Los retornos y1t correspondientes a Apple parece que están más alimentados por pus propios

retornos pasados que de los retornos pasados de y2t correspondientes a Microsoft.
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2. Los retornos y2t correspondientes a Microsoft parece que están más alimentados por los

retornos pasados de y1t correspondiente a Apple que de los suyos propias.

3. Los participantes del mercado no reaccionan tan bruscamente cuando una disminución en el

rendimiento se limita a la serie de Microsoft, pero reaccionan de manera más sensible si se

producen disminuciones en Apple.

Las tres observaciones anteriores parecen sugerir que el efecto de apalancamiento cruzado se ve

reflejado en las matrices de coeficientes.

Las figuras 4.22-4.25 muestran las funciones de autocorrelación de los parámetros estimados. Los

histogramas se presentan en las figuras 4.26-4.29.

Figura 4.18: Gráfico de convergencia de las muestras de ϕ1 y ϕ2 respectivamente. La línea roja es
la media posterior de la muestra. Las líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.19: Gráfico de convergencia de las muestras de los elementos de la matriz de covarianza Σ.
La línea roja es la media posterior de la muestra. Las líneas azules son el intervalo de credibilidad
del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.20: Gráfico de convergencia de las muestras de los elementos del vector término de inter-
cepción y las matrices de coeficientes VAR. La línea roja es la media posterior de la muestra. Las
líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.21: Gráfico de convergencia de las muestras de los elementos del vector término de inter-
cepción y las matrices de coeficientes VAR. La línea roja es la media posterior de la muestra. Las
líneas azules son el intervalo de credibilidad del 95%.
Fuente: Elaboración propia

Figura 4.22: Función de autocorrelación de ϕ1 y ϕ2 respectivamente.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.23: Función de autocorrelación de los elementos de la matriz de covarianza Σ.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.24: Función de autocorrelación de los elementos del vector término de intercepción y las
matrices de coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.25: Función de autocorrelación de los elementos de las matrices de coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia

Figura 4.26: Histograma de ϕ1 y ϕ2 respectivamente.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.27: Histograma de los elementos de la matriz de covarianza Σ.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.28: Histograma de los elementos del vector término de intercepción y las matrices de
coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia
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Figura 4.29: Histograma de los elementos de las matrices de coeficientes VAR.
Fuente: Elaboración propia
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Capítulo 5

Conclusiones

En esta tesis se propuso un modelo VAR-MSV para modelar series de tiempo multivariadas. Se

uso una configuración bayesiana para estimar los parámetros del modelo. La configuración de

la volatilidad estocástica multivariada es con efecto de apalancamiento cruzado propuesto por

Ishihara y Omori [53]. Los datos simulados reflejan lo preciso que es el método para estimar los

parámetros, claro está que la precisión se debe a que el método muestreador de movimiento múltiple

(multi move sampler) propuesto por Ishihara y Omori [53] es muy eficiente.

Se aplicó el modelo a series de tiempo bivariadas compuestas de los precios de Apple y Microsoft.

Los gráficos de convergencia muestran que para cada uno de los parámetros estimados la trayectoria

de la cadena exhibe el mismo comportamiento a través de las iteraciones lo que indica convergencia.

Los gráficos de las funciones de autocorrelación de los elementos del parámetro Σ y Φ muestran la

correlación usual que se ve en la literatura.

Por otro lado, como se observó en la sección 4.5-4.6, las funciones de autocorrelación de los elemen-

tos de las matrices de coeficientes VAR muestran poca correlación. A diferencia de los elementos

de las matrices de coeficientes, los gráficos de las funciones de autocorrelación de los términos de

intersección alcanzan sus máximos en 0.24 para v1 y 0.249 para v2 en los datos simulados y, 0.284

para v1 y 0.273 para v2 en los resultados empíricos. Además, en ambos casos decrecen lentamente

mostrando la alta dependencia de valores pasados. Esto puede ser debido a la priori de Litterman

ya que las varianzas priori son infinitas para v1 y v2 reflejando que no se tiene ninguna conjetura a
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priori para estos coeficientes. Los histogramas revelan que las cadenas de los parámetros estimados

parecen tener distribución Gaussiana.

Los diagnósticos de convergencia muestran que el enfoque bayesiano para estimar los parámetros es

eficiente pero también muestran que se puede mejorar, a saber, probando diferentes distribuciones

priori para el parámetro β. Debido a la presencia de saltos, otra forma de mejorar el método

propuesto es incorporando los errores-t de Ishihara y Omori [53], ya que la literatura sugiere que

agregarlos ayuda a capturar mejor las propiedades de los retornos.

Los intervalos de credibilidad de los elementos de las matrices de coeficientes contienen el cero,

por lo que existe la posibilidad de que los elementos de las matrices de coeficientes sean cero. En

el caso de que los elementos de las matrices de coeficientes no sean cero, se puede observar que

aparentemente el efecto de apalancamiento cruzado se ve reflejado en las matrices de coeficientes

debido a que los retornos pasados de Apple alimentan sus propios retornos actuales y los retornos

de Microsoft.

5.1. Trabajos futuros

En la realización de esta investigación se identificó los siguientes posibles trabajos futuros:

1. Probar diferentes distribuciones priori de la literatura para ver cual o cuales mejoran la

inferencia del modelo propuesto.

2. Aplicar el modelo VAR-MSV del capítulo 4 a diferentes conjuntos de series de tiempo finan-

cieras, para encontrar evidencia empírica de que el efecto de apalancamiento cruzado se ve

reflejado en las matrices de coeficientes estimadas, ya que con un solo conjunto de series de

tiempo bivariadas no es suficiente evidencia.

3. Extender el modelo VAR-MSV para que las matrices de coeficientes junto con el término

de intersección sean generados por su propios procesos estocásticos, a saber, un proceso

autorregresivo AR(1), para observar si las relaciones dinámicas de los retornos tienen mas

efecto condicional en algunos puntos del tiempo que en otros, por ejemplo esos puntos de
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tiempo donde parece que hay más volatilidad. El proceso AR(1) de las matrices de coeficientes

puede tener dos configuraciones: βt “ βt´1 ` wt y βt`1 “ βt ` wt, donde wt es el término

error. Los dos procesos AR(1) anteriores se pueden intentar correlacionar con la volatilidad de

mañana. Se puede intentar correlacionar los dos procesos AR(1) anteriores con los choques

de las variables endógenas. También se podría intentar correlacionar los tres choques. La

distribución de los choques sería pwt, εt, ηtq „ Np0,Σwεηq.

4. Aplicar los diferentes métodos del punto (2) a diferentes conjuntos de datos para ver qué mo-

delos brindan un mejor ajuste y observar como las diferentes configuraciones de los modelos

capturan las propiedades de los datos.
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