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Resumen

Los modelos autorregresivos vectoriales (VAR) han demostrado ser eficientes para capturar las
relaciones dinamicas de las series de tiempo multivariadas. Los modelos de volatilidad estocastica
multivariada (MSV) muestran ser utiles para modelar la varianza cuando cambia en el tiempo.
Por lo anterior, en esta tesis se propone la integracién de un modelo VAR con un modelo MSV con
efecto de apalancamiento cruzado (VAR-MSV). La escogencia del VAR maés adecuado se lleva a
cabo por medio del Criterio de Informacion de Desviacion (DIC). El modelo es validado mediante
un ejemplo simulado y con datos reales bivariados, se hizo una aplicacion para los precios de Apple
y Microsoft y se interpretaron los resultados. Para estimar los pardmetros se usan métodos de
Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC). Los resultados indican que el modelo VAR-MSV

captura las relaciones dinamicas asi como la varianza cambiando en el tiempo de manera eficaz.

Palabras clave: Volatilidad Estocastica, Apalancamiento Cruzado, VAR-MSV, Mues-

treador Multimovimiento.



Abstract

Vector autoregressive (VAR) models have proven to be efficient in capturing the dynamic rela-
tionships of multivariate time series. Multivariate Stochastic Volatility (MSV) models are shown
to be useful for modeling variance as it changes over time. Therefore, in this thesis the integration
of a VAR model with a MSV model with cross-leverage effect (VAR-MSV) is proposed. The choice
of the most appropriate VAR is carried out through the Deviation Information Criterion (DIC).
The model is validated by means of a simulated example and with real bivariate data, an applica-
tion was made for the prices of Apple and Microsoft and the results were interpreted. To estimate
the parameters, Monte Carlo methods via Markov Chains (MCMC) are used. The results indicate
that the VAR-MSV model captures the dynamic relationships as well as the variance changing

over time effectively.

Keywords: Stochastic Volatility, Cross Leverage, VAR-MSV, Multi-Move Sampler.
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Capitulo 1

Introduccion

En el drea de las finanzas es de interés los precios de los activos, como varian en el tiempo y el riesgo
asociado con esa variacion, J.-C. Duan et al. [35] comentan: "hay muchos factores que motivan
el estudio de datos financieros. Los inversores, especuladores y operadores buscan una ventaja
sobre otros en la negociacion de los activos financieros. Los académicos a menudo encuentran un
motivo diferente para estudiar datos financieros solo por los desafios de desarrollar modelos para
los movimientos de precios. Finalmente, los requladores gubernamentales y otros estdn motivados
por el interés de mantener un mercado justo y ordenado. Con mds y mds jubilados que dependen
de las inversiones del capital para su sustento, se vuelve muy importante comprender y controlar el
riesgo en las carteras de acciones corporativas. El estudio de las caracteristicas de una corporacion
y su relacion con el estado financiero actual y futuro de la cooperacion es un tema importante en

el campo de las finanzas".

En el subcampo de las finanzas conocido como "matematicas financieras", un objetivo principal
es desarrollar y estudiar modelos del movimiento de precios de mercado de los activos financieros
bésicos. El proposito de estos modelos no es predecir precios futuros; més bien, el propoésito es
proporcionar una descripcion del comportamiento estocastico de los precios. Para lograr describir
este comportamiento, usualmente, en lugar del precio en si, se considera el cambio relativo en el
precio, es decir, la tasa de los retornos, durante un intervalo de tiempo. La tasa de los retornos

tiene un fuerte componente estocastico, en su forma més simple es solo la diferencia de precio entre
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dos puntos de tiempo dividida por el precio en el primer punto de tiempo, pero més a menudo
es la diferencia en el logaritmo del precio. Los retornos dependen de la duracién del intervalo de

tiempo, por lo que se puede hablar de retornos "semanales", retornos "diarios", etc.

Para entender mejor los retornos de activos. Sea P; el precio de un activo en el indice de tiempo
t, y supongamos que el activo no paga dividendos (al pagar dividendos los retornos se modelan
diferente). Existen muchas definiciones de retornos de activos de las cuales dos se mencionaran en

este texto. Mas definiciones de retornos de activos se pueden encontrar en Campbell et al. [16].

La primera es la de retornos simples o retornos simples netos en un periodo de tiempo que se define

de la siguiente manera
PP,

R
‘ P

(1.1)

By

donde 1+ R; =

es el retorno bruto simple, en el que el activo se mantiene durante un periodo
t—1
desde el tiempo ¢t — 1 al tiempo ¢.

De esta definicion se desprende la idea de retorno bruto simple de h periodos, que es cuando el

activo se mantiene entre los tiempos t — h y t. EL retorno bruto simple de h periodos es dado por

By

1+ Rt(h) = (1 + Rt)(l +Rt_1)... (]_ +Rt—h+1) = Iz h.
t—

(1.2)

De esta manera, el retorno bruto simple de h periodos es solo el producto de los h retornos brutos
simples involucrados de un periodo. La ecuacion (1.2) es llamada retornos de periodos miltiples o

retornos compuestos.

El retorno neto simple del periodo A es

_bB—Pin

Fi(h) Py

(1.3)

Una segunda definicion es la de retornos continuamente compuestos, en el que se calcula el loga-

ritmo natural del retorno bruto simple de un activo y se escribe de la siguiente manera

I
P

re=In(l+ R;) =In ( > = P; — Pi_1, pe = In(F,). (1.4)
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La ventaja de los retornos continuamente compuestos es cuando se considera los retornos de pe-

riodos multiples

h h
ri(h) =In(1+ Ry(h)) = > In(1 + Ri_jur) = Y 1ipn (1.5)

y por tanto, los retornos de periodos miiltiples es simplemente la suma de los retornos de un sélo

periodo compuesto continuamente.

Otra ventaja es que el modelado del comportamiento estadistico de los retornos compuestos con-
tinuamente de los activos a lo largo del tiempo, es mucho més facil para derivar las propiedades

de las series de tiempo.

Los retornos compuestos continuamente se conocen también como retornos logaritmicos. Cuando
existe una relacion lineal entre un retorno logaritmico en el tiempo t y la informacion disponible
antes del tiempo ¢ el analisis de series de tiempo lineales proporciona un marco natural para

estudiar la estructura dindmica de dichas series.

La teoria de series de tiempo lineal incluye estacionaridad, dependencia dindamica, funciéon de
autocorrelacion, modelado y pronéstico. Los modelos mas sencillos de series de tiempo lineal son
los autorregresivos (AR), media movil (MA), media movil autorregresivo (ARMA), que combina
las ideas de los modelos AR y MA en una forma compacta para que el nimero de pardmetros se
mantenga pequeno, y el autorregresivo integrado media movil (ARIMA), en el que la tendencia y

la estacionalidad son eliminadas mediante la diferenciacion al comienzo del anélisis.

En el caso de multiples retornos logaritmicos el anélisis de series de tiempo multivariado es apro-
piado para entender la relaciéon dinamica entre los retornos. El modelo autorregresivo vectorial
(VAR) es 1til para modelar los multiples retornos. Para una comprension mas detallada de los
modelos AR, MA, ARMA, ARIMA y VAR ver Campbell et al. [16], Tsay [100], Liitkepohl [65],
Brandt y Williams [14].

La variabilidad de los retornos logaritmicos es una de las cantidades mas importantes en los estudios
financieros. La desviacion estandar de los retornos logaritmicos es una medida de esta variabilidad
y se conoce como "volatilidad”. La volatilidad no es directamente observable y no es constante en el

tiempo. Otras caracteristicas de la volatilidad es que puede ser alta para ciertos periodos de tiempo
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y baja para otros periodos, estos periodos de alta y baja volatilidad se conocen como cluster de
volatilidad. Como se menciona anteriormente la volatilidad evoluciona con el tiempo de manera
continua por lo que los saltos de volatilidad son raros. Los saltos son retornos extremadamente

grandes, tanto positivos como negativos.

La volatilidad no diverge hasta el infinito, es decir, la volatilidad varia dentro de un rango fijo.
Hablando estadisticamente, esto significa que la volatilidad suele ser estacionaria. También, la
volatilidad parece reaccionar de manera diferente a un gran aumento de precios o una gran caida
de precios, lo que se conoce como efecto de apalancamiento. Este efecto para una empresa en
particular dice que un shock negativo (un retorno por debajo de su valor esperado) implica que la
empresa estd mas apalancada, es decir, tiene una relaciéon mas alta entre la deuda y el valor de las

acciones y, por lo tanto, es més riesgosa, por lo que la volatilidad deberia aumentar.

Para medir la volatilidad muchos modelos han sido propuestos. Los modelos de retornos de un
solo activo se conocen como modelos de volatilidad univariados. Algunos modelos de volatilidad
univariados mas conocidos son los modelos heterocedéstico condicional autoregresivo (ARCH)
introducido por Engle [38]| y los modelos heterocedastico condicional autoregresivo generalizado
(GARCH) introducidos por Bollerslev [12]|. Variaciones de los modelos tipo ARCH y GARCH
asi como propiedades y estructuras subyacentes se pueden encontrar en Gouriéoux [48|, Francq y

Zakoian [42] respectivamente.

Un enfoque diferente es propuesto por French et al. [43] en el que se usan datos de alta frecuencia
(por ejemplo, retornos intradiarios de 10 minutos ) para calcular la volatilidad de retornos de
baja frecuencia (por ejemplo, retornos diarios). Gracias a la amplia disponibilidad de bases de
datos este enfoque ha sido de gran interés en los tltimos anos y es conocido como volatilidad
realizada (VR). Una explicacion mas detallada sobre la volatilidad realizada se puede encontrar
en Anderson et al. [4] y Anderson et al. [3]. Otra clase de modelos univariados son los modelos
de volatilidad estocastica (SV) en los que se postula que la volatilidad es impulsada por su propio
proceso estocastico. Para un mejor entendimiento sobre los modelos de volatilidad estocéstica ver

Taylor [95].

Los modelos de multiples retornos de activos se conocen como modelos de volatilidad multivariados

y deben tomar en cuenta la correlaciéon entre los retornos. Las volatilidades multivariadas tienen
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muchas aplicaciones financieras importantes, por ejemplo, desempenan un papel importante en
la seleccion de carteras y la asignacion de activos y se pueden utilizar para calcular el valor en
riesgo de una posicion financiera que consta de miltiples activos. Muchos autores han generalizado
los modelos de volatilidad univariado al caso multivariado, entre ellos estan los modelos GARCH

multivariados, ver por ejemplo Bauwens et al. [9].

Los modelos de covarianza realizada en el que la informacion adicional en los datos de alta frecuen-
cia, también se pueden explotar cuando se observa la covarianza, la correlacion y las regresiones
simples. Algunas referencias sobre los modelos de covarianza realizada son Anderson et al. [4], An-
derson et al. [3], Barndorff-Nielsen y Shepard [7]. Los modelos SV también han sido generalizados
al caso multivariado (MSV). Se pueden encontrar mas especificaciones de los modelos MSV en

Asai et al. [6], Yu y Meyer [104].

Al integrar los modelos VAR con los modelos MSV se obtiene un tipo de modelo diferente lla-
mado modelos autorregresivos vectoriales con volatilidad estocéastica multivariados (VAR-MSV).
La volatilidad estocastica en los modelos VAR-MSV esta destinada a capturar la posible hete-
roscedasticidad de los choques y no linealidades en las relaciones simultaneas entre las variables
del modelo. Para una compresion mas detallada de los modelos VAR-MSV ver Primiceri [78] y

Triantafyllopoulos [99].

En este trabajo se propone integrar un modelo VAR con un modelo MSV con efecto de apa-
lancamiento cruzado. Para estimar los parametros se usan métodos de Monte Carlo via Cadenas
de Markov (MCMC). El modelo propuesto se aplica a series bivariadas financieras compuesto de

precios de Apple y de Microsoft.

En el capitulo 2 se hablara sobre los procesos autorregresivos vectoriales (VAR) , algunas de sus
propiedades, métodos de estimacion, seleccion del orden y comprobacion de modelo adecuado.
En el capitulo 3 se exponen algunos modelos de volatilidad estocastica multivariados métodos de
estimacion y comprobaciéon de modelo adecuado . En el capitulo 4 se presenta la integracion de un
modelo VAR con un modelo de volatilidad estocastica multivariado (MSV), se explicaran algunas
de sus propiedades y se expondran algunos ejemplos para su mayor comprension. En el capitulo 5

se exponen las conclusiones.



Capitulo 2

Procesos Autorregresivos Vectoriales

Estables

En una serie de articulos el macroeconomista Christopher A. Sims [86-89] propuso el uso de los
modelos autorregresivos vectoriales (VAR), para modelar la dindmica y las relaciones causales entre
un conjunto de variables macroeconémicas. Desde entonces los modelos VAR han demostrado ser
especialmente ttiles para describir el comportamiento dindmico de series temporales econémicas

y financieras y para realizar pronosticos.

Los modelos VAR se utilizan para la inferencia estructural y anélisis de politicas. Su configuracion
es tal que los valores actuales de un conjunto de variables se explican en parte por los valores
pasados de las variables involucradas, esto se debe a que a menudo el valor de una variable no solo
esta relacionada con sus predecesores en el tiempo, sino que, ademas depende de valores pasados
de otras variables. En los modelos VAR para cada variable endogena en el sistema de ecuaciones,
se construye una ecuacion que hace que estas variables dependan de sus propios valores pasados
y los valores pasados de todas las demas variables endégenas. Normalmente, esto se hara con el

mismo nimero de retrasos o valores pasados de cada variable en cada ecuacion.

Los modelos VAR se pueden configurar de tres maneras: Forma reducida, recursiva y estructural.

i) Un VAR en su forma reducida expresa cada variable como funcion lineal de sus propios valores
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pasados, los valores pasados de todas las demas variables y un término de error serialmente

no correlacionado.

ii) Un VAR recursivo construye los términos de error en cada ecuacién para que no estén corre-
lacionados con el error en las ecuaciones anteriores. Esto se hace incluyendo juiciosamente

algunos valores contemporéaneos como regresores.

ii) Un VAR estructural utiliza la teoria econémica para clasificar los vinculos contemporaneos

entre las variables.

El resto de este capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 2.1 se presentan
algunas suposiciones y propiedades de los modelos VAR. En la seccion 2.2 se presentan algunos
métodos de estimacion. En la seccion 2.3 se presentan métodos para seleccionar el orden VAR. 2.4

se exponen algunos métodos para verificacion del modelo adecuado.

2.1. Propiedades y suposiciones de los modelos VAR

El modelo VAR (k) puede ser escrito de la siguiente manera
Ye =0+ A1+ ...+ Apyp_p +&¢ ,t=0,+£1,+2 ... (2.1)

donde y; = (Y11, .., yp)” es un vector aleatorio de dimension p x 1, los A; son matrices de coefi-
cientes fijas de dimension p x p, v = (vy,...,v,)T es un vector fijo de los términos de intercepciéon
de dimension p x 1,y €, = (g14,...,&m)" es un proceso de ruido blanco de dimensién p x 1, donde
E(g;) = 0, E(esel) = 3. y E(e;el) = 0 para s # t. En este capitulo supondremos que la matriz

de covarianza .. es no singular.

A manera de ejemplo, supongamos el caso donde p = 2 y k = 1, en este caso tenemos un modelo

VAR (1) el cual se puede escribir de la siguiente manera.

Y1t = U1 + Alllyl,t—l + AllzyQ,t—l + €1t
(2.2)

Yot = V2 + A121y1,t71 + A122y2,t,1 + €9t
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donde v; es el i-¢simo elemento de v y A';; es el (i, j)-ésimo elemento de A;. En la ecuacion (1.2)
A'5 denota la dependencia lineal de ¥, en Y2+—1 en la presencia de y; ;. Por lo que Alys es el
efecto condicional de ys; 1 en y1; dado y1, 1. Si A'ya = 0, entonces y; no depende de ya; 1, y el

modelo muestra que y;; inicamente depende de su propio pasado.

Consideremos las dos ecuaciones conjuntamente. Si A'15 = 0y Aly; # 0 entonces hay una relacion
unidireccional de y1; a ya. Si A1y = Aly; = 0 entonces yi; y yor estan desacoplados. Si Alyy # 0
y Al # 0, entonces hay una relacion de retroalimentacion entre las dos series. Por lo tanto, los
coeficientes de la matriz A; miden la dependencia dinamica de y;. La relacién concurrente entre y;
v yor €s mostrada por el elemento o135 de X.. Si 015 = 0, entonces no hay relaciéon lineal concurrente

entre los dos componentes de la serie.

Suponiendo p > 0 y k£ = 1 en la ecuacion (2.1) entonces el modelo resultante es de la siguiente
manera

Y =0+ Alyt_l + &¢. (23)

Haciendo algunos célculos recursivos comenzando en t = 1 en la ecuaciéon (2.3) obtenemos la
siguiente expresion
t—1
ye= L+ A+ + Ao+ Alyo + ). Alieis. (2.4)

i=0
La ecuacion (2.4) muestra que cualquiera de los vectores yi, ..., y; pueden ser determinados tni-
camente por g, £1,...,&. También la distribucién conjunta de yq,...,y; es determinada por la

distribucién conjunta de yg, 1, ..., .

El modelo VAR (k) de la ecuaciéon (2.1) puede ser escrito de diferentes formas (ver por ejemplo
Canova [17]; Kadiyala y Karlsson [58] ). En este capitulo lo escribiremos por conveniencia en su

forma VAR (1) de la siguiente manera

y=v+Ayp1+e (2.5)
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donde
Ay Ay o A Ay
I, 0 0 0
A=10 I, ... 0 0 |, dedimension pk x pk
o 0 ... I, 0
T . .
Yy = [y;f, y;‘[’_l, ,y;f_kH] , de dimension pk x 1
v=[v",0,...,0]", de dimensién pk x 1
€ = [atT, 0, ... ,O]T , de dimension pk x 1

La ecuacion (2.5) la podemos escribir de la siguiente manera

t—1
Y= (Lp+A+ .+ AW+ Ay + > Al (2.6)

=0

Si ademas se supone que el proceso ha comenzado en el pasado infinito y todos los autovalores de
A son menores que 1, se puede demostrar (ver, Lutkepohl [65]) que la ecuacion (2.6) es un proceso

bien definido y se puede escribir de la siguiente manera

0
ye=p+ Y Ale; , t=0+1,42,. . (2.7)
1=0
donde
E(y) = = (I, — A)" v (2.8)

es el vector media y las autocovarianzas son

Iy(h) = i APy (AN (2.9)
Y =E(ee)).
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Cuando todos los autovalores de A son menores que 1 se dice que y; es estable. La condicion de

estabilidad es equivalente a

det(l, —Az) #0, para |z| <1. (2.10)

Para obtener el proceso y; se define la matriz J = [I, : 0 : ... : 0] de dimension p x pk tal que
y; = J Y. Ademés, como el proceso estocastico ¢ es bien definido, entonces el proceso y; es bien

definido. El vector medio y las autocovarianzas son de la siguiente manera
E(y) =J p, T,(h) = JTy,(h)J".
Un método mas formal pero equivalente de comprobar que y; es estable es de la siguiente manera
det(l, — Az — ... — Ap2") #0, para |z| < 1. (2.11)

Por lo cual, se puede decir que y; es un proceso VAR (k) estable si las condiciones de la ecuacion

(2.11) se mantienen y

Qa0
y=Jyp=Jp+J Yy Ale (2.12)

1=0

Por la ecuacion (2.12) se puede notar que el proceso y; puede ser determinado por el proceso
de ruido blanco g; = (¢7,0,...,0)" por lo que a menudo, se hacen suposiciones especificas con
respecto a ;. Por ejemplo, si se supone que ¢; es un ruido blanco gaussiano, esto es, &, ~ N(0, X.)

para todo t, €; y €, son independientes para s # t, entonces y; es un proceso gaussiano.

El proceso de la ecuacion (2.7) es conocida como media moévil (MA) donde y; es expresado en
términos de vectores de errores pasados y presentes €; y el término medio g. La representacion MA

de y; es de la siguiente forma

0
ye=Jy=Jp+ Y JA T T (2.13)

=0

o0
=u + Z (PZ Et—q-
1=0

10
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donde p = Jpu, ®; = JA* JT y &y = I,. Esto es posible debido a que el proceso de ruido blanco &,

tiene las siguientes propiedades
_ T _
e =J" Je, y Je, = ey

La media y autocovarianza del proceso y; de la ecuacion (2.13) es de la siguiente manera

E(y:) =u, (2.14)
r,(h) :i IS M (2.15)

Un método para encontrar las matrices ®; esta en Lutkepohl [65].

Una propiedad importante de un proceso estocéstico es la de estacionariedad en el que el primer
y segundo momento son invariantes en el tiempo. En otras palabras un proceso estocastico y; es

estacionario si

E(y:) = p, Vt. (2.16)

El(ye = 10)(Wen — )" ] = Ty(h) = Ty(=h)",  Vty h=0,1,... (2.17)
De las ecuaciones (2.14)-(2.15) se puede ver que un proceso VAR (k) estable es estacionario.

Ajustando el proceso (2.1) a la forma ajustada a la media y multiplicando posteriormente ambos
lados de la ecuacion por el término (y;_,, — i) v tomando la esperanza se obtienen las ecuaciones

Yule- Walker que pueden ser utilizadas para calcular las autocovarianzas de manera recursiva y

asi evitar las sumas infinitas de las ecuaciones (2.9) y (2.15). Siempre que A;,..., Ay y T'y(k —
1),...,I',(0) sean conocidas
AT, (h=1)+ ...+ AT, (h— k), h >0
v, =4 "' ’ (2.18)
AT, ()T + oo+ AT, (BT + X, h = 0.

11
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Las ecuaciones de Yule-Walker del proceso (2.5) son de la siguiente manera

AT, (h—1), h>0
T, (h) = (2.19)

AT,(0)AT + %, h=0.

De la ecuacion (2.19) se pueden obtener las matrices de autocovarianza iniciales

vec(I'y(0)) =(Lpry2 —A® A) ! vec(Xe)Ty(0)

11(0) ... 71,(0)

I

Yp1(0) . Ypp(0)

donde el operador vec apila las columnas de una matriz en un solo vector. Mientras que ® denota

el producto de Kronecker.

Debido a que las autocovarianzas suelen ser medidas variantes de escala de las dependencias lineales
entre las variables del sistema, suele ser mas conveniente usar las autocorrelaciones que se pueden

escribir de la siguiente manera

R,(h) =D 'T,(h) D! (2.20)

donde D = diag (1/711(0), ..., 4/7p(0)).

2.2. Métodos de Estimacion

Existen muchos métodos para estimar los pardmetros del modelo VAR(k) de la ecuacion (2.1) de

los cuales se presentan algunos en esta seccion.

Suponiendo que los vectores de series de tiempo vy, ...,¥y, son conocidos, esto es, se tiene una

12
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muestra de tamano n. Ademas, k valores pre-muestrales y_j.1,..., %o estan disponibles. Se define

=(y1,...,Yn) de dimension p x n
=(v,Aq,...,Ay) de dimension p x (pk + 1)
Zy=[1 y{ ...yl 11" dedimension (pk+ 1) x 1
Z =(Zy,...,Zn1)"  de dimension (pk + 1) x n
e =(e1,...,&,) de dimension p x n
de dimensién pn x 1

(Y)
B =vec(B) de dimension (p*k + p) x 1
b =vec (B') de dimension (p*k + p) x 1
(

e) de dimension pn x 1

Usando esta notacion, el modelo VAR (k) de la ecuacion (2.1) puede ser escrito de las siguientes

maneras

Y = BZ +e¢, (2.21)

y=(2"®1I,)B +e. (2.22)

2.2.1. Método de minimos cuadrados multivariado

El estimador de minimos cuadrados multivariados (GLS) se puede escribir de las siguientes maneras

B=[(z2")z&1,)y, (2.23)
B=vZT(z27)"", (2.24)
b= [L,®(227)" 2| vec (v™). (2.25)

13
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Mann y Wald [66] demostraron que si y; es un proceso VAR (k) estable y estacionario, y bajo

condiciones deseables para ¢; entonces

1
I =plim —ZZ" existe y es no singular (2.26)
n
LG:vec (e:2] )=Lvec (SZT)=L(2®I,€)5 LN(O I'® ) (2.27)
nt:1 t~—1 \/ﬁ \/ﬁ 00 ) e): :

La ecuacion (2.26) significa que la matriz %ZZT cuando n — oo converge en probabilidad a
la matriz no singular I'. La ecuacion (2.27) significa que cuando n — o la secuencia de variables
aleatorias converge en distribucion a una distribucion normal con media cero y matriz de covarianza

I'® ..

Una condiciéon suficiente para que el proceso ¢, tenga las condiciones deseables para que (2.26)-
(2.27) se mantengan es que &, es un vector aleatorio continuo satisfaciendo que E(g;) = 0,

Y. = E(gel) es no singular, ¢, y &; son independientes para s # ¢ y para alguna constante finita c
Eleirejieremt < c para ¢,7,k,m =1,...,py para todo t .

Esta condicion es llamada ruido blanco estandar.

Ademas, se puede demostrar (ver, Fuller [44] ) que si y; es un proceso VAR (k) estable con &

siendo un ruido blanco estandar, entonces (2.26)-(2.27) se mantienen.

Una propiedad importante del estimador GLS cuando y; es un proceso VAR (k) estable como en

(2.1) con los vectores €; siendon ruidos blancos estandar es

plim B =B, (2.28)
V(B = B) =vnvec(B—B) % NO,T ' ®@X.), (2.29)
Vb —b) =/nvee(BT = BT) L N0, . @), (2.30)

14
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Estimadores consistentes para Y. y I' se pueden escribir de la siguiente manera

> (2.31)

S. =—(Y = BZ)(Y — B2Z)T,

(2.32)

| —

S|I—3~

Una demostracion de (2.28)-(2.30) se puede encontrar en Liitkepohl [65] y en Tsay [100].

2.2.2. Meétodo de maxima verosimilitud

Para este método se supone que la distribuciéon del proceso es conocida. Suponiendo que ¢; es

Gaussiano entonces
(2.33)

e ~N,, (0,1, ® X,),

1 1 1 _
fe(e) :(ZW)P”/Q TRCOARE exp <-§5T (j'n®2E 1) 5) :

(2.34)

Ajustando el proceso (2.1) a la forma ajustada a la media y asumiendo que v = 0 se puede escribir

€ de la siguiente manera
(2.35)

e=y—p* — (X'®IL)a,

donde

pt =", .. )T de dimension pn x 1,

a =vec(Ay,...,Ar) de dimension p?k x 1,

de dimension pk x n |

X :(y87 v ayg—l)
?J? =[(y: — N)T7 ooy (Ymbr — M)T]T de dimensiéon pk x 1 .

15
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La densidad de probabilidad de y viene dada por

1
(2m)P/2 |1 @ X

fyly) =

exp [—%(y - (XT® L)) (LX) y—u — (X' ®L)a (2.36)

por lo que los estimadores de maximo verosimilitud (ML) de p,a y X, son

donde

A=(Ay,...,A;) de dimension p x pk |

YO =(y1 —pty.. ., yn — )t de dimension p x n .

X y Y0 son obtenidos reemplazando p por la media muestral de yq, . ..

mente.

Una propiedad de los estimadores ML es la siguiente:

Teorema. Si § es un estimador ML del parametro 0y entonces

A

0 es consistente

Jn (5 . 50) 2 N (0, L,(5) ™),

16
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.y en X y YO respectiva-

(2.40)

(2.41)
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donde

L,(60) = Tim ~I(6,),

n—o0 M,

1(0p) es la matriz de informacion de dy.

Una demostracion de (2.40)-(2.41) se puede encontrar en Newey y McFadden [72]. Por (2.40)-(2.41)
se puede demostrar (ver, Liitkepohl [65]) que los estimadores ML de (2.37)-(2.39) son consistentes

y tienen distribuciones asintoticas

Valp—p) % N, 07<Ip—iAi>_ 5. (Ip—iAz)_ , (2.42)

Vi@ —a) S Ny (0,1,(07' @), (2.43)

Vi@ —a) 5 N (0,2Df (5. ® £.)(D;j)7), (2.44)
donde

o = vech (X,),

D) = (Dg Dp)’ng es la inversa generalizada Moore-Penrose de la matriz duplicacion.

La matriz duplicacion D, es de dimension (p* x 3p(p + 1)) y es definida tal que, para cualquier

matriz simétrica A de dimension (p x p)

vec(A) =D, vech(A),

11 Ag1 ... Qip
Q21 Qg2 ... Q2p
vech(A) =vech
_CLpl el e CLpp_
o T
=[a11, 12, . .., Qp1, A2, 32, - . ., A, A33, A3, - - -, App]

1 ~~
donde T',(0) puede ser estimado por —X X7
n

17
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2.2.3. Meétodo de estimaciéon bayesiano

Para entender el método de estimacion bayesiano se reescribe la ecuacion (2.1) de la siguiente

manera

Yt :[UaAlaA27-"7Ak] Yt—2 +te& = (Y2T®Ip)ﬁ+€tv (245)

Yt—k

donde (Y;" ® I,) es de dimension p x (kp + 1), Y; = [Lye 1D,y 27, ...,y .7 |7 es de dimension
(kp+1) x 1, B = vec(v, Ay, Ag, ..., Ap) es de dimension (kp? + p) x 1y, Yo, ..., Y_rs1 son valores

premuestrales.

Si se supone que ¢; es Gaussiano con E(g;) = 0, Vt; E(g,e,7) = 0 para t # sy, E(g,5,7) = %, los

parametros desconocidos de (2.45) son 3y ..

Uno de los métodos usados para hacer estimaciones de los parametros 5 y . es el muestreador
de Gibbs. Este método requiere del conocimiento de la distribucién posterior condicional completa
de los parametros de interés, a saber, Pr(8|2.,Y) v Pr(3.|3,Y), establecer valores iniciales para

BO v %,.© ¢ 1a eleccion de una distribucion a priori para los parametros del modelo.

El muestreador Gibbs muestrea recursivamente de la siguiente manera:

1. Inicializar los valores iniciales 5 y 2(0).
2. Generar ﬂ(i)|25(i_1), Y.
3. Generar X.|30 Y

4. Ir al paso 2 hasta que la convergencia es alcanzada.

Note que ((ﬁ(l), 2&1)) , (5(2),29) ,) definen una cadena de Markov ya que el cambio pro-

babilistico en la iteracion ¢ depende solo de los valores de la cadena en el paso i — 1. Ademas,

18
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las i-6simas muestras 8% y . para un ntmero suficientemente grande, a saber, i > j, pueden

considerarse como muestras de las verdaderas distribuciones posteriores marginales.

Establecer los valores iniciales ) y ¥, se puede hacer de manera arbitraria. Para la eleccion
de las distribuciones a priori, existe una gran variedad que pueden ser usadas para los modelos
VAR, algunas de ellas son la priori difusa, la priori conjugada, la priori normal-Wishart, la priori
normal difusa. En esta seccion solo hablaremos de la priori de Litterman (ver, Doan et al. [32],

Litterman [64]).

Suponiendo que la distribuciéon priori de 3 es normal multivariante con vector media priori pg y

matriz de covarianza priori X3. Entonces la priori de Litterman es de la siguiente manera

16 = (5)

La priori Litterman en esta seccion configura pg = 0y Xg # 0. Esto significa que se cree que la

kp?4p
2

ol exp {308 — el 575 - )} (2.46)

dependencia interporal de las variables es débil. La matriz de covarianza priori Xz es configurada

como una matriz diagonal de la siguiente manera

)\ 2
;) si Q=7
B8i0r = 7300\ 2 (2.47)
( ) si i #j,
T’O'j

donde X35, es la varianza priori de A;;,, A es la desviacion estandar priori de los coeficientes Ay 1,

(=1,2,...,p,0 <0 <1y, 0;% es el elemento de la i-ésima diagonal de X..

Algunas consideraciones a tomar en cuenta (Para mas detalles ver Liitkepohl [65]) son:

i) Para cada ecuacion, A controla qué tan estrechamente se cree que el coeficiente del primer

rezago de la variable dependiente esta centrada alrededor de cero.
ii) Se pueden probar diferentes valores de A.
iii) Se puede considerar el uso de diferentes A en diferentes ecuaciones.

iv) Al aumentar el regazo r, la matriz de covarianza disminuye. Esto se debe a que se cree que
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los coeficientes de lag de alto orden probablemente estén cerca de cero.

v) A los coeficientes de las variables distintas de la variable dependiente se les asigna una
varianza mas pequena en términos relativos, eligiendo # entre 0 y 1 debido a que se cree que

la mayor parte de la variaciéon en cada una de las variables se explica por los propios lags.

2

. , 0 . . . . .1 - . .
vi) Larazoén —5 se incluye para cuidar las diferencias en la variabilidad de las diferentes variables.
o

J

vii) Se prefieren las varianzas residuales sobre las varianzas y; debido a que la respuesta de una
variable a otra estd determinada en gran medida por los movimientos inesperados reflejados

en las varianza residuales.

viii) El supuesto de la matriz diagonal ¥ significa que se especifican distribuciones priori inde-

pendientes de los diferentes coeficientes.

ix) Las varianzas priori de los términos interceptados son infinitas, reflejando que no se tiene

ninguna conjetura a priori para estos coeficientes.

Para Y. una distribucion priori es la Wishart inversa (IW), por lo que
Yo ~ IW(S*,n"). (2.48)

La funcion de densidad de probabilidad de los datos, condicional a los pardmetros del modelo es

dada por

f(yh e 7yn‘57 25) :Hf<yt|67 25)

o+
Il
—_

S5 exp {—1 Mo~ (5 ® L)) S~ (7 ® Ip)m} o (249)

Usando (2.49) se obtienen las distribuciones posterior condicionales completas de los parametros

de interés y estan dadas por
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f(ﬁ‘zayla s 7yn)OCf(y1, e 7yn’5726)f(ﬁ)

_ T
o exp —% [5(251+Z(Y;®Ip)251(ﬂ®1p>> (Z (Vi ® I)%: lyt>]

t=1 t=1

lzﬁ—l LY e L)E (T e m]

t=1

[B (25‘1 - i(i/t@Ip)z;lmT@Ip))_ (Z (Y ® I,)%e lyt)]} (2.50)
t=1

t=1

f(28|57y17 e 7yn)ocf(y17 cee 7yn’/8728)f(28)

o £~ exp{—trQi 1,)8) (ye - <tT®fp>6>T+s*—1] z)} (2.51)

donde n; = n + n*.

2.3. Métodos de Seleccion del Orden VAR

Un elemento critico en la especificacion de los modelos VAR es la determinacion del orden. Hamilton
[49] indica que las matrices de coeficientes respuesta impulso son construidas a partir de las matrices
de coeficientes autorregresivas por lo que la precision de la estimacion de las matrices de coeficientes
respuesta impulso dependen de la precision de la estimacion de las matrices de los coeficientes

autorregresivos.

Lutkepohl [65] senala que bajo una medida de error cuadratico medio, escoger un orden VAR maés
alto que el verdadero resulta en pronoésticos inferiores que si se escogiera el orden verdadero. En
practica generalmente el orden VAR es desconocido. En esta seccion se mencionan algunos métodos

para la seleccion del orden de un modelo VAR.
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1. El primer método es conocido como Prueba de razon verosimilitud secuencial (para maés
detalles ver Lutkepohl [65]). La idea de ese método es encontrar el minimo entero k tal que
A; =0 parai > ky A # 0. Este nimero k serd llamado el orden del modelo VAR. Para
lograr esto se supone que se sabe que el orden VAR no puede ser mayor que un entero k*,

luego se procede a hacer una prueba de hipotesis secuencial de la siguiente manera:

Secuencia | Hipotesis nula (Hy) Hipotesis alternativa (H;)
1 A= =10 Apx # 0
2 Apx_1 =10 Akz*—l # 0 ’ Apx =0
i Ak*_i_;'_l = 0 Ak*_i_;'_l # O | Ak* == ... = Ak*_i+1 = 0

La secuencia de prueba de hipdtesis termina cuando la primera hipotesis nula () es rechazada,

k= k*—i+1 sera elegido como el estimador del orden del modelo VAR.

Para probar la ¢-ésima hipotesis se usa el estadistico razén verosimilitud y es dado por
Mug(i) = n (m ’E(k: - z’)’ I ‘E(k; it 1)\) , (2.52)

donde 3.(j) denota el estimador ML de X, cuando un modelo VAR () es ajustado a una
serie de tiempo de tamano n. Mg sigue una distribucién chi cuadrado con p? grados de

libertad.

2. Otro método para estimar el orden de un modelo VAR es el error de prediccion final (FPE)

que es definido de la siguiente manera

n+p+1

FPE(i) = [n 1

]p det(2.(i)), (2.53)

donde ¥.(i) es el estimador ML de la matriz de covarianza. El estimador del orden VAR es

obtenido de la siguiente manera

kppg = min {FPE(i) [i = 0,1,...,k*}. (2.54)
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3. El siguiente método es el criterio de informacion de Akaike (AIC) definido de la siguiente

manera
. 2ip?
AICG) = In [S.()] + 22 (2.55)
n
El criterio AIC que mejor estima el orden VAR es de la siguiente manera
kapc = min {AIC(i) [i = 0,1,...,k*}. (2.56)

4. Un cuarto método para estimar el orden VAR es el criterio Hannan-Quinn (HQ) el cual es

obtenido de la siguiente manera

HQ(i) = In |Se(i)] + 2in(l(n)) ip?. (2.57)

n

El criterio HQ que mejor estima el orden VAR es de la siguiente manera

krq = min {HQ() i = 0,1,..., k*}, (2.58)

5. El siguiente método que se presenta en esta seccidon para estimar el orden VAR es el criterio

bayesiano o Schwarz (BIC) que es de la siguiente manera

In(n) ;2 (2.59)

BIC(i) = In [S.()] +

n

El criterio BIC que mejor estima el orden VAR es de la siguiente manera

kpic = min {BIC(i)|i = 0,1,...,k*}. (2.60)

Para una revision méas detallada de estos métodos de estimacion del orden VAR ver Lutkepohl [65],

Tsay [100], Brandt y Williams [14].
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2.4. Verificacion del Modelo Adecuado

En la construccién de modelos VAR un elemento de suma importancia es garantizar que el modelo
ajustado a los datos sea el adecuado. Existen muchos métodos para comprobar si un modelo VAR

ajustado a los datos es el adecuado. En esta seccion se presentan algunos de estos métodos.

2.4.1. Verificacion de los Residuales

Un primer método para verificar que el modelo VAR ajustado a los datos es el adecuado es verificar
que los residuos de la serie de un modelo VAR no estan correlacionados en serie. Siempre que los

residuos no estén correlacionados en serie la estimaciéon de los modelos VAR es bastante robusta.

Para verificar que los residuos no estan correlacionados en serie defina &, = y; — (‘7 + fllyt,l +
ot flkyt_k) el estimador de los residuos donde V, Al, - ,Ak son estimadores ML. Entonces el

estimador de la matriz de covarianza de los residuos es de la siguiente manera
n

N o 1.0
Ci:_zgtgtT:EgFigT i=0,1,....,h<n, (2.61)

—1
t=i+1

donde F; es una matriz de dimension n x n tal que los elementos (i + [, 7) son igual a uno para
l,j=1,....,n—1,y cero en el resto de los elementos, ¢ = (£1,...,€,) es de dimensién p x n. Sea

F = (F,...,Fy) de dimension n x nh y defina

A 1
Ch=(Cy,....Cy) = ~¢ F(I,®&h), (2.62)

A

éh =vec (Ch) (263)

Las matrices de autocorrelacion estimadas son de la siguiente manera

A

R, =D7'C;D™' i=0,1,...,h, (2.64)

donde D es una matriz diagonal de dimension p x p cuyos elementos son las raices cuadradas de
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los elementos diagonales de Cy. De igual manera que (2.62)-(2.63) defina

4 =vec (Ry,).
Dado que (2.1) se puede escribir como (2.21) entonces

e=Y - BZ

(2.65)
(2.66)

(2.67)

Se puede demostrar (ver Lutkepohl [65]) que si y; es un proceso VAR (k) estable de dimension

p X 1, y estacionario con ¢; siendo un proceso de ruido blanco estdndar idénticamente distribuidos

y B es un estimador ML, entonces da distribuciéon asintética de las autocovarianzas residuales y

las autocorrelaciones residuales son de la siguiente manera
Vnén 5 N(0, Se(h)),
donde T es definida en (2.26) y

Ye(h) =((I, ®%.) — G'TG) ® X,

0 0o ... 0
Ye D12 ... Py,
G=1|o Y. ... P>, es de dimension ((pk + 1) x ph,
0 0 ... D%
o, =JA'J i=1,2,..., ®y=1I,
J=[I,:0 0],
Al Ay . Al A
I, 0 ... 0 0
A=10 I, ... 0 0 es de dimension pk x pk,
0 0 I, 0
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donde ¥, (h) = [(I, ® R.) — GIT7'G,]| ® R., Gy = G(I;, ® D™') y D es una matriz diagonal de

dimension p x p con las raices cuadradas de Y. en la diagonal, ademas

Vnvee(R) % N(0,SR(G)) j=1,2,..., (2.70)
donde ~ ~
0
. —1 T 7 1T -1 ®j -1
Sr(j)= | Re—D'S.[0: @], :...: @] ]'T | Z.D7' |®R., (2.71)
_(I)j—p

con ®; =0parai<0y R, =D 13Dt

Los parametros I', 3. y B generalmente son desconocidos por lo que se sustituyen por estimadores
para obtener errores estandar de las autocorrelaciones residuales y pruebas de hipétesis especificas

con respecto a las autocorrelaciones.

Denotando por p;;(¢) como los verdaderos coeficientes de correlacién correspondientes a los r;;;().

Una prueba con un nivel aproximado de 5 %, de la hipotesis nula es dada por

Hy : pij(¢) =0 contra Hy : p;;(¢) #0, (2.72)
-2 2
Vn V'

rechazada si alguno de los coeficientes de correlacion estimados sale del intervalo.

donde Hj es rechazado si < Tije < en otras palabras, la hipotesis de ruido blanco es

2.4.2. Prueba de Portmanteau

Un segundo método para verificar que el modelo VAR ajustado es el adecuado consiste en considerar
los coeficientes de correlacion como grupo.

Este método es conocido como prueba de Pormonteau

Hy : R,=0 contra H;, : R, #0. (2.73)
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El estadistico de prueba es de la siguiente manera

(2.74)

donde C; se define en (2.61). Se puede demostrar (ver Ahn [2], Li y McLeod [62], Hosking [52]

y Lutkepohl [65]) que bajo ciertas condiciones de regularidad como las de (2.68) la distribucion

aproximada del estadistico de Pormonteau es chi-cuadrado con p?(h — k) grados de libertad.

2.4.3.

Prueba de Normalidad

Un tercer método para verificar que el modelo VAR ajustado a los datos es el adecuado consiste

en notar que &, = y; — (A1y;—1 + ... + Arys_x) se distribuye normal con vector media 0 y matriz

de covarianza ... Debido a que en la préctica no se cuenta con ¢; entonces es reemplazado por su

estimador €. Por lo que la prueba de normalidad se aplica a estos ultimos. La prueba es basada

en el tercer y cuarto momento. El estadistico de prueba para el tercer y cuarto momento y sus

distribuciones asintoticas son de la siguiente manera

donde

1 n
~ ~ ~ T ~ 73 .
alz(au,...,apl) s aﬂ:—Zbit, ZZ]_,...
n
t=1
1 n
A A ~ T A 24 .
agz(aw,...,apg) s aiQZ—Zbit, Zzl,...
ntzl
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= -9 - (Ao -9+ + Alyer—9), t=1,..n,

1¢
y:ﬁ;yt-

5\3 puede ser usado para probar

bi, bi,
Hy : E =0 contra Hy:E| | #0 (2.75)
b3, b3,
y M puede ser usado para probar
i, bi,
Hy : E =3p contra H; :E| ! | #3p. (2.76)
bﬁt b;l,t

X34 puede ser usado para una prueba conjunta de las hipotesis nulas en (2.75)-(2.76). Para mas

detalles de la prueba de normalidad ver Lutkepohl [65].
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Capitulo 3

Modelos de Volatilidad Estocastica

Multivariado

Los modelos de volatilidad estocastica (SV) han sido ampliamente discutidos en la literatura y
muestran ser utiles para modelar la varianza, analizando su cambio en el tiempo de retornos de
activos en econometria financiera. Los modelos SV postulan que la volatilidad es conducida por
su propio proceso estocastico a diferencia de los modelos autorregresivo generalizado condicional
heterocedastico (GARCH) por lo que son més flexibles para representar las propiedades empiricas

caracteristicas de los retornos financieros.

Melino y Turnbull [67] demuestran que las suposiciones de distribucion de probabilidad lognormal
para los tipos de cambio y volatilidad constante en el modelo estandar para fijar los precios en
moneda extranjera, son inapropiadas y que una hipotesis mas plausible es que la volatilidad cambie
estocésticamente, por lo que el modelo de volatilidad estocastica hace un trabajo superior al igualar
la distribucion del tipo de cambio empirico y corrige muchos de los sesgos observados en los precios

de opciones pronosticados.

La motivaciéon econémica de los modelos SV se basa en la asi llamada hipotesis de mezcla de
distribuciones, que establece que los retornos financieros son impulsados por una convoluciéon de dos
variables aleatorias, siendo una un término de ruido independiente, y el otro un proceso estocastico

que representa un proceso de llegada de informaciéon. Una caracteristica comtun de los modelos
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motivados por la hipotesis de mezcla de distribuciones es que condicionado a la variable latente

o1, los retornos siguen una distribucion normal: z|o; ~ N (0, 07).

Sin embargo, como se supone que o; es una variable aleatoria, la distribuciéon incondicional de z;
ya no es gaussiana. En particular, los modelos SV tienen colas mas pesadas que la distribucion
normal, lo que corresponde a la evidencia empirica de los retornos financieros. El modelo SV
autoregresivo gaussiano estdndar en tiempo discreto fue introducido por primera vez en esta forma

por Taylor [94], y es dado por

Yt — Ut = 2y = O¢ &y, ¢ ~ N(Oa 1)7 (3‘1>

log 07, = w + ¢ploga; + oy, m ~ N(0,1). (3.2)

Note que la ecuacion (3.2) es un proceso autorregresivo gaussiano de primer orden de la log

volatilidad de los retornos. En el modelo de Taylor [94] las innovaciones &, y 1; son independientes.

La principal diferencia con los modelos GARCH es que, condicional al conjunto de informacién la
verosimilitud no se conoce, sino mas bien una variable aleatoria no observada, por lo que imple-
mentar estimadores maximo verosimilitud es muy dificil. Para ver esto, la funcién verosimilitud

del modelo SV para una muestra de n observaciones puede ser escrita como
L(O: Vo) | £ |H,i0) F(H,[0) dH,, (3.3)

donde Y,, es un vector conteniendo todos los retornos observables, H,, = (d%,...,02)" es el vector
conteniendo todas las volatilidades latentes, y 6 es el vector de pardmetros, el cual en el modelo
clasico es 6 = (w, ¢, 0,,)". El problema de la funcion verosimilitud es la integral que aparece en la
ecuacion (3.3), la cual es una integral multiple de dimension n. No se puede resolver analiticamente,
y los métodos numeéricos discretos son inviables incluso para muestras moderadamente grandes.
La dificultad para estimar el modelo SV radica en que la ecuacién de observacion (3.1) depende

de forma no lineal de los estados o;.

Existen muchas formas diferentes de realizar la estimacion de los pardmetros del modelo SV. La
tabla 3.1 es tomada de Bauwens et al. [8] donde resumen algunos métodos para la estimacion de

modelos SV.
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Método (acrénimo) Referencia central
Verosimilitud Cuasi-maxima (QML) Harvey et at. [50]
Muestreo de mezcla gaussiana (GMS) Kim et al. [59]

Método simulado de momentos (SMM) | Gallant y Taucher [46]
Muestreo de importancia (IS) Durbin y Koopman [36]
Muestreo de importancia Eficiente (EIS) | Richard y Zhang [80]
Muestreo de importancia mejorado (IIS) | Nguyen [73]

Muestreo de sitio unico (SSS) Carter y Kohn [18§]
Muestreo de multimovimiento (MMS) Shepard y Pitt [85]

Tabla 3.1: Métodos de estimacion de modelos SV.

Estos métodos para estimar modelos SV surgen como respuesta para superar el problema de no
poder emplear soluciones analiticas. Una descripcion detallada de estos métodos se puede encontrar

en Bauwens et al. [§].

La variedad de modelos de volatilidad estocastica multivariante (MSV) es notable, desde un mo-
delo rigido con volatilidades independientes y correlaciones constantes hasta modelos altamente
complejos que incorporan correlaciones dinamicas y efectos de apalancamiento. Una revision de

modelos MSV propuestos se pueden encontrar en Asai et al. [6], Yu y Meyer [104].

El modelo bésico de Harvey [50] se puede escribir como

Et = Ht1/2€t, (34)
H, = diag(exp(hi), - .., exp(hy)), (3.5)
Et, 0 ZE 0
ht-l—l :N+¢®ht+77t ) ~ N ’ ) (36)
U 0 0 X
donde hy = (hyy, ..., hy)T es el vector de volatilidad p y ¢ son vectores de parametros p x 1, 3.

es una matriz de correlacion, ¥, es una matriz de covarianza definida positiva, y el operador ©

denota el producto Hadamard.

El resto de este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccion 3.1 se presentan
algunos modelos GARCH y sus propiedades. En la Seccién 3.2 se describen propiedades de los
modelos SV de tiempo discreto. En la seccién 3.3 se presentan algunos modelos MSV de tiempo
discreto. En la seccion 3.4 se discuten algunos métodos de estimacion como el muestreo de miltiples

movimientos (multimove sampler). En la seccion 3.5 se examina el criterio de informacion de
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desviacion (DIC) para comprobacion de modelo.

3.1. Modelos GARCH

Una de las principales caracteristicas de los retornos de activos son los grupos de volatilidad
(clusters), a saber, los grandes choques tienden a ser seguidos por grandes choques, de cualquier
signo, de igual manera los pequenios choques tienden a ser seguidos por pequenos choques. En otras
palabras, la volatilidad medida por los retornos al cuadrado es persistente y, por lo tanto hasta
cierto punto predecible. El modelo ARCH propuesto por Engle [38] es el primer modelo que provee
un marco sistematico para modelar la correlacion en serie de la volatilidad. El modelo ARCH (k)

es dado por

ol =ap+aa; , + ... +opaly, (3.7)

Ay = Ot&y,

donde ¢; son idénticamente distribuidos e independientes con media cero y varianza 1, ag > 0, y

a; = 0 para i > 0.

Los coeficientes «; deben seguir alguna condiciéon de regularidad para garantizar que la varianza
incondicional de a; sea finita. Por la estructura del modelo se puede ver que grandes choques
cuadrados pasados a;_i,...,a; ; implican una gran varianza condicional o? para la innovacion
a; por lo que tiende a asumir valores grandes. Esto significa que bajo el marco ARCH, grandes
choques tienden a ser seguidos por grandes choques. Esta propiedad de los modelos ARCH cumple
la caracteristica de los clusters de volatilidad de los retornos de activos. A menudo el modelo
ARCH requiere de muchos coeficientes para describir adecuadamente el proceso de volatilidad de
un retorno de activo. Bollerslev [12] como una forma de modelar los movimientos persistentes en
la volatilidad sin estimar un gran ntimero de coeficientes en un polinomio de alto orden sugiri6 los

modelos GARCH. El modelo GARCH(ky,k2) es dado por
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ol =ap+ Z al + Z Bior_;, (3.8)
At = Yt — Ut = O1&y,

donde y; es una serie de retornos logaritmicos y j; su respectiva media condicional. De nuevo, los &;

son idénticamente distribuidos e independientes con media cero y varianza 1, g > 0, a;; = 0,5y = 0,
max(k1,k2)
y Z (v + i) < 1. Ademaés, a; = 0 para i > k; y ; = 0 para j > ky. El modelo mas utilizado

i=1
en la clase GARCH es el simple GARCH(1,1) dado por
0l = ag +aial | + ot . (3.9)
El coeficiente oy mide la medida en que un choque de volatilidad actual se refleja en la volatilidad
del proximo periodo, mientras que (a; + 1) mide la velocidad a la que este efecto desaparece con
el tiempo. Para series de retornos financieros, estimaciones de «; y 1 estdn muy a menudo en los
rangos [0.02,0.25] y [0.75,0.98] respectivamente. En los modelos GARCH(1,1) es facil construir

pronosticos de multiples periodos adelante de la volatilidad. Entonces, para el modelo (3.9) el

pronostico un paso adelante es dado por

2 2 2
Opy1 = Qo + apa; + Bioy,

donde a? y o2 son conocidas hasta el tiempo ¢. Para el pronéstico de miltiples pasos adelante se

configura a? = o7e? y se reescribe la ecuacion (3.9) de la siguiente manera
2 _ 2 2(_2
0,41 = O + (Oll + Bl)o-t + 10y (51} — 1) (310)

Calculando la esperanza condicional al conjunto de informaciéon en ambos lados de la ecuacion se

obtiene

o2(h) = ag + (a1 + B1)o?(h —1),h > 1. (3.11)
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Si en el modelo GACRH(1,1) de la ecuacion (3.9) se establece la restriccion (g + 51 = 1) el modelo
tiene una raiz autorregresiva unitaria por lo que la volatilidad de hoy afecta los pronésticos de

volatilidad en el futuro indefinido. Los modelos con esté restriccion se conocen como GARCH(1,1)
k1 k2

integrados o IGARCH(1,1). Cuando Z a; + Z B; = 1 el modelo es llamado IGARCH(ky,k2) (ver

i=1 j=1

Engle y Bollerslev [39]). El modelo IGARCH(1,1) puede ser escrito como
of =ap+ pa;_, + (1 —p)or,0< B < 1. (3.12)

Una caracteristica clave de los modelos IGARCH es que el impacto de los choques al cuadrado
pasados es persistente. Para ver esto primero se define la ecuacién de prondstico miltiples pasos

adelante de la siguiente manera
oi(h) = a?(1) + (h— 1ag, h = 1. (3.13)

De la ecuacion (3.13) se puede ver que el efecto de aZ(1) en volatilidades futuras es persistente, y

los pronésticos de volatilidad forman una linea recta con pendiente .

Glosten et al. [47] propuso modelar las respuestas asimétricas en volatilidad condicional utilizando
umbrales y encontraron apoyo para una relacion negativa entre el retorno mensual esperado condi-
cional y la varianza condicional del retorno mensual, utilizando un modelo GARCH-M modificado

al permitir

1. Patrones estacionales en la volatilidad

2. Innovaciones positivas y negativas en los retornos que tienen diferentes impactos en la vola-

tilidad condicional, y

3. Tasas de interés nominales para predecir la varianza condicional.

El modelo GARCH-M modificado general que propusieron es:
Ecuacién para la media condicional:
E[Xi41]Gi] = u(Gy),
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donde p(-) es una funciéon que describe la naturaleza de la dependencia de la media condicional en

los elementos del conjunto informacion G;.

Xip1 = p(Gy) + €141 con  Eleg4|Gy] = 0.
Ecuacién para la varianza condicional:
Var(X41|G — t) = Var(e41]Gy) = V(Gy),

donde V(-) es una funcion que describe la naturaleza de la dependencia de la varianza condicional

en los elementos del conjunto informacion Gy.

La literatura de los modelos GARCH es enorme, algunas variaciones son los GARCH exponencial
(EGARCH) propuesto por Nelson [71], GARCH de umbral (TGARCH) (ver, Glosten et al. [47] y
Zakoian [105]), GARCH extendido (GJR-GARCH) (ver Glosten [47]), poder asimétrico GARCH
(APGARCH) propuesto por Ding et al. [31], Red neuronal artificial GARCH (ANN-GARCH)
(ver Donaldson y Kamstra [33]), GARCH que cambia de volatilidad (VS-GARCH) de Fornari y
Mele [41].

Muchas de las ideas que se consideraron en el contexto de los modelos GARCH univariados fueron

generalizados al caso multivariado. El modelo GARCH(1,1) multivariado es dado por
vech(X;) = w + avech(X;_;) + Bvech(nmn}), (3.14)

, ay [ son matrices de dimension

) ., 1
donde w es un vector con dimensién @

(p+1) (p+1)
p p2 X p p2 , Et
es una matriz de covarianza definida positiva. Bollerslev, Engle y Wooldridge [13] generalizaron el

enfoque de promedio mévil ponderado exponencialmente de la siguiente manera

kl k2
Zt = AU + Z Az ® (at_ia;f_i) + Z Bj ® Et_]’, (315)

i=1 j=1

donde A; y B; son matrices simétricas y, ©® denota el producto Hadamard. El modelo (3.15) es

conocido como vectorizacion diagonal (VEC(ky,k2) o DVEC(ky,k2)).
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El modelo Baba-Engle-Kraft-Kroner (BEKK) propuesto por Engle y Kroner [40] garantiza que ¥,
sea definida positiva. El modelo BEKK es dado por

kl k2
S = CCT + ) Ayapaf AT + > Bi%, ;BT (3.16)

i=1 Jj=1

p(p+1)

5— parametros, A; y B; son matrices de dimension

donde C' es una matriz triangular inferior con

p X p que garantizan que Y; sea definida positiva.

El modelo BEKK es un caso especial del modelo VEC. Algunos modelos GARCH multivariados
son los de correlacion condicional dinamica (DCC) en el que la matriz de covarianza se descompone

de la siguiente manera
Et - AthAt, (317)

donde A; = diag(\/011,-..,+/0pp) ¥ R es la matriz de correlacién variando en el tiempo. Engle
et al. [81] sugirieron una parametrizacion de la matriz de covarianza condicional usando la idea
de que los comovimientos de los retornos de activos estan impulsados por un pequeno namero de

variables subyacentes comunes llamados factores.

Engle et al. [81] suponen que la matriz de varianza condicional ¥; es generada por K, K < p
volatilidades de los factores fy; correspondientes a K factores subyacentes que no necesariamente

son no correlacionados. El modelo es dado por
K
Yo =C+ Zwiw?fii,t =C+ WFtWT, (3.18)
i=1

donde C' es una matriz semidefinida positiva de dimensiéon p x p, W es una matriz de pesos
de dimension p x K con columnas wy,...,wxg de dimension k£ x 1 linealmente independientes,
y F, = diag(fiis, ..., fxkxt) es una matriz diagonal de dimension K x K. Vrontos et al. [102]

introdujo un modelo de factores completos dado por

Y = p+ &, (3.19)
&t = WXtaXt|¢t—l ~ Np(O,Zt), (320)
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donde p es un vector de constantes de dimension p x 1, W es una matriz pardmetro de dimension
pxp, ;1 es el conjunto informaciéon hasta el tiempo ¢t —1, X; es un vector de factores de dimension
px1. %, = diag(of,,...,05,), & es un vector término error de dimension px 1y &|®,_1 ~ N(0, Hy)

donde H, = WX, Wt

Al igual que los modelos GARCH univariados en el caso multivariado la literatura es grande. Una

revision mas detallada de los modelos GARCH multivariados se puede encontrar en Bauwens et

al. [9].

3.2. Modelos SV

Los modelos de SV describen la evolucion de la volatilidad de los retornos financieros introduciendo
un término error en la varianza condicional. Al agregar el término error incrementa la flexibilidad
del modelo en describir la evolucion de la varianza condicional pero también incrementa la dificultad
en estimar los parametros debido a que la funciéon verosimilitud exacta es dificil de evaluar y el
estimador de ML de los parametros no es directa como en los modelos GARCH. Broto y Ruiz [15]
comentan: La popularidad de los modelos SV también se debe porque se acercan a los modelos que
se utilizan a menudo en la teoria financiera para representar el comportamiento de los precios
financieros. Sus propiedades estadisticas son faciles de derivar utilizando resultados bien conocidos
en distribuciones logaritmicas normales. Ademds, en comparacion con los modelos GARCH mds
populares, capturan de manera adecuada las principales propiedades empiricas que se observan a

menudo en las series diarias de retornos financieros. Un modelo SV es dado por

ay = Oy, (3.21)

Ino? =ag+arlno? | +...+aplno? . +n, (3.22)

donde los ¢; son distribuidos normal idénticamente e independientes con media igual a 0 y varianza
igual a 1, los 7; son distribuidos normal idénticamente e independientes con media igual a 0 y
varianza igual a 0727. Ademés, €; y n; son independientes, oy es constante y 0727 mide la incertidumbre

de la volatilidad futura.
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En el modelo autorregresivo gaussiano en tiempo discreto de Taylor [94] de la ecuacion (3.1)-(3.2)
el pardmetro ¢ a menudo se considera como una medida de la persistencia de los choques en la
volatilidad. Cuando ¢ es cercano a 1 y o, es cercano a cero, la evolucién de la volatilidad sobre
el tiempo es muy fluida. Si ¢ = 1 y 0, = 0 la volatilidad es constante sobre el tiempo y con-
secuentemente los retornos son homocedasticos. La varianza del retorno observado z; condicional
al conjunto de informacion hasta el tiempo ¢ — 1 no es en general igual a o; ya que este tltimo
no depende de las observaciones pasadas sino de algunos componentes no observados. Siguiendo
el trabajo de Clarck [22] y, Tauchen y Pitts [93] una interpretacion de la variable latente o; es
representar el flujo aleatorio y desigual de nueva informacion, que es muy dificil de modelar direc-
tamente, en los mercados financieros. Como &; son idénticamente distribuidos e independientes z;

es una diferencia de martingalas satisfaciendo la hipotesis de mercado eficiente.

Una definicion de la hipotesis de mercado eficiente tomada de Campbell et al. [16] dice: El mercado
es eficiente con respecto a algin conjunto de informacion si los precios no se verian afectados por
revelar esa informacion a todos los participantes. Ademds, la eficiencia con respecto a un conjunto
de informacion implica que es imposible obtener beneficios economicos negociando sobre la base de
ese conjunto de informacion. Note que incluso cuando €; es asumido a ser gaussiano la distribucion
de z; condicional a las observaciones pasadas hasta el tiempo t — 1 no es gaussiano. Liesenfeld y
Richard [63] muestran que el modelo SV con errores t-student puede interpretarse como un modelo
SV con dos procesos de volatilidad independientes. Los modelos SV se pueden linealizar tomando
los logaritmos de los retornos al cuadrado, por ejemplo el modelo de Taylor [94] de la ecuacion

(3.1)-(3.2) es dado por

log 27 = logo? + log &7, (3.23)

logot,, = w+ ¢logoy + n;. (3.24)

El modelo de la ecuacion (3.23)-(3.24) es un modelo de espacio de estados lineal no gaussiano donde

(3.23) es la ecuacion de medida y (3.24) es la ecuacion de transicion. Como ¢; es asumido a tener

distribucién gaussiana, loge? tiene distribucion log X?n con varianza igual a “—22 Otra propiedad

del modelo de Taylor [94] es que se puede calcular la funcién de autocorrelacion de los retornos al

cuadrado 2?7 y la curtosis de ¢; de la siguiente manera
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p(7) = : (3.25)

K = 3exp (f—") (3.26)

Note que la curtosis x es estrictamente mas grande que 3 por lo que los retornos tienen una
distribucién leptocirtica o de cola pesada que es una caracteristica de los retornos financieros.
Para méas detalles de los modelos SV y sus propiedades ver Broto y Ruiz [15], Cox et al. [27],
Taylor [95] y Shephard [83].

3.3. Modelos MSV

El primer modelo MSV propuesto en la literatura se debe a Harvey et al. [50] descrito en la
ecuacion (3.4)-(3.6). Harvey también consider6 la distribucion ¢ multivariante para €, ya que estéa
especificaciéon permite una mayor curtosis que con el supuesto de Gaussiana. Se puede observar
que la definicion de definida positiva y la parsimonia se logran restringiendo H; para que sea una
matriz diagonal, con el elemento diagonal siguiendo la funcién exponencial de un proceso de vector

gaussiano AR(1).

El efecto asimétrico en la volatilidad es que los efectos de los retornos positivos sobre la volatilidad
son diferentes de los retornos negativos de magnitud similar. Por otro lado, el apalancamiento se
refiere a la correlacion negativa entre el retorno actual y la volatilidad futura. Por lo tanto, el
apalancamiento denota asimetria. Pero no todos los efectos asimétricos muestran apalancamiento.
Una explicacion popular de asimetria es el efecto de apalancamiento porpuesto por Black [11] y

Christie [21].

La mayoria de los modelos MSV asimétricos se basan en las especificaciones bésicas de los modelos
SV y, por lo tanto, se garantiza que H; sea definida positiva. Dependiendo de como se introduzca

la asimetria, se tienen tres tipos de modelos MSV asimétricos, como se muestra a continuacion.
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3.3.1. Efecto de apalancamiento

Harvey y Shephard [51] propusieron por primera vez un modelo SV de tiempo discreto univariado

con efectos de apalancamiento El modelo de Harvey y Shephard [51] es de la forma

Yt = Ot &y,
In o}, =p+¢Inol +o,n, (3.27)
€ 0 1
vt 7))
Tt 0 p

donde todas las variables con escalares.

En el contexto de SV, Yu [103] defini6 el efecto de apalancamiento como una relaciéon negativa
entre E(ln 07, |y;) y los retornos en el periodo ¢ (definido por y;), manteniendo todo lo demas
constante. Yu [103] mostré que

b ol o2u
E(ln o7, |y) = pu + 1’li—¢2 + po, exp (—4(1 _"¢2)2 + i ¢2§(1 — ¢)) Yt

y por lo tanto, el modelo (3.27) asegura el efecto de apalancamiento siempre que p < 0.

Jacquier [55] propone dejar (g4, 7;—1) siguiendo una distribuciéon normal bivariada con correlacion
p. Ellos proponen métodos de estimacion e inferencia para este modelo en un marco bayesiano.
Una critica de este modelo es el de martingalas en el sentido de que E(y;_1|ys, 04—1) # 0, violando

la hipotesis del mercado eficiente, ver (Harvey and Shephard [51]).

Asai y McAleer [5] consideraron una extension multivariada del modelo de Harvey y Shephard [51].
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El modelo es dado por

Y = H %, (3.28)
H}? = diag (exp(h1y/2), . .., exp(hy/2)) = diag (hy/2), (3.29)
hiyi =+ @O hy + ny, (3.30)
£, 0 2. L

~N , , (3.31)
m 0 L 3,

L = diag (Moy 11, AmOTypp) 5

donde el pardametro \;, 7 = 1,...,p, se espera que sea negativa.

Un modelo MSV més completo propuesto por Ishihura y Omori [53] que es el que integraremos a

un modelo VAR (k) en el capitulo 4 es presentado de la siguiente manera.

Sea v = (Y1t ---,Yp)" denotando un conjunto de observaciones en el tiempo ¢ sobre p retornos
activos, y sea oy = (g, . .., ap)’ = hy — p1, donde hy = (hyy, ..., hy)? es el correspondiente vector
de log verosimilitud y p = (1, ..., p,)7 es su vector media. Entonces el modelo MSV es dado por
Y, =V,  t=1,...,n, (3.32)
o1 = (I)Oét+77t, t = 1,...,TL— 1, (333)
o ~ NP(O, 20), (334)

donde

V2 = diag (exp(au/2), . .., explam/2)),
¢ = diag (¢1,- -, Om),
£t 255 E57]

~ N(0,%), Y= , (3.35)
Tt Ens 2777]
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ademas

Pijee Tice Ojee, €8 €l elemento ¢j-ésimo de Y.,
Pij.en Oiee Ojmns €5 €l elemento ij-ésimo de X,

Pijan Tinn Ojnn, €8 €l elemento 7j-ésimo de X,

con coeficiente de correlacion

Pijee = COIT (5it7 €jt),
Pijen = COIT (5it7 th),

Pijmm = COIT (772‘15, njt)a

y desviacion estandar

Oiee = 1\ Var (5it)a
Oimm = V var(nit)'

Para hacer cumplir la estacionariedad de «; suponemos que |¢;| < 1y el (4, j)-ésimo elemento de

¥ es el (7, 7)-ésimo elemento de ¥,, dividido por 1 —¢;¢; (4,7 =1,...,p) o equivalentemente
vee (o) = (e — @ @ @)~ vee (5,,) (3.36)

tal que 3y = @X(P + X,,, donde ® y vec (A) denota el producto Kronecker y una vectorizacion de

la matriz A.

3.3.2. Efecto de umbral

So et al. [91] propusieron un modelo umbral SV. La no linealidad del umbral se incorpora en las
especificaciones de la media y varianza del modelo. Ellos argumentan que dado que se cree que la
varianza tiende a ser mayor bajo la influencia de malas noticias qué bajo la influencia de buenas

noticias, es probable que la influencia autorregresiva en (3.2) este determinado por el signo de los
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rendimientos anteriores. Y por tanto, el tipo de umbral de modelos (Tong y Lim [98]; Tong, [96,97]
) parece ser muy apropiado para describir la asimetria en el mecanismo generador de varianza.

Ademas, i y Lam [61] argumentaron que la magnitud de los retornos depende del signo de los

retornos. El modelo es como sigue:

Defina un conjunto de variables aleatorias Bernoulli s; por

0 si T < O,
St =

1 si 71920,

entonces el modelo SV de umbral (THSV) es dado de la siguiente manera

Ty = \Il()st + \Ijlstrt—l + Yt (337)
ve =Vhiu,,  ug~ N(0,1), (3.38)
log hyy1 = s, + ¢s,,, log by + 14, n, ~ N(0,0%). (3.39)

So et al. [90] introdujeron un modelo de volatilidad de umbral multivariado para series de tiempo

de rendimiento financiero miltiple. El modelo multivariado THSV es como sigue:

Sea ry = (rit,...,rpt)" la serie de tiempo de dimension m de interés. Defina un conjunto de

variables aleatorias Bernoulli s; por

0 si 21 < 0,
St —

1 si 2120,

donde z; es la variable umbral. En general, z; puede ser una funcion de la variable de retorno ry

o cualquier variable exdgena.
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El modelo MTHSV es dado por

= \I’JOSt + \Ijlstrt—l + Yt (340)

Yie = \/ hit Wiz, i=1,...,p, donde u; ~ N,(0,1,), (3.41)

Qi1 = (I)Ost—l + (I)lst—1 o + M, Ny ~ Np<0, 277)7 (342)

donde u; y 7; son procesos de ruido blanco multivariados independientes, y; = (Y1t - - - Yme)®
vy oy = (log hy, ..., log hy)T. Note que las matrices de coeficientes Wog, s Yig,, Pog,,, v P,

dependen de z;.

3.3.3. Efecto asimétrico general

Danielsson [29] sugiri6 un tipo alternativo de modelo SV asimétrico en el que utiliza la funciéon de
valor absoluto para capturar el signo y la magnitud del valor anterior de los retornos normalizados

para incorporar el comportamiento asimétrico.

Asaiy McAleer [5] llaman este modelo SV con efecto de apalancamiento y tamano, (SV-LSE), ade-
més comentan que el modelo de Danielsson [29] incorpor6 el retorno observado en la especificacion
SV, ya que no es computacionalmente sencillo en el marco SV las perturbaciones normalizadas. El

modelo SV-LSE es de la siguiente manera

Yy = O¢ &y, t= 1,...,77/, (343)
Et = PEt—1, Et ~ N(O, ].), (344)
o7 = explw + VYi—1 + Yolyi—1| + 6 In o7 + vy, n ~ N(0,1), (3.45)

donde n es el nimero de observaciones. El vector de parametros a estimar es 6 = (w, §,v, V1, Y, p) 7.
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Asai y McAleer [5] extendieron el modelo SV-LSE a el caso multivariado de la siguiente manera

Yr = Dyey, (3.46)
D, = diag {exp(h11/2), ... ,exp(hy/2)} = diag {exp(0.5h)}, (3.47)
het =+ O+ 720yl + O he + 1, (3.48)
Et 0 Ee 0
~N , . (3.49)
e 0 0 3,

3.3.4. Modelo Factor

Cuando en un modelo MSV la dimensién p es muy grande podria ser computacionalmente dificil
estimarlo por la cantidad de parametros y variables latentes. Ademés, en muchos casos, es mas
apropiado usar factores comunes para describir los comovimientos entre muchos retornos de ac-
tivos. Para permitir una parametrizaciéon mas parsimoniosa, se ha propuesto en la literatura una
clase de modelos factoriales MSV. También comentan que los modelos MSV factor ademas de la
capacidad de garantizar la parsimonia, pueden capturar las caracteristicas comunes en los retornos
y volatilidades de los activos y, por lo tanto, tienen un vinculo natural con la teoria de precios de

arbitraje (APT) de Ross [82].

Harvey et al. [50] introdujeron por primera vez el modelo MSV factor aditivo modificando el

siguiente modelo de espacio de estados

Wi

—12TL, 4+ b+ &, & ~ Ny(0,5), (3.50)

hy = hy1 + Tt ne ~ Np(07 Z77)7 (351)

donde W; y & son vectores p x 1 con elementos wy = log 2 y & = log €2 + 1.27, 1 =1,...,p,

respectivamente y 1, es un vector p x 1 de unos. &; y 1; son no correlacionadas.

Harvey et al. [50] modificaron el modelo de la ecuacion (3.50)-(3.51) concentrandose en el ca-

so donde hay movimientos persistentes en la volatilidad, modelados por una caminata aleatoria
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multivariante para obtener el modelo factor. El modelo es como sigue

Wi

—1.271, + 0 hy + h + &, (3.52)

hy = he—y + 1y, (3.53)

donde ¢ es una matriz de coeficientes p x k con k < p, hy y 1, son vectores de k x 1, ¥, es una
matriz definida positiva k x k v h es un vector p x 1 en el que los primeros k elementos son iguales

a cero, mientras que los p — k elementos restantes no estan restringidos.

Asai et al. [6] comentan que la idea bésica se toma prestada de los modelos ARCH multivariados de
factores y, més generalmente de las descomposiciones factoriales de las estructuras de covarianza
en el analisis multivariado, donde los retornos se descomponen en dos componentes aditivos. El
primer componente tiene un nimero menor de factores, que captura la informacién relevante para
la fijacion de precios de todos los activos, mientras que el otro componente es el ruido idiosincrasico,

que captura la informacion especifica del activo.

El modelo de Harvey [50] fue extendido por Jacquier [54], Kim et al. [59]|, Pitt y Shephard [77],
Aguilar y West [1]. Chib et al. [19] propusieron un modelo MSV factor general con errores de colas

pesadas y saltos. El modelo es dado por
Y =B fi + Krqr + w, (3.54)

donde y; = (y1t,--.,Yp)” denotan las p observaciones en el tiempo ¢, fi = (fi,..., fx)? denotan
los k factores no observados, ¢; denota p variables aleatorias independientes Bernoulli "saltos".
B es una matriz de parametros desconocidos, y K; = diag (kiy, ..., k) son los tamanos de salto.
Chib et al. [19] asumen que cada elemento g¢;; de ¢ toma el valor uno con probabilidad x; y el
valor cero con probabilidad 1 — x;. Cada elemento wj; de u; sigue una distribucién ¢-student con

grados de libertad v; > 2, que expresan en forma jerarquica como

_ Vi U;
st = /\jt1/2 Eit, Ajt ~ Gamma (57 é) , t=1,...,n,
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Et 0 V;g 0
‘/taDthhqt ~ IVp+k ) )
Je 0 0 D

g. v fi son vectores aleatorios gaussianos condicionalmente independientes y

Vi = Vi(hy) = diag (exp(hat), ..., exp(hy)), es de dimension p x p,

D, = Di(h;) = diag (exp(hpt1t),--.,exp(hpirt)), es de dimension k x k,

donde h; son las variables aleatorias no observables. Cada hj; sigue un proceso de volatilidad

estocastica independiente de tres parametros (u;, ¢;,0;)

hjt — w5 = @5(hje—1 — ) + o5 0jt, ne ~ N(0,1),

1
111(1 + /fjt) ~N (_55]27 5]2> ; ] < b,

9 = (d1,...,6,) son parametros desconocidos.

Ishihara y Omori [74] extendieron el modelo MSV factor discutido por Chib et al. [19] al modelo

con efectos de apalancamiento pero sin saltos. El modelo es de la siguiente manera

Y, =Bfi+ XNV e, t=1,....n, (3.55)
fi=Viley, t=1,...,n, (3.56)
a1 = Doy + ny, t=1,...,n—1, (357)
o2
Oéjl’VN(O,#a), jzl,...,p+k, (358)
(1-¢7)
€t 266 2577
~ N2(p+k)(072)7 Y= ) (359)
Tt Yne
v v
A~ G <_7 _) )
t amma 979

VY = diag (Vi v5%).
T
e = (el en)

d = diag (¢17 R ¢p+k)7

47



CAPITULO 3. MODELOS DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA MULTIVARIADO

VY% = diag (exp(an/2), . .., exp(ay/2)) |

(
Vo> = diag (exp(ami14/2), - -, exp(piri/2))

Ess = diag (Ui-:’ ce 7012>+k,s)7

X, = diag (a%n, o ,aerk’n),

Z577 = dlag (pl O1e O1ny « - 5 Pp+k Optk,e O-p+k777)7
ap = (Qag, . .. ,04p+k:,t)T = hy — pu.

Quintana y West [79] consideraron por primera vez el modelo de factores multiplicativos también

conocido como modelos de factores discontinuo. Un modelo factor multiplicativo con k factores es

dado por
Wh
Ty = [t + €Xp ( 9 t) &t (3.60)
hit+1 =0; + Vi hie + OniTlit, i=1,..., k7 (3-61)
donde W es una matriz de N x k de cargas factoriales que es de rango k y hy = (hyg, ..., hpe)?.

3.4. Métodos de Estimacion

En los modelos GARCH la densidad predictiva de los retornos depende de la volatilidad, que se
puede medir con respecto al conjunto de informaciéon implicando que la estimaciéon por maxima
verosimilitud sea sencilla. En los modelos MSV no es sencillo debido a que la volatilidad esta latente

y debe integrarse a partir de la funcién verosimilitud conjunta de los retornos y la volatilidad.

Por lo que los modelos MSV no tienen una expresion de forma cerrada para la funciéon verosimilitud.
Diferentes métodos se han implementado para la estimacion tanto de los modelos SV como los MSV,
una revision completa de estos métodos de estimacion los podemos encontrar en Broto y Ruiz [15],

Asai [6] y Handbook [8].
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Asai et al. [6] comentan cinco criterios que se deben tener en cuenta en la eleccion de un método

de estimacién:

1. Eficiencia estadistica.

2. La estimacion de la volatilidad latente.

3. Determinacion de los métodos 6ptimos de filtrado, suavizado y prondstico.
4. Eficiencia computacional.

5. Aplicabilidad para modelado flexible.

En éste apartado, se muestran algunos de los métodos de estimacion aplicados en los modelos de

la seccién 3.2

Para el modelo de la ecuacion (3.4)-(3.6) propuesto por Harvey [50] el método que propusieron
para la estimacion de los parametros (u, ¢, 3., 3, H) donde H = (hi,... hl)" es el método cuasi

méxima verosimilitud (QML). Para lograr esto hicieron los siguientes célculos

_ hi
yzt = eXp 2 Eity

yz, = exp (hi) €5,

log(y) = hit + &, & = log (€3;).
Obteniendo el modelo de espacio de estados

yr=ho+ &,  B(&) =127041, (3.62)

hip1=p+ @O hy + 1y, (3.63)

& es no normal aunque en el caso univariado es aproximado a una densidad normal. Ademas,
demostraron que el ij-ésimo elemento de la matriz de covarianza de &, Cov (&) = ¥¢ es dado por

(7°/2) p;, donde

Pi=13 2 < o
_Z 1/2 ng 2#97
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() =x(z+1)...(x+ k—1). El valor absoluto de p;; y la correlacion cruzada entre las diferentes
&y puede ser estimada a partir de las observaciones. Los signos se pueden obtener retornando a
las observaciones no transformadas y senalando que el signo de cada una de los dos pares §¢; sea
el mismo que el correspondiente del valor observado y; y;. Asi el signo de p;; es estimado como
positivo si mas de la mitad de los pares y; y; son positivos. Tratando & como gaussiana, el modelo
de espacio de estados (3.62)-(3.63) se puede estimar usando los estimadores QML obtenidos a

partir del filtro de Kalman.

Para el modelo de la ecuacion (3.28)-(3.31) propuesté por Asai y McAleer [5] los parametros
a estimar son (u,¢,>.,%,, L, H). El método que propusieron para estimar los pardmetros fue
derivando la forma espacio de estados para el modelo con efecto de apalancamiento de la ecuacion

(3.28)-(3.31). El espacio de estados resultante es

vi =In(y;) = hy + &, (3.64)
& =In (&),

hivr =pe + py + ¢ O by + 177, (3.65)
w032, (3.66)

E(n; &) =Ly,

2
S* =%, — LP"'L + LP™! [{Pm - = ttT} o) (ststT)] P'L,
Vs

Mi,t

2
:u;k :\/jLPalsh
™
2
Lf =LP* {PM — C\/;} ©) (sttT)] :

El espacio de estado (3.64)-(3.66) se puede estimar al igual que Harvey [50] aplicando el método
QML basado en el filtro de Kalman. Asai y McAleer [5] utilizan el método de verosimilitud de

Monte-Carlo el cual explican en detalle.

Para el modelo con efecto de apalancamiento cruzado (3.32)-(3.36) propuesto por Ishihara y Omori
[53] los pardametros a estimar son (P, %, «). Ishihara y Omori [53| tomaron un enfoque bayesiano
y emplearon el método de simulacion MCMC para generar muestras de la distribuciéon posterior

para realizar inferencias estadisticas con respecto a los parametros del modelo.
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Tomando a = (af ..., o))V, = (y],...,4D), y ¢ = (¢1,...,¢,)" implementaron el algoritmo

MCMC en tres etapas:

1. Generar a|¢,3,Y,,.
2. Generar X | ¢, a, Yy,.

3. Generar ¢ | X, ,Y,,.

Para muestrear o discuten dos métodos. El primer método es el muestreo de un solo movimiento
(single-move) en el que muestrean un estado o dado los otros estados «;. La funcién de densidad

de probabilidad condicional posterior de oy es

1 1

’/T(Oét ’ {aS}S;ﬁta ¢7 27 Yn) oC exp {_Q(Oét - mat)T E;t (at - mOét) + g(at)} ) (367)

donde

Sr (—31p + ©Mias) t=1,
Moy =4 8o, (=21, + OMyove 1 + My 1Pay_1 + Niq) 1 <t<n,
)

an <_%1p + M, 1P, + anl) > t=n,

(St + e M @), t=1,

Eozt = 1 (Mt,1 + (I)MtCI))_l’ l<t< n,

-1
MTL—17 t == TL,
\

Mt :Z;nl + E;nl 2775 St_l 2577 2_1 Nt _ E;ﬂl anst_l ‘/;—1/2 m

>

Yoo = Sy S Sy, <,

St ==
Yees t=n.
1 _ _
glag) = — 59; 2 Yy + ytT b ! Kty e = ‘/;1/2 my, X = ‘/;1/2 Sy ‘/151/27
Esn 27777 (Oét+1 —® Oét>, t <n,
my =
0, t =n.
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Ishihara y Omori [53] muestrean de (3.47) usando el algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) ge-

nerando un candidato of ~ N(my, , 3,,) v aceptando con probabilidad

min {exp (g(a) — glar)) , 1}
parat =1,...,n, donde a4 es el valor actual.

El segundo método es el muestreo de multiples movimientos (multi-move) propuesto por prime-
ra vez por Shephard y Pitt [85] para estimar modelos de series de tiempo no gaussianos. Los

muestreadores de miltiples movimientos funcionan actualizando varias variables al mismo tiempo.

Omori y Watanabe [76] desarrollaron un muestreo de bloques para modelos de volatilidad esto-
casticos asimétricos. Primero derivaron un algoritmo recursivo para encontrar una moda posterior
del vector de estado para un modelo de mediciones no gaussianas con una ecuaciéon de estado
lineal utilizando la expansion de Taylor del logaritmo de la densidad posterior condicional para las
perturbaciones. Luego, definen una ecuacion de medicion lineal y gaussiana aproximada basada en

la moda posterior obtenida.

Ishihara y Omori [53] extendieron el modelo de Omori y Watanabe [76] al caso multivariado.

Primero, dividen a = (af,...,af)" en K + 1 bloques (af _ 4,...,af)",i=1,...,K +1, con
ko =0, kg1 =nyk; — ki1 > 2. K nodos (ki, ..., k) son generados aleatoriamente usando
L+ U; .
k; = int w , 1=1,..., K,
(K +2)

donde los U; son variables aleatorias uniformes independientes en (0, 1).

Para encontrar la distribuciéon de densidad conjunta condicional completa del -ésimo bloque su-
ponen que k;_; = sy k; = s+ m. Denotan z; = R, ! 1, donde la matriz R; denota una des-
composicion de Choleski de X,, = R, Rl para t > 0, ¥, = Ry R} para t = 0. Para construir

una distribuciéon propuesta para el algoritmo MH, se enfocan en la distribucién de las pertur-

baciones x = (zI,... 2L )T, que es fundamental en el sentido que deriva la distribucion de
a=(al,,...,al, )" Entonces, el logaritmo de la distribucion de densidad conjunta condicional

completa de x, excluyendo los términos constantes, es dada por
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1 s+m—1
lOg f(l'|045, Ustm+15 Ys ys-i—m) = _5 Z l’? T + L, (368)
t=s

donde
s+m

1
L= Z by — 5(045+m+1 - CI’Oés+m)T 2;7]1 (as+m+1 - (I)as+m) I(S +m < n),
t=s

1 _
¢, = const — 5150@ — é(zt —my) TS (2 — my),

—1/2
Zt:‘/;t /yt7

const = constante.

Usando la expansion de Taylor de segundo orden en (3.68) alrededor de la moda &, obtienen la

densidad normal aproximada de f*
s+m—1 1

log f($|045 y Xs+m+15 Ys ys+m) ~ const — 5 Z l‘? Ty + IA/ + dT(a - &) - i(a - d)T Q(a - &)7 (369)

t=s

~ const + log f*(x|as, Qsimr1, Ys s Ystm), (3.70)
0?L oL
donde () = —E d = — son evaluadas en a = a ( es decir, x = T ).
@ <8a 6aT> da v ( ’ )

Para encontrar una moda & Ishihara y Omori [53] interpretaron la ecuacion (3.70) como la densidad
de probabilidad posterior derivada de un modelo de espacio de estados auxiliar el cual es dado por

el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1

1. Inicializar & y calcular @ en = & usando (3.33).

2. Evaluar d;, A, y B, parat = s+ 1,...,s + m en la moda del paso (1). d;, Ay y B; son

definidas de la siguiente manera:
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dy = — %110 + % {diag(zt) —2® Z;nl Yo I(t < 77)} Sz —my)
+ 3, Y S (e —mu—1) I(E > 1)
+ %, N — Pay) I(t = s +m <n),

A :i {L+ 57 OSi+mem{)} +@%, 1 5,57 8oy B, @ I(E < n)
- % {®%, ) 5,5, ! diag(my) + diag(my)S; ' Se, ;) @} I(t < n)
+ 3, 8 S Sy S It > 1) + O %, ®I(t =s+m <n),
1

By =530, e S {diag(mi) — 25, 3, @},

donde B,y = 0.

3. Calcular recursivamnte Dy, b; y 4; usando dy, A, y B, calculadas en el paso (2) para t =
s+1,...,5+m. Notar que B, =§S+m+1 =0,D,=0yb, =0.

Dy, by y 4 son definidos de la siguiente manera:
_ A A -1 PT _ i pH n-t Ao —1 AT
Dt = At — Bt thl Bt s bt = dt — Bt thl bt—h Y = O + Dt BtJrl Q.

4. Aplicar el filtro de Kalman y el suavizador de perturbaciones de Koopman [60] al siguiente
modelo de espacio de estados gaussianos lineal aproximado para obtener la moda posterior

Tya

U =Zyoy + Gyug, t=s+1,...,8+m, (3.71)

a1 =Pay + Hyuy, t=s+1,...,s+m—1, (3.72)
donde

Uy :<u{t7 x?)T ~ NQp(Oa ]21))7
Ht :[O, Rt],
0 =% + Dy 'y, Zy=1I, + Dfléﬂﬂ’, Gy =[(K))™", D EtTHRt]»

D, =K, KtT , K, es la descomposicion de Choleski de D;.
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5. Aplicar nuevamente el paso (2) con la moda posterior & y & calculadas en el paso (4).

El procedimiento se repite hasta que las estimaciones suavizadas converjan, y asi obtener la moda

posterior de z; y ;. Shephard y Pitt [85] sugieren usar entre 2 a 5 iteraciones.

Para muestrear x de la densidad posterior condicional Ishihara y Omori [53| usan la moda & obte-
nida del modelo de espacio de estado gaussiano lineal aproximado, y muestrean x de la distribuciéon

condicional posterior mediante un algoritmo AR-MH de la siguiente manera:

Algoritmo 2

1. Encontrar una moda & usando el algoritmo 1.
2. Usar lamoda & del paso (1) para obtener el modelo gaussiano lineal aproximado (3.71)-(3.72).

3. Proponer un candidato x* muestreando de f(xz*)ocmin (f(x*),c f*(x*)) usando el algoritmo

AR, donde ¢ puede ser construido de un término constante y L de (3.69).

a) Generar z* ~ f* usando un simulador més suave (simulation smoother) (por ejem-
plo, Jong y Shephard [57]; Durbin y Koopman [37] usando el modelo gaussiano lineal

aproximado del paso (2)).

b) Aceptar z* con probabilidad min {Q{Ci—% , 1}. Si es rechazado, volver a (a).

4. Dado el valor actual x, se acepta x* con probabilidad

o {1, JEL )0
@) min (FG) e f5 (@) f

Si es rechazado, se acepta el actual z como muestra.

Para muestras ¢ y 3, Ishihara y Omori [53] suponen las siguientes distribuciones a priori

(25]'-1-1
2

~ B(Gjabj)a jzla"'apa

Y~ IW(no, Ro),
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donde S(a;,b;) y IW (ng, Ry) denotan la distribucion Beta y Inversa Wishart respectivamente con

funciones de densidad de probabilidad

m(gi) ~ L+ ¢)% P (1—0)% ', j=1,...,p

1
W(E) ~ |E’(*n0+p+1)/2 exp {—5‘51“ (Rolzl)} _

La funcién de densidad de probabilidad posterior condicional de ¢ es

1
OIS, Ya)orh(6) x exp { =50 — o) T557(6 — o) | (3.73)
P
B() = 120l T+ 6 (1= 6 exp { ~3aTSoan |
j=1
fg = Lgb,
Z;l _ 222 ®A7

n—1

A= Z ool
t=1

b = diag(Bui, ..., Byp), Bii es el (i,i)-ésimo elemento de B,
n—1

B = Z {Oztyfvt_l/QEH + atafHEH} :
t=1

donde

211 212
221 222

Zii _

Ishihara y Omori [53] muestrean de (3.73) usando un algoritmo MH generando un candidato de

una distribucién normal truncada sobre la region R, ¢* ~ T Ng(pp,24) y R={¢ : |¢;] < 1,7 =

min {’;f(q;”‘)) , 1},

1,...,p} y aceptando con probabilidad

donde ¢ es la muestra actual.
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La funciéon de densidad de probabilidad posterior condicional de X es

1
O(B|p, a, Yy, )oc| 2| 2P HD/2 oy {—itr(Rle_l)} x g(%), (3.74)

1
9(2) IS £ exp {5 (T B + S ) |

n—1
donde n; = ng +n —1, Rf1=R51+Z vevl y
t=1

V. ‘/;1/2 Yt
=

a1 — Doy

Ishihara y Omori [53] muestrean de (3.74) usando un algoritmo MH generando un candidato

¥* ~ IW(ny, Ry) y aceptando con probabilidad

donde X es la muestra actual.

Para el modelo de volatilidad de umbral multivariado de la ecuacion (3.40)-(3.42) propuesto por

So [90], el método de estimacion de los pardmetros desconocidos es llevado a cabo utilizando

técnicas de MCMC.

3.5. Comparacion de Modelos

Para escoger el mejor modelo Ishihara y Omori [53] para cada modelo estimado calculan el Cri-
terio de Informacion de Desviacién (DIC) Spiegelhalter et al. [92]. Utilizan el filtro de particulas
auxiliar propuesto por Shephard y Pitt [84] para calcular la funcién verosimilitud ordinaria dado

los parametros. Por tltimo escogen el modelo que tiene la medida DIC mas pequena.
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Filtro de particulas

Para el modelo (3.32)-(3.36) propuesto por Ishihara y Omori [53] el filtro de particulas es como
sigue: Sea Y; = (y1,...,%:) el conjunto de informacién hasta el tiempo ¢ y 6 los parametros,
f(a|Y:, 0) la funcion de densidad de probabilidad de a; dado (Y, 6) y, es aproximada por f (n]Y:, 0).
Considere el muestreo de la distribucion conjunta condicional de (a¢41, ) dado (Yz4, 6) con funcion

de densidad de probabilidad dado por

f(at+1’Yt+1a H)ch(yt+1|at+1>f(04t+1|yt7 s, 9>f<04t|yta ‘9)7 (3'75)
donde
p | L 1 1 p -1 4.1
flydlaw) = (2m)72 VP X VP fexp g =54 Ve 2BV P (3.76)
P _1 1 _
flaia|ye, ap, 0) = (2m) 72 [Sa| 2 exp{ —= (i1 — Hars1) S (Qr1 — fagr1) ¢ (3.77)
2

_1
MHat+1 = Doy + 2776‘25_51‘/; Ut Yo = Enn - Eneza_elzan'

La funcién de densidad de probabilidad de importancia es dada por:
g(ai—i-l |}/;f+17 e)ocf(at-i-l |yt7 O{i, Q)g(aﬂy;f-i-la 0)7

donde

_ f(yt+1|ﬂi+1)f(a;|n>0)
Sy F el ) f(0d]Y,0)

1
i _ i —1y/i—3 i ,
Patil = Qoy + XXV, Py, % t’at=a;-

g(aﬂ}/t-‘rh 0)

La funcion de densidad de probabilidad de importancia g(at, |Y;+1,6) ayuda a los pesos w; a ser
mas uniformes.

El filtro de particulas auxiliar se deriva de la siguiente manera:
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1. Inicializar t = 1, y generar o} ~ N(0,%), (i =1,...,1).

| 1¢
a) Calcular w; = f(y1|a},8) y almacenar w; = 7 Zwi.
i=1

b) Sea f(ai|Yy,0) =mi = =2 (i =1,...,1).

I Y
2,1
j=1

2. a) Para cada i, generar (af,,,a) de g(aui1,ai|Yii1,0), (4,7 = 1,...,1) de la siguiente
manera: Remuestrear at,i = 1,...,I, con probabilidad g(oz‘tj|Y}+1, 0),j=1,...,1. En-
tonces generar o, ,i = 1,..., 1, de la distribucién normal con funcion de densidad

f(04t+1\yt, 047 9)-

b) Calcular
_ fWerilag ) f(aq] Yy, 0)
g(azlf—&-l’}/;f-ﬁ-l? 9)

i

~

parat=1,...,1, y almacenar w; = %
i=1
c) Sea f(ai,  |Yis1,0) =7 = % (i=1,....1).
2,
j=1
3. Incrementar ¢ una unidad y volver al paso 2.
Luego,
Z log w; 2> Z log f(y:|Yi-1,0) cuando I — 0. (3.78)
t=1 t=1

es un estimador consistente de la verosimilitud logaritmica condicional.

Criterio de Informaciéon de Desviacion

La medida DIC Spiegelhalter et al. [92] es definido por

DIC =Egy, [D(60)] + Pp, (3.79)
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donde

Py = Eoy [DO)] - D(Eoy,[0]).  D(6) = ~2log f(Y,]6). (3.80)

Para calcular Egy, [D(0)] se puede aproximar mediante % i D(6™), 8™ se vuelven a mues-
trear a partir de la distribuciéon posterior. El error estandar n&zf estimador es obtenido estimando
repetidamente Egqy, [D(6)]. D(Egy,0) es igual a D() evaluado en la media posterior. Ishihara y
Omori [53] configuraron M = 100, I = 10000 y repitieron 10 veces Eg|y, [D(0)] para obtener el

error estandar.
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Capitulo 4

Modelo Autorregresivo Vectorial con

Volatilidad Estocastica Multivariada

Los mercados financieros son dependientes entre si, por esa razéon es necesario considerarlos en
conjunto para comprender mejor su estructura dindmica. Conocer céomo se interrelacionan los
mercados es de gran importancia en las finanzas. Los modelos VAR son excelentes herramientas

para conocer el comportamiento dinamico de las series financieras.

Una caracteristica de las series financieras es la volatilidad. La volatilidad no es constante en el
tiempo por lo que un modelo como en (2.1) en el que la matriz de covarianza es constante en el
tiempo no es adecuado para modelar las series de tiempo financieras. Los modelos MSV son tutiles
para medir la volatilidad. Muchos estudios (ver por ejemplo Primiceri [78]) en los que se integran
los modelos VAR con los MSV muestran evidencia empirica de una mejoria significativa en la
descripcion de los datos y el pronostico de variables macroeconémicas. En este capitulo integramos

un modelo VAR con un modelo MSV de apalancamiento cruzado.

El resto del capitulo esté organizado de la siguiente manera. En la seccion 4.1 se presentan diferentes
modelos MSV-VAR propuestos y sus aplicaciones. En la seccion 4.2 se presenta el modelo VAR-
MSV con efecto de apalancamiento cruzado. En la secciéon 4.3 se presenta el método de estimacion.
En la seccién 4.4 se expone el método para escoger el orden VAR-MSV. En la secciéon 4.5 se presenta

un ejemplo con datos simulados. Por dltimo en la secciéon 4.6 se presentan resultados empiricos
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aplicando el modelo MSV-VAR a datos reales.

4.1. Revision de la Literatura de Modelos VAR-MSV

Uhlig [101] introduce la volatilidad estocastica multivariada sin restricciones en el contexto de los

modelos autorregresivos vectoriales. El modelo que propuso es de la siguiente manera

Y, = AV, + Biye 1 + ...+ Apyen + R ey, t=1,....n, (4.1)
1
Ht+1 = XR?Eth, t= 0, e, = 17 (42)

donde

Et ~ N(O, Ip),

v+c+kp 1

e~ By 5 3)

Y, t = 1—F,...,n de dimensiéon p x 1 son datos observables. V; de dimensiéon ¢ x 1 denota

regresores deterministas como una constante y una tendencia de tiempo. La matriz de coeficientes
By es de dimensién p x c. Las matrices de coeficientes B;, @ = 1,...,k son de dimensiéon p x p.
v>p—1y A>0son parametros. €;, t = 1,...,n son de dimension p x 1. 3, , t = 1,...,n son de
dimension px p distribuidos independientemente. R; denota la descomposicién de Cholesky superior
de Hy y Bin(a,b) denota la distribucion beta multivariada. Uhlig [101] escogi6 la distribucion beta
multivariante para explotar una conjugacion entre esa distribucion y la distribucion Wishart para
que la integracion sobre el choque no observado en la matriz de precisiéon se puede realizar de
forma cerrada, lo que lleva a una generalizacion de las formulas estandar de filtro de Kalman, el

problema de filtrado no lineal.

Cogley [25] para estimar la tendencia de crecimiento en la “nueva economia” desarrollé una estra-
tegia de filtrado bayesiano. La especulacion sobre el crecimiento es importante para una variedad
de decisiones de politica publica. Ademas, las estimaciones de crecimiento tendencial también

son importantes para la politica monetaria. En un modelo homocedéstico como el de la ecuacion
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(2.1) del capitulo 2 la tendencia de crecimiento es constante en el tiempo. Cogley [25] supone que
la tendencia de crecimiento varia con el tiempo. Define el crecimiento tendencial de la siguiente

manera

T+ = SAq(I — At)_lﬂt (43)

y el espectro de poder instantédneo se define como

—w\ 1 Et —w\ 1 T T
Fulw,t) = S (1= Ae™) ™ (S2) [(1 = Ae) 7] 87 (4.4)
Cogley [25] calcula A¢,pe, 3, t = 1,...,ny Saq, S usando un modelo autorregresivo vectorial

bayesiano con parametros variando en el tiempo que es dado por
}/; = Xérﬁt + &, Er ~ N(O, Zt), (45)

donde X; incluye constantes mas rezagos de Y;, f3; es un vector de parametros VAR variando en el

tiempo.
Al aplicar las variables de manera correcta expresa (4.5) en forma complementaria como
2t = Mt + Atzt—l + Uy, (46)

donde z; consiste en valores actuales y lags de Y;, u; contiene las intersecciones en f3; y A; contiene
los pardmetros autorregresivos en el tiempo t. Sa, es un vector fila que selecciona el crecimiento
del producto interno bruto (PIB) real de z;. 3; evoluciona como una caminata aleatoria con barrera

reflectante de la siguiente manera
B = Br—1 + Wi, Wi~ N(0,Q). (4.7)

Para modelar ¥; adopta una version multivariada del modelo de volatilidad estocéastica de Jacquier

et al. [56] donde
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> =B7'H, (BY)", (4.8)
h 0
H=|" , (4.9)
0 ha
10
B = , (4.10)
b 1
hi, 1 =1,2,... son volatilidades estocasticas univariadas e independientes que evolucionan como
caminata aleatoria geométricas sin deriva.
log(hit) = log(hit—1) + oitit, nie ~ N (0, 1), (4.11)

donde 7;; son independientes entre si y de los otros choques del modelo, E(&W/]) =0 Vst & =

>, Y 25t. También se asume que ambos W, y & son independientes entre 7;.

Cogley y Sargent [26] presentan densidades posteriores para varios objetos que son pertinentes
para disenar y evaluar politica monetaria. Para este fin usan un modelo autorregresivo vectorial
con parametros variando en el tiempo y volatilidad estocastica como en (4.5), (4.7)-(4.11) con sus
respectivas restricciones. Las variables que usan en este modelo son inflacion, desempleo y tasa de

interés.

Primiceri [78] estimé un modelo autorregresivo vectorial estructural con parametros variando en
el tiempo con el fin de investigar las causas potenciales del pobre desempeno econémico de los
Estados Unidos en los anos 70 y principios de los 80 y, en qué medida la politica monetaria
desempeno un papel importante en esos episodios de alto desempleo e inflacién. Primiceri [78| usa
los parametros variando en el tiempo para medir los cambios de politica y los cambios implicitos en
el comportamiento del sector privado. Las ecuaciones miltiples del modelo las usa para comprender
cémo los cambios en la politica han afectado al resto de la economia. A diferencia del modelo
de Cogley [25] y, Cogley y Sargent [26| el modelo propuesto por Primiceri [78] permite que las
correlaciones simultaneas entre las variables varien en el tiempo. El modelo es de la siguiente

manera
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Yi=Vi+ A Yo+ ..o+ ApYi g + B 'S, (4.12)

donde VAR(g,) = I,

Y, es un vector de dimension p x 1 de variables endogenas observadas. V; es un vector de dimension
p x 1 de coeficientes variando en el tiempo que multiplican términos constantes. A;;, i =1,...,k

son matrices de dimension p x p de coeficientes variando en el tiempo

Zt =d1ag (0‘17,5, Ce 70p,t)7

1 0 0
B, - 062'1,t 1
_apl,t cee App—14 1_

Primiceri |78] reescribe (3.12) de la siguiente manera
Y, = X[ B, + B; ' Seey. (4.13)

La dinamica de los parametros variando en el tiempo del modelo los especifica de la siguiente

manera

Br =B + w, (4.14)
At =M1+ o1, (4.15)
log (o) =log(ot—1) + 1, (4.16)

donde \; es el vector de elementos distintos de cero y distintos de uno de la matriz B, o; es el

vector de los elementos de la diagonal de ¥3;.

Primiceri [78] supone que todas las innovaciones en el modelo tienen una distribucién normal

conjunta con los siguientes supuestos sobre la matriz de covarianza
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& I, 0 0 0
w 0 0 0
Var "1 = ¢ : (4.17)
Ot 0 0 S 0
M 0 0 0 W

donde @, S y W son matrices definidas positivas.

Benati [10] usa un modelo autorregresivo vectorial estructural bayesiano de parametros variables
en el tiempo con volatilidad estocastica como en (4.12)-(4.17), para investigar la contribucion de
la politica monetaria a los cambios en el crecimiento de la produccion y la dindmica de la inflacién

en los Estados Unidos.

Gali y Gambetti [45] usa un modelo autorregresivo vectorial estructural con parametros variando en
el tiempo y volatilidad estocéastica como en (4.12)-(4.17) con el fin de proporcionar evidencia sobre
algunos de los cambios experimentados por la economia de Estados Unidos durante el periodo
posterior a la Segunda Guerra Mundial y alrededor del momento del quiebre de la volatilidad

asociado con la Gran moderacion.

Basandose en la evidencia de Cogley y Sargent [26] y Primiceri [78] de que los modelos autorregre-
sivos vectoriales con parametros variables en el tiempo y volatilidad estocastica son muy relevantes
para caracterizar correctamente los cambios estructurales en la economia de los Estados Unidos,
Gambetti et al. [28| propusieron un modelo como en (4.12)-(4.17) para pronosticar en tiempo real
tres variables macroeconémicas de los Estados Unidos, a saber, tasa de desempleo, inflacién y una
tasa de interés a corto plazo con el objetivo de evaluar si el modelo de los cambios estructurales pue-
de mejorar la precision de los prondsticos de las series temporales macroeconémicas. Pronostican
hasta 3 anos hacia adelante usando errores de pronéstico cuadraticos medios y puntajes predictivos

logaritmicos. Gambetti et al. [28] obtienen pronosticos utilizando la densidad predictiva posterior.

Clark [23] usa un modelo autorregresivo vectorial bayesiano con volatilidad estocastica para exa-
minar la precision de los pronosticos de densidad en tiempo real de las variables macroeconémicas

de Estados Unidos. Evalia los pronésticos para cuatro variables: Crecimiento de la produccién,
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tasa de desempleo, inflacion y tasa de fondos federales. El modelo es de la siguiente manera

O(L)(Y; — Aody) =B7WV;"Pe,, e~ N(0,1,), (4.18)
. hi, h h

V2 _ding <§%7’”) , (4.19)

log(hit) =log(hit—1) + it nie ~ N (0,0;), (4.20)

donde Y; es de dimensioén p x 1 son vectores observados, d; de dimension ¢ x 1 son vectores de
variables determinadas. ®(L) = I,— A L—AyL?—...— Ay L*. L es un operador tal que L'Y; = Y, ;.
Ap es una matriz de dimension p x ¢ de coeficientes en la variable determinista. B es una matriz
triangular inferior con elementos 1 en la diagonal y coeficientes b;; en la i-ésima fila y j-ésima

columna, i =2,...,p, 7 =1,...,7i— 1. 7y son independientes e idénticamente distribuidas.

Clark y Ravazzolo [24] compara la precision para el pronostico puntual y de densidad en tiempo real
de varios modelos. Los modelos que usa son los autorregresivos y los autorregresivos vectoriales.
Ambas clases de modelos son probados con distintas configuraciones en la volatilidad. Las distintas

configuraciones de la volatilidad son de la siguiente manera

(i) Volatilidad constante.
(ii) Volatilidad estocastica.
(iii) Volatilidad estocéstica estacionaria.
(iv) Volatilidad estocastica con colas pesadas.
(v) Volatilidad estocéstica y parametros variando en el tiempo.

(vi) Autorregresivo generalizado condicional heterocedastico.

Las variables que pronostican son: Crecimiento del producto interno bruto, tasa de desempleo,
inflacion en el deflactor del producto interno bruto y la tasa de las letras del Tesoro de los Estados

Unidos a 3 meses.

Chiu et al. [20] propone un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocéstica y errores

t de Student para investigar el ajuste dentro de la muestra y el rendimiento de prondstico fuera
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de la muestra. Calcula la verosimilitud marginal con un filtro de particulas y compara el ajuste
dentro de la muestra y el rendimiento de pronostico fuera de la muestra con otros tres modelos, a
saber, un modelo autorregresivo vectorial gaussiano, un modelo autorregresivo vectorial con error
t de Student y un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocéastica. Las variables que
usan son: Crecimiento de produccién industrial, tasa de inflacion, tasa de interés a corto plazo y

el indice SP500 de Estados Unidos. El modelo que proponen es de la siguiente manera

Y, =V +AYig+.. + AYi+5, e~ N(O,I,), (4.21)
¥ =B 'H,(B™")7, (4.22)

h2 h?
H, =dia i—pt) 4.23
=ding (G (4.23)
In(hi) =In(hie—1) + Ma, nie ~ N (0,0;), (4.24)

donde Y; son vectores observados de dimension px 1, V' es un vector interseccion de dimension px 1,
A;,i=1,..., kson matrices de coeficientes de dimensiéon p X p. B es una matriz triangular inferior.
Chiu et al. [20] comentan que en su modelo propuesto la volatilidad estocéstica pretende capturar
la posible heteroscedasticidad de los shocks y las posibles no linealidades en las relaciones no
dindmicas de las variables del modelo, que estan relacionadas con los cambios de baja frecuencia
en la volatilidad. La introducciéon de la t-student en la estructura del shock pretende capturar
cambios de alta frecuencia en la volatilidad que a menudo son de magnitudes extremas, por lo que

potencialmente brindan un tratamiento de valores atipicos y eventos extremos.

Mumtaz [68] introduce un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocéstica en media en
el que correlaciona los choques de las ecuaciones de volatilidad y las ecuaciones de observacion. El

modelo es de la siguiente manera

k k1
Y =Vi+ Y AYe;+ Y D+ H e, (4.25)
i=1 i=1
k1
ht :‘/2 + q)ht_l + Z C:z Yt—i + 21171/727’]757 (426)
i=1
donde Y; son variables endogenas de dimension p x 1, hy = (hy,.. .,hpt)T. V5 es un término

intercepto de dimension p x 1, ® y G; son matrices de coeficientes de dimension p x p, X,, =
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diag (o11,...,0 A; v D; son matrices de coeficientes de dimension p x V5 es un término
) s Upp /s

intercepto de dimension p x 1,

2 )34
TN, 0.8), T=| 7 e (4.27)
&t Zetm Es

Los elementos de la diagonal de > son igual a la matriz de covarianza variando en el tiempo de los

residuos de forma reducida es de la siguiente manera

1/2 1/2
o Z?77/7 0 Xy EZ;; et Zné 0 <4 28)
t —_— . .
0 H | | S, . 0 H}"

Note que si k; = kg = 0 entonces el modelo (4.25)-(4.26) se convierte en un modelo autorregresivo

vectorial con volatilidad estocéstica y choques correlacionados de la siguiente manera

k

Y, =Vi+ > AY_+ He, (4.29)
=1

he =Va + ®hy_q + )70, (4.30)

A diferencia del efecto de apalancamiento en el que existe una correlacion negativa entre los
retornos actuales y la volatilidad futura, el modelo (4.25)-(4.26) tiene una correlacion entre los

retornos actuales y la volatilidad actual.

Mumtaz [69] generaliza el modelo (4.25)-(4.26) de Mumtaz [68] modificando la matriz covarianza

Y de (4.27) de la siguiente manera

= . (4.31)

Yy Xa2 Xag 1

Ding et al. [30] extienden el modelo autorregresivo vectorial con parametros variando en el tiempo
y volatilidad estocastica de Primiceri 78] introduciendo volatilidades estocasticas variables en el

tiempo basadas en los shocks de Omori et al [75] y Nakajima [70]. Los shocks son modelados de la
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siguiente manera

Biv1 =P + Wi, (4.32)
Atr1 =N + 01, (4.33)
h,t+1 :ht + M- (434)

Ding et al [30] comentan que su modelo tiene la ventaja de que refleja tanto la respuesta impulso
en cada punto en el tiempo como las relaciones variables en el tiempo no lineales simultaneas entre
las variables durante todo el periodo de la muestra. Ding et al [30] usan su modelo para estudiar
los impactos de las incertidumbres financieras y geopoliticas en los mercados de productos bésicos

en un marco variable en el tiempo.

Triantafyllopoulos [99] propuso un modelo autorregresivo vectorial con pardmetros variando en el
tiempo y volatilidad estocéstica con el propoésito de pronosticar series de tiempo multivariadas. El

modelo que propone es de la siguiente manera

T
Uy

Al
y;f = [1,yér_1, o 7ytT—1t] ' + €tT = YtTAt + etT, (4.35)

T

donde Y; son variables observadas de dimension p x 1, v; son términos de interseccién de dimensiéon

p x 1, A;; son matrices de coeficientes de dimension p x p. A; es modelado de la siguiente manera
At = At—l + Qt7 Qt ~ N(kp+1)><p(07 Wt7 Et)’ (436>

donde €; es independiente de 2, , Vt # sy, ademas €2; es independiente de €, , Vt, s. Para modelar
la evolucion de ¥, adopta una version ligeramente modificada del modelo de Uhlig [101], basado en
la convolucion de Wishart y la distribuciéon beta multivariada singular para permitir la inferencia

bayesiana totalmente conjugada. La evolucion de ¥; es de la siguiente manera

T
(Z) ' =c (2;_1{2> B, ¥, 2 (4.37)
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donde 2:1/2 denota la matriz triangular superior de la descomposicién de Choleski de X%, B; es
independiente de ;! y sigue una distribucion beta multivariada y singular con grados de libertad
n, = % y ny = 5. La matriz de covarianza W; es de dimension (kp + 1) x (kp + 1) y es

especificada usando factores de descuento.

Para encontrar el orden K primero define la distribuciéon de pronoéstico un paso hacia adelante de

la siguiente manera

P (Y;41|Y", modelo(i)) = J Pr(ys1]2¢, Y', modelo(i)) Pr(3;|Y*, modelo(i))d¥;, (4.38)
it
donde modelo() es un modelo estimado como en (4.35) con orden K; y Y*' = (y1,..., ) es el

conjunto de informacion hasta el tiempo t. Luego y;1|Y", modelo(i) ~ t,x1(n,yi(1), Qi(1)) es
una distribucion ¢ de Student multivariada. y;:(1) es el prondstico un paso adelante medio de
Y41 bajo el modelo i, y Qu(t) es la matriz escala de la distribucion t. Después de encontrar la
distribuciéon de pronostico un paso hacia adelante procede a calcular el factor de Bayes de los

diferentes modelos de la siguiente manera

_ Pr(y41|Y* modelo(i))
 Pr(ye41|Yt modelo(5))

Hy(1) (4.39)

_(On+p)
_ (’th(l)\)m On + eg:t+1(@it(1))_1ei,t+l 2
|Qir(1) On + e, 1 (Q;(1) "]y ’

donde 0 < 0 <1y e;441 es el error de prondstico un paso hacia adelante calculado con el filtro de

Kalman.

Si Hy(1) > 1 el factor de Bayes puede indicar preferencia por el modelo ¢ mientras que si H;(1) < 1
la preferencia es para el modelo j. En el caso que H;(1) = 1 los dos modelos son equivalentes.
Triantafyllopoulos [99] comenta que la ventaja de (4.39) es que se puede aplicar secuencialmente

y asi indicar la preferencia de un modelo en cada punto del tiempo.

Para pronosticar h pasos hacia adelante, donde h es un entero encuentra que la distribucion de

pronéstico h pasos hacia adelante es aproximadamente de la siguiente manera

yt+h|Yt ~ tpx1 (9717 mtTYtJrh, (th{th(h)YtJth) C_lst> ) (4-4())
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donde

(1, 4l (h=1),...,4f (h— k)], si h>Fk,

[1aytT(h_1)7"'7yf(1)7yta---7yg-h—k]a si hgk’,

T _
Yiin =

h
Ry(h) =P+ Y Wi,  Po=R,—KK[/Q. R =P +W,

i=1

Qt ZA;TRtAt + 1, my = My—1 + KtetT,
K; =R;A;/Q; es la ganancia de Kalman,
€t =Yy — mzllAta

St :C_lSt_l + €t6?/Qt.
El pronéstico medio h pasos adelante de ;. es dado por
yi(h) = mtT Ft+h- (4.41)

La matriz de covarianza de pronéstico h pasos adelante es dada por

(V0 Relh) Vi + 1) (1 = )
30 —2

Qi(h) = St, (4.42)

donde 6 > 2/3. El error de pronoéstico h pasos adelante es aproximadamente dado por

er(R)Y" =y — g (R)Y" ~ tp1 <0n, 0, % Qt(h)) . (4.43)

4.2. Modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocas-

tica y efecto de apalancamiento

En esta seccidon se propone un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocastica multiva-
riada con efecto de apalancamiento cruzado. La volatilidad modelada es la propuesta por Ishihara
y Omori [53] en el que los retornos de hoy estan correlacionados negativamente con la volatilidad

de manana. A este efecto se le conoce como efecto de apalancamiento cruzado. El modelo es de la
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siguiente manera

Yo =0+ A1yt + ..+ Apyp_p + 1/;1/25,5, t=1,...,n, (4.44)
o =Pay +m, t=1,....,n—1, (4.45)
a; ~N,(0, %), (4.46)
V; =diag (exp(aiy, - . . ,exp(apt)), (4.47)
¢ =diag (¢1,...,0p), (4.48)
lvos), mo |7 ), (4.49)
Tt Yne Yo
vee (Sg) =(I} — @ Q@ )" vec )Ty, (4.50)

oy = hy — p es de dimension p x 1. hy es el correspondiente vector de log volatilidad y p es el vector
media. La ecuacion (4.50) asegura la estacionariedad de (4.44). El vector v es un término intercepto
de dimension p x 1 mientras que A;,7 = 1,...,k son matrices de coeficientes de dimensiéon p x p
que miden la dependencia dinamica de 1;. La volatilidad estocastica pretende capturar la posible
heteroscedasticidad de los shocks y las posibles no linealidades en las relaciones simultaneas entre
las variables del modelo (ver Primiceri [78]). La sub-matriz de covarianza X, se usa para calcular

la posible correlacion entre los retornos de hoy y la volatilidad de manana.

Para encontrar la funcién verosimilitud del modelo de las ecuaciones (4.44)-(4.50) se hace una
leve modificacion a la verosimilitud de Ishihara y Omori [53| reescribiendo el modelo (4.44) de la
siguiente manera

y= Y ®L)3+V, e, (4.51)

donde Y; = [1,y] 1,...,yl ,]" es de dimension (kp+1)x1y, 8 = vec (v, Ay, ..., As) es de dimension
(kp* + p) x 1.

Defina 6 = <¢7 27/8)7 (b = (¢17 s 7¢p)T7 Q= (05{7 ce 70517;)Ta yn = <y17 s 7yn)7 Yk = (y*k+17 cee 73/0)
vy 1, =11,...,1]7, entonces por (4.49) y (4.51) se tiene que
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Yn| s Yn—15 s Uniey 0 =(Y.T @ L)B + V12| tn, Y1y - -+ s Yt 0 (4.52)
~N (Y ®1)8, VPV, )
Yo, et |0, Yoty - - iy 0 = (YT ® L)B + Vtm&?t, Doy + nela, Yeo1y e Yy O (4.53)
Yrens| |V vre,
Doy IRA S

Por (4.46), (4.52) - (4.53) la funcion verosimilitud del modelo (4.51) es dada por

n—1
f(aa Yn|97 Yk) = f(yn|an7 Un—1, -y Yn—k, 9) H f(yt7 OétJrl‘Oét? Yt—1y -« Yt—k; 9) f(Oé1|9) (454)
t=1
B n—1 —1/2
o« VP v T v e - vﬁ“zgnzggzngwﬂ‘ 155|712
t=1
1 -1
X exp { —5 W = (W @ L))" (Va8 ) (v - <YnT®Ip>>}
1 T 1/2 1/2 1/2 -1
X exp _1 nz Yt — (Y;fT ®Ip)ﬁ V;f Eas‘é VI; 2577 Yp — (Y;T ® Ip)ﬁ
2 t=1 a1 — Poy EnthI/Q Enn a1 — Py

- o B n 1 - 1 n—1 -
| Xl 1/2|2| 3 )|25€| /2 exp {; by — 504{20 Yo — 2 ;(at-i-l - q)at)TEmyl(at—i-l - ‘1)0%)} )
donde
1 1 _
ly =comst — 1y ar — = (y = (V' @ L) + ) 2 (= (VT @ L) + o)), (4.55)
e =V, P, (4.56)
5, =V,25, V2, (4.57)
(
Yo X — Pay), t<n,
me={ : (4.58)
0, t =n,
\
(
SN, YN <,
S, =4 n o e (4.59)
2887 t=n
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Esto es posible debido a a siguiente igualdad

-1
‘/}1/2255‘/}1/2 ‘/}1/22577

1/2
XnVi X

| Ve = ey V(B = B T ) S T (4.60)
_ _ _1v,—1/2 _ _ _ _ _ ’ ’
—2777712,76(255 — ZenEleng) 1Vt / 2,7,712,,6(2% — Egan}Em—) 12@7277771 + Zml

4.3. Meétodo de Estimacion

Para estimar los pardmetros se usa un algoritmo MCMC de seis bloques que es dado por

1. Inicializar a, ¢, X y 5.

2. Generar alp, %, 3, Y™ Y*.
3. Generar ¢|, 3, a, Y™ Y*.
4. Generar |3, a, ¢, Y™, YF.
5. Generar 8|a, ¢, %, Y™, Yk,

6. Ir a 2.

Generaciéon de a, ¢ y X

Para generar «, ¢ y ¥ se aplica el método de Ishihara y Omori [53] expuesto en la seccion 3.4

sustituyendo y, por y¥ = 1 — (Y, @ I,)3.
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Generacion de

La distribucion priori f(3) de § es la de Litterman de las ecuaciones (2.46)-(2.47) del capitulo 2.

La funcién de densidad de probabilidad posterior de S es dada por

fBla, ¢, 2, Y™, Y )ocf(a, Y79, 2, 8,Y") f(B) (4.61)
o exp {—% Do = (O @ 1B+ ) 5 e — (W @ 1,)8 + ut»} £

t=1
oCexp {_% 2(—(% ) 2N (Y L) B~ BTV ®L)S (v — )

t=1

+ (V@ L)E Y ® Ip)ﬁ)} f(B)

n

o exp {—% (- [Z(yt — ) SN ®L) | B

t=1

- [Z(Yt ®]p)zt_l(yt - :ut)] f+p [i(n ®]p)zt_1(YtT®Ip)]) } f(B)

t=1

1 -1
coxp {300~ )55 (6 )}
donde

n -1
5f = [Zm ®L)'TNY ®L,) + 251] :

t=

pp =35 [Z(Yt®1p)2tl(yt—m)]-

t=1

Se usa el algoritmo de muestreador de Gibbs para generar una muestra de g* ~ N (,ufg, ZZ)

s es configurada igual a cero.

4.4. Seleccidon del orden VAR-MSV

Para escoger el mejor orden VAR-MSV se aplican los siguientes pasos:
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1. Suponiendo que se sabe que el orden VAR-MSV no puede exceder un entero K; se procede a
estimar los modelos VAR-MSV comenzando desde 0 hasta K y se almacenan sus pardmetros

estimados 0y, 01, ...,0k,, donde 6; son los parametros estimados del modelo i.

2. Para cada modelo se calcula el DIC de la seccion 3.5 sustituyendo y; por i = y;— (Y, ®1,) B,

donde B’ son las matrices de coeficientes estimadas del modelo i.

3. Se escoge el modelo que tenga la menor medida DIC.

4.5. Ejemplo

En esta seccion se aplica el método propuesto usando datos simulados para observar que tan
bien se estiman los parametros. Ishihara y Omori [53] generan sus resultados computacionales
usando Ox [34]. Para este trabajo, nuestros resultados computacionales se generaron usando el
software libre R. Se usaron las librerias Rcpp y ReppArmadillo para implementar los algoritmos
que involucran algebra lineal con el fin de encontrar un equilibrio entre velocidad y facilidad de

uso.

Los datos son simulados usando el modelo (4.44)-(4.50). El orden del modelo MSV-VAR que se
usa para simular datos es £ = 6 y la dimension es p = 2. La matriz de covarianza Y es tomada de
Ishihara y Omori [53|. Los pardmetros 3, ® y el termino de interseccion v asi como las matrices

de coeficientes son dados por

144 0864 —0.096 —0.072]
0.864 144 —0.072 —0.096
0.096 —0.072 004  0.028
| 0072 —0.096 0.028  0.04
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097 0 T
d = , v = [1 0.5}
0 097
0.1 —-0.3 —-0.2 —-0.3
Al = s A2 = )
0.2 —-04 0.3 04
0.1 O —-0.2 —-0.3
A3 = ) A4 = )
0 0.1 —-0.2 —-04
0.09 0 0.07 0
A5 = ) AG =
0 0.09 0 0.07

Ishihara y Omori [53] usan la matriz ¥ para ilustrar el efecto de apalancamiento cruzado ya que

o Cov(eir, 0it) B —0.096 _ o4
prer - /Var(ey) Var(ng)  A/(1.44)(0.04)
Diion = Cov(eit, 1jt) _ —0.072 _ _03.
P Var(eg) Var(n)  +/(1.44)(0.04)

Los hiperparametros de las distribuciones priori ¢ y ¥ son tomados de Ishihara y Omori [53]
donde a; = 20,2 = 1,...,p; b = 1.5,72 = 1,...,p. ng = 10, mientras que para Ry se usé una
matriz con elementos iguales a 1000 en las diagonales y 0 en los elementos fuera de la diagonal.
Ishihara y Omori [53] usan Ry = (10X*)~! donde X* es la matriz de covarianza verdadera. Para

los hiperpardmetros de la priori de Litterman se configura pz = 0 mientras que 6=0.99 y A = 10.

Se generan 4,000 observaciones donde las primeras 6 observaciones son tomadas como valores
premuéstrales mientras que los dltimos 3,994 seran tomados como la muestra. Usando el método
de la secciéon 3.3 se generan 120,000 muestras y se descartan las primeras 20,000. Para el parametro
de ajuste se usa K = 0.05n y para evitar que el método se atasque firmemente debido al rechazo
excesivo se sigue la sugerencia de Sheppard y Pitt [85] incrementando K unas pocas iteraciones en
intervalos regulares. La tablas 4.1-4.2 muestran la media posterior, desviacion estandar e intervalos
de credibilidad del 95 % de los elementos de la matriz ®, la matriz de covarianza 3, el termino de
intercesion v y las matrices de coeficientes Ay, Ao, ..., Ag. Todos los intervalos de credibilidad con
un 95 % de confianza contienen los parametros verdaderos a excepcion de A}, y Al,. Aumentando

los intervalos de credibilidad a 96.2 % todos los parametros estan contenidos.
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Parametro | Media | Desviacion Estandar | Intervalo de Credibilidad del 95 %
01 0.97 0.9689 0.0052 [0.9578,0.9785]
0o 0.97 0.9721 0.0046 [0.9622,0.9805]
o11 1.44 1.2443 0.1232 [1.0289,1.5231]
012 0.864 0.7446 0.0741 [0.6124,0.9066]
013 -0.096 -0.0779 0.0136 [—0.1062, —0.0525]
O14 -0.072 -0.0527 0.0129 [—0.0789, —0.0280]
091 0.864 0.7446 0.0741 [0.6124,0.9066]
099 1.44 1.1668 0.1295 [0.9362, 1.4464]
093 -0.072 -0.0647 0.0131 [—0.0919, —0.0407]
024 -0.096 -0.0771 0.0135 [—0.1047,—0.0517]
031 -0.096 -0.0779 0.0136 [—0.1062, —0.0525]
039 -0.072 -0.0647 0.0131 [—0.0919, —0.0407]
033 0.04 0.0334 0.0054 [0.0237,0.0450]
O34 0.028 0.0244 0.0038 [0.0174,0.0326]
o1 -0.072 -0.0527 0.0129 [—0.0789, —0.0281]
042 -0.096 -0.0771 0.0135 [—0.1047, —0.0517]
043 0.028 0.0244 0.0038 [0.0174,0.0326]
O4a 0.04 0.0350 0.0053 [0.0257,0.0462]

Tabla 4.1: Media posterior, Desviacion estandar e Intervalos de credibilidad del 95 % de los ele-
mentos de la matriz ® y la matriz de covarianza ..
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Figura 4.1: Grafico de convergencia de las muestras de ¢; y ¢ respectivamente. La linea roja es
la media posterior de la muestra. Las lineas azules son el intervalo de credibilidad del 95 %.

Fuente: Elaboraciéon propia
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Parametro | Media | Desviacion Estandar | Intervalo de Credibilidad del 95 %

U1 1 0.9852 0.0389 [0.9091, 1.0618]
Al 0.1 0.1408 0.0198 [0.1022,0.1795]
Al, -0.3 -0.3029 0.0188 [—0.3401, —0.2660]
A2 -0.2 -0.1889 0.0198 [—0.2281, —0.1501]
A2, -0.3 -0.2801 0.0196 [—0.3187, —0.2415]
A3, 0.1 0.0982 0.0215 [0.0560, 0.1404]
A3, 0 0.0079 0.0218 [—0.0351,0.0506]
A} -0.2 -0.1896 0.0209 [—0.2307, —0.1485]
Al, -0.2 -0.2082 0.0216 [—0.2509, —0.1658]
A%, 0.09 0.0878 0.0190 [—0.0501, 0.1249]
A3, 0 -0.0044 0.0165 [—0.0370,0.0281]
A8 0.07 0.0546 0.0187 [0.0181,0.0913]
AS, 0 0.0194 0.0151 [—0.0102,0.0489]
Vg 0.5 0.4736 0.0343 [0.4064, 0.5410]
Al 0.2 0.2442 0.0174 [0.2103,0.2785]
Al, -0.4 -0.4396 0.0197 [—0.4781, —0.4007]
A 0.3 0.3284 0.0174 [0.2941, 0.3627]
A2, 0.4 0.4033 0.0204 [0.3631,0.4434]
A3 0 0.0142 0.0196 [—0.0241,0.0529]
A3, 0.1 0.1358 0.0217 [0.0931,0.1784]
A3, -0.3 -0.2800 0.0190 [—0.3172, —0.2424]
A3, -0.4 -0.3938 0.0216 [—0.4362, —0.3514]
A3, 0 -0.0151 0.0181 [—0.0505,0.0205]
A3, 0.09 0.0708 0.0159 [0.0397,0.1021]
AS, 0 -0.0105 0.0178 [—0.0453,0.0244]
AS, 0.07 0.0946 0.0146 [0.0658,0.123]

Tabla 4.2: Media posterior, Desviacion estandar e Intervalos de credibilidad del 95 % de los ele-
mentos del vector término interseccion v y las matrices de coeficientes Ay, Ao, ..., Ag.

Las figuras 4.1-4.4 muestran los graficos de convergencia de los parametros estimados. Las figuras
4.5-4.8 muestran los graficos de las funciones de correlacion de las muestras de los parametros
estimados. Los graficos de autocorrelacion de ¥ y & muestran la correlacion usual que se ve en la
literatura. Las funciones de autocorrelacion de los elementos de las matrices de coeficientes VAR
muestran poca correlacion. Por otro lado, los graficos de las funciones de autocorrelacion de los
términos de intercesion alcanzan sus maximos en 0.24 para v; y 0.249 para ve, ademas decrecen
lentamente mostrando la alta dependencia de valores pasados. Esto puede ser debido a la priori de
Litterman ya que las varianzas priori son infinitas para v, y vy reflejando que no se tiene ninguna
conjetura a priori para estos coeficientes. Los histogramas de las figuras 4.9-4.12 revelan que las
cadenas de los parametros estimados parecen tener distribuciéon Gaussiana. Los diagnoésticos de

convergencia muestran que el enfoque bayesiano para estimar los parametros es eficiente.
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Figura 4.2: Gréfico de convergencia de las muestras de los elementos de >. La linea roja es la media
posterior de la muestra. Las lineas azules son el intervalo de credibilidad del 95 %.

Fuente: Elaboracién propia
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Fuente: Elaboraciéon propia
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Figura 4.5: Funcién de autocorrelacion de ¢; y ¢o respectivamente.

Fuente: Elaboraciéon propia
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Fuente: Elaboraciéon propia
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Figura 4.7: Funciéon de autocorrelaciéon del vector
coeficientes VAR.

Fuente: Elaboracién propia
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Fuente: Elaboraciéon propia
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Fuente: Elaboraciéon propia
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Figura 4.10: Histograma de los elementos de 3.

Fuente: Elaboracién propia
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Figura 4.12: Histograma de las matrices de coeficientes VAR.

Fuente: Elaboracién propia
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4.6. Resultados Empiricos

En esta seccion se aplica el modelo VAR-MSV con efecto de apalancamiento propuesto en la
seccion 4.2 a datos de series de tiempo bivariadas financieras consistiendo de precios de cierre
de las acciones de Apple y Microsoft. Los hiperpardmetros de las distribuciones priori ¢, ¥ y
son los que se usaron en la seccion previa. Los datos son de frecuencia diaria excluyendo fines de
semana y dias festivos. Abarcan un periodo desde el 12 de enero del 2004 hasta el 13 de abril
del 2022 consistiendo en 4597 observaciones y son mostrados en la figura 4.13. Se usa la ecuacién
(1.4) para convertir los precios a retornos logaritmicos. De ahora en adelante en este trabajo se
les llamara solo retornos. Los retornos de Apple y Microsoft son mostrados en la figura 4.14 y se
puede observar la presencia de unos pocos valores en valor absoluto muy grandes en relaciéon con
las demas observaciones. También parece indicar que la volatilidad varia con el tiempo y que parece
ser relativamente alta en algunos periodos de tiempo y relativamente baja en otros periodos. Se
pueden observar grupos de volatilidad especialmente el que se ubica entre los anos 2007 y 2009
coincidiendo con la asi llamada Gran Recesion. Otro grupo de volatilidad que resalta es el que se

ubica entre 2019 y mediados del 2021 coincidiendo con la pandemia del coronavirus (COVID-19).
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Figura 4.13: Graficos temporales diarios de los precios de cierre desde el 12 de enero del 2004 hasta
el 13 de abril del 2022: (a) Precios de cierre de Apple y (b) Precios de cierre de Microsoft.

Fuente: Elaboraciéon propia
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Figura 4.14: Gréaficos temporales de los retornos: (a) Retornos de Apple y (b) Retornos de Microsoft.

Fuente: Elaboracion propia

La figura 4.15 muestra los histogramas de los retornos de Apple y Microsoft. A simple vista parece
que ambas series de retornos tienen una distribucién similar a la normal pero, al observar el grafico
@ — @ normal de la figura 4.16 indica que los retornos de ambas series tienen distribuciéon de colas
pesadas. En la parte superior de la figura 4.17 se pueden observar las funciones de correlacion de
los retornos de Apple y Microsoft. Se pueden observar rezagos significativos 4, 6, 7, 8, 9, 12, 15 y
16 aunque muy pequenos para los retornos de Apple mientras que para los retornos de Microsoft

se observan rezagos significativos 1, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 15 y 17 pero pequenos.

En la parte inferior de la figura 4.17 se puede observar que las funciones de correlaciéon de los
retornos al cuadrado de Apple y Microsoft son muy correlacionadas. EL ACF de los retornos al
cuadrado de Apple comienza en 0.184 teniendo un maximo en 0.202 en el lag 10 mientras que el
ACF de los retornos al cuadrado de Microsoft comienza en 0.28 siendo ese mismo valor el méaximo
en el rezago 1. Ambas ACF decrecen suavemente. Todas las observaciones anteriores muestran
propiedades estadisticas de los retornos. Por tltimo, la tabla 4.3 contiene estadisticas descriptivas
de los retornos. Las estadisticas descriptivas de las dos series de retornos muestran medias de
exceso de curtosis positiva implicando colas pesadas como se observo en el grafico () — () normal.

Ademaés, ambas series de retornos tienen coeficientes de asimetria menores que cero.
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Figura 4.15: Histograma de los retornos: (a) Retornos de Apple y (b) Retornos de Microsoft.

Fuente: Elaboracion propia
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de Microsoft.

Fuente: Elaboracién propia
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Apple Microsoft

Observaciones 4596 4596
Media 0.001305 | 0.000510
Mediana 0.001108 | 0.000359
Desviaciéon estandar | 0.021000 | 0.016872
Asimetria -0.136485 | -0.066780
Curtosis 5.861174 | 10.783503
Minimo -0.197470 | -0.159453
Maximo 0.130194 | 0.170626

Tabla 4.3: Estadisticos descriptivos para los retornos de Apple y Microsoft.

Se estimaron tres configuraciones de modelos: VAR(4)-MSV, VAR(5)-MSV y VAR(6)-MSV. Para
escoger el mejor modelo se uso el criterio DIC discutido en la secciéon 3.5. En la tabla 4.4 se muestran
los valores DIC y sus respectivas desviaciones estandar de los modelos VAR(4)-MSV, VAR(5)-
MSV y VAR(6)-MSV. El valor DIC mas pequenio corresponde al modelo VAR(5)-MSV, por lo que
indica que el modelo VAR(5)-MSV se ajusta mejor a los datos para mostrar su comportamiento y

relaciones dinamicas.

Modelo VAR(4)-MSV | VAR(5)-MSV | VAR(6)-MSV
DIC -59213.95 -59218.18 -59200.73
Desviacién estandar 0.1881723 0.2531091 0.2105574
DIC 4 -59215.54 -59220.17 -59202.14
DIC i -59212.89 -59216.9 -59199.2

Tabla 4.4: Medias de las muestras, errores estandar, valores mas grandes y valores més pequenos
DIC de los modelos VAR(4)-MSV, VAR(5)-MSV y VAR(6)-MSV.

Las figuras 4.18-4.21 muestran los graficos de convergencia de los pardmetros estimados. Las tablas
4.5-4.6 muestran la media posterior, desviacion estandar e intervalos de credibilidad del 95% de
los elementos de la matriz ®, la matriz de covarianza 3, el termino de intersecciéon v y las matrices

de coeficientes Ay, Ao, ..., As.

Todos los intervalos de credibilidad contienen el cero a excepcion de los intervalos de credibilidad
de vy, ve, AL, y A}, mostrando evidencia que puede que en realidad las matrices de coeficientes
sean igual a cero. Los estimadores de ¢; no muestra persistencia en la volatilidad tan alta variando
de 0.936 a 0.942. p;j ., = 0.74 indica una correlacion muy alta en 714 ¥ 72:. pijee = 0.5016 refleja
una correlacion que no es tan alta por lo que existe una relacion lineal muy débil entre los retornos

de yi; (Apple) v yar (Microsoft). Los elementos de las matrices de coeficientes A%y, 7 = 1,...,5,
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Media | Desviacion Estandar | Intervalo de Credibilidad del 95 %

o1 | 0.94213 0.008771 [0.92380,0.95852]

0o | 0.93611 0.010165 [0.91506,0.95494]

o1 | 0.00030 0.000028 [0.000251,0.000363]
o2 | 0.00011 0.000010 [0.000096,0.000137]
o13 | -0.00155 0.000257 [-0.002067,-0.001063|
o4 | -0.00137 0.000262 [-0.001901,-0.000872]
091 | 0.00011 0.000010 [0.000096,0.000137]
099 | 0.00017 0.000015 [0.000145,0.000207]
093 | -0.00076 0.000192 [-0.001150,-0.000393|
094 | -0.00077 0.000202 [-0.001186,-0.000390]
031 | -0.00155 0.000257 [-0.002067,-0.001063|
o3z | -0.00076 0.000192 [-0.001150,-0.000393|
o33 | 0.10832 0.014398 [0.082934,0.139478|
o34 | 0.08535 0.010334 [0.066795,0.107140]
o4 | -0.00137 0.000262 [-0.001901,-0.000872]
042 | -0.00077 0.000202 [-0.001186,-0.000390|
o43 | 0.08535 0.010334 [0.066795,0.107140]
o4 | 0.12281 0.016507 [0.094076,0.158113]

Tabla 4.5: Media posterior, Desviacion estandar e Intervalos de credibilidad del 95 % de los ele-
mentos de la matriz ® y la matriz de covarianza 3.

son muy cercanos a cero por lo que parecen tener poco efecto condicional de yo;;,% = 1,...,5,
en yy; dado yi, 4,7 = 1,...,5, ademas, A};,i = 1,...,5, estan mas alejados de cero por lo que
y1: estd mas alimentada por sus propias observaciones pasadas que de las de ;. Por otro lado,
los elementos de las matrices de coeficientes A%,,7 = 1,...,5, estdn un poco mas alejados de cero
por lo que es un poco mas fuerte el efecto condicional de vy, ,% = 1,...,5 en yy dado yo;—;

i=1,...,5.

Observe que los elementos de las matrices de coeficientes Ab,,7 = 1,...,5 son més cercanos a cero
que A%, i =1,...,5, por lo que yo; parece que es més alimentado por las observaciones pasadas
de 1y, que de las suyas propias. Se debe tener en cuenta que los retornos de Apple varian entre
[—0.1978,0.1301] y los retornos de Microsoft varian entre [—0.1594,0.1706] y, dado que segin la
figura 4.14 la mayoria de los retornos estan mas cercanos a cero que de sus respectivos maximos y
minimos por lo que podria ser que los elementos de las matrices de coeficientes en realidad tengan
un mayor impacto. Las correlaciones pi1 ., = —0.2725 y paa.y = —0.1689 son ambas negativas y
sus respectivos intervalos de credibilidad del 95 % son [—0.3500, —0.1930] y [—0.2492, —0.0864].
Ninguno de los intervalos de confianza contiene al cero por lo que existe evidencia de efecto de

apalancamiento en ambas series.
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Media | Desviacion Estandar | Intervalo de Credibilidad del 95 %

vr | 0.00106 0.00023 [0.00060, 0.00153]
Al | 0.00769 0.01519 [—0.02217,0.03755]
Al, | 0.00037 0.00098 [—0.00160, 0.00239]
A2 | 0.00796 0.01477 [—0.02094, 0.03690]
A2, 1-0.00148 0.00096 [—0.00343,0.00047]
A3, | -0.01133 0.01444 [—0.03969, 0.01695]
A3, | 0.00015 0.00095 [—0.00169, 0.00217]
Al | 0.03509 0.01412 [0.00743,0.06286]
Al, | 0.00007 0.00093 [—0.00178,0.00199]
A3 | 0.01210 0.01388 [—0.01510,0.03922]
A3, | -0.00017 0.00067 [—0.00157,0.00112]
vy | 0.00060 0.00018 [0.00024, 0.00096]
Al 1-0.04562 0.01021 [—0.06561, —0.02551]
AL, | 0.00126 0.00067 [—0.00011,0.00261]
AZ | 0.00175 0.01010 [—0.01792,0.02153]
A2, | -0.00097 0.00065 [—0.00228, 0.00036]
A3, -0.01494 0.00986 [—0.03431,0.00437]
A3, | 0.00040 0.00064 [—0.00084,0.00172]
A3 ] 0.01148 0.00977 [—0.00760, 0.03065]
A3, | 0.00090 0.00062 [—0.00033,0.00217]
A3, | 0.00183 0.00962 [—0.01703,0.02061]
A3, | -0.00074 0.00044 [—0.00165,0.00011]

Tabla 4.6: Media posterior, Desviacion estandar e Intervalos de credibilidad del 95 % de los ele-
mentos del vector término interseccion v y las matrices de coeficientes Ay, Ao, ..., As.

Por otro lado, las correlaciones pia., = —0.2268 y po21.y = —0.1765 también son negativas y
sus respectivos intervalos de credibilidad del 95% son [—0.3062, —0.1463] y [—0.2586, —0.092].
Ninguno de los intervalos de confianza contiene el cero por lo que existe evidencia de efecto de
apalancamiento cruzado en ambas series. Note que pi2, < p21,y indicando asimetria. Esto significa
que la volatilidad de la serie Microsoft estd més influenciada por las disminuciones en los retornos
de la serie de Apple mientras que estd tltima estd menos sujeta a cambios en los retornos de
Microsoft. Esto podria sugerir que los participantes del mercado no reaccionan tan bruscamente
cuando una disminucién en el rendimiento se limita a la serie de Microsoft, pero reaccionan de

manera més sensible si se producen disminuciones en Apple. De todas las observaciones anteriores

se resaltan las siguientes tres:

1. Los retornos yy; correspondientes a Apple parece que estan mas alimentados por pus propios

retornos pasados que de los retornos pasados de yy; correspondientes a Microsoft.
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2. Los retornos yo; correspondientes a Microsoft parece que estan maéas alimentados por los

retornos pasados de y;; correspondiente a Apple que de los suyos propias.

3. Los participantes del mercado no reaccionan tan bruscamente cuando una disminucién en el
rendimiento se limita a la serie de Microsoft, pero reaccionan de manera mas sensible si se

producen disminuciones en Apple.

Las tres observaciones anteriores parecen sugerir que el efecto de apalancamiento cruzado se ve

reflejado en las matrices de coeficientes.

Las figuras 4.22-4.25 muestran las funciones de autocorrelacion de los pardmetros estimados. Los

histogramas se presentan en las figuras 4.26-4.29.
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Figura 4.18: Grafico de convergencia de las muestras de ¢ y ¢» respectivamente. La linea roja es
la media posterior de la muestra. Las lineas azules son el intervalo de credibilidad del 95 %.

Fuente: Elaboracién propia
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Figura 4.19: Grafico de convergencia de las muestras de los elementos de la matriz de covarianza 3.
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del 95 %.

Fuente: Elaboraciéon propia
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Fuente: Elaboraciéon propia
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Figura 4.21: Grafico de convergencia de las muestras de los elementos del vector término de inter-
cepcidn y las matrices de coeficientes VAR. La linea roja es la media posterior de la muestra. Las

lineas azules son el intervalo de credibilidad del 95 %.

Fuente: Elaboraciéon propia
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Fuente: Elaboracién propia
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Figura 4.24: Funcion de autocorrelacion de los elementos del vector término

matrices de coeficientes VAR.

Fuente: Elaboraciéon propia
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Figura 4.25: Funcién de autocorrelacion de los elementos de las matrices de coeficientes VAR.

Fuente: Elaboracién propia
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se propuso un modelo VAR-MSV para modelar series de tiempo multivariadas. Se
uso una configuracién bayesiana para estimar los parametros del modelo. La configuracion de
la volatilidad estocéastica multivariada es con efecto de apalancamiento cruzado propuesto por
Ishihara y Omori [53|. Los datos simulados reflejan lo preciso que es el método para estimar los
parametros, claro esté que la precision se debe a que el método muestreador de movimiento multiple

(multi move sampler) propuesto por Ishihara y Omori [53| es muy eficiente.

Se aplico el modelo a series de tiempo bivariadas compuestas de los precios de Apple y Microsoft.
Los gréficos de convergencia muestran que para cada uno de los parametros estimados la trayectoria
de la cadena exhibe el mismo comportamiento a través de las iteraciones lo que indica convergencia.
Los graficos de las funciones de autocorrelacion de los elementos del parametro > y ® muestran la

correlacion usual que se ve en la literatura.

Por otro lado, como se observo en la seccion 4.5-4.6, las funciones de autocorrelacion de los elemen-
tos de las matrices de coeficientes VAR muestran poca correlacion. A diferencia de los elementos
de las matrices de coeficientes, los graficos de las funciones de autocorrelacion de los términos de
interseccion alcanzan sus méaximos en 0.24 para v; y 0.249 para v, en los datos simulados y, 0.284
para v; y 0.273 para vy en los resultados empiricos. Ademas, en ambos casos decrecen lentamente
mostrando la alta dependencia de valores pasados. Esto puede ser debido a la priori de Litterman

ya que las varianzas priori son infinitas para v, y vy reflejando que no se tiene ninguna conjetura a
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priori para estos coeficientes. Los histogramas revelan que las cadenas de los parametros estimados

parecen tener distribucion Gaussiana.

Los diagnoésticos de convergencia muestran que el enfoque bayesiano para estimar los pardametros es
eficiente pero también muestran que se puede mejorar, a saber, probando diferentes distribuciones
priori para el parametro 5. Debido a la presencia de saltos, otra forma de mejorar el método
propuesto es incorporando los errores-t de Ishihara y Omori [53|, ya que la literatura sugiere que

agregarlos ayuda a capturar mejor las propiedades de los retornos.

Los intervalos de credibilidad de los elementos de las matrices de coeficientes contienen el cero,
por lo que existe la posibilidad de que los elementos de las matrices de coeficientes sean cero. En
el caso de que los elementos de las matrices de coeficientes no sean cero, se puede observar que
aparentemente el efecto de apalancamiento cruzado se ve reflejado en las matrices de coeficientes
debido a que los retornos pasados de Apple alimentan sus propios retornos actuales y los retornos

de Microsoft.

5.1. Trabajos futuros

En la realizacion de esta investigacion se identifico los siguientes posibles trabajos futuros:

1. Probar diferentes distribuciones priori de la literatura para ver cual o cuales mejoran la

inferencia del modelo propuesto.

2. Aplicar el modelo VAR-MSYV del capitulo 4 a diferentes conjuntos de series de tiempo finan-
cieras, para encontrar evidencia empirica de que el efecto de apalancamiento cruzado se ve
reflejado en las matrices de coeficientes estimadas, ya que con un solo conjunto de series de

tiempo bivariadas no es suficiente evidencia.

3. Extender el modelo VAR-MSV para que las matrices de coeficientes junto con el término
de interseccién sean generados por su propios procesos estocasticos, a saber, un proceso
autorregresivo AR(1), para observar si las relaciones dinamicas de los retornos tienen mas

efecto condicional en algunos puntos del tiempo que en otros, por ejemplo esos puntos de
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tiempo donde parece que hay mas volatilidad. El proceso AR(1) de las matrices de coeficientes
puede tener dos configuraciones: 3; = ;1 + w; v Biy1 = B¢ + wy, donde w; es el término
error. Los dos procesos AR(1) anteriores se pueden intentar correlacionar con la volatilidad de
mafiana. Se puede intentar correlacionar los dos procesos AR(1) anteriores con los choques
de las variables endégenas. También se podria intentar correlacionar los tres choques. La

distribucion de los choques serfa (wy, ¢, 1) ~ N (0, Xyep)-

4. Aplicar los diferentes métodos del punto (2) a diferentes conjuntos de datos para ver qué mo-
delos brindan un mejor ajuste y observar como las diferentes configuraciones de los modelos

capturan las propiedades de los datos.
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