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Resumen

La pandemia COVID-19 provocada por el virus SARS-COV 2, se ha propagado por todo el
mundo, diferentes modelos matemaéticos se han desarrollado para predecir el comportamiento
de esta enfermedad. En esta tesis se evalué la dinamica de contagios por COVID-19 en
Honduras, ajustando los modelos epidemioldgico por compartimientos STR (susceptibles,
infectados y recuperados) y STRD (susceptibles, infectados, recuperados y fallecidos) con
tasa de contagio variable y se estim¢ la capacidad de prediccién de dichos modelos. Ademas,
se utilizé el principio del Maximo de Pontryagin para estudiar el efecto en el ntimero de
contagios al introducir variables de control u(t) como el nivel de cumplimiento de medidas
de bioseguridad.

Palabras clave— COVID-19, Modelo STRD, coeficientes de transferencia variables, va-
riables de control éptimo, Principio Maximo de Pontryagin.
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Abstract

The COVID-19 pandemic caused by the SARS-CoV-2 virus has spread worldwide. Various
mathematical models have been developed to predict the behavior of this disease. This thesis
evaluated the dynamics of COVID-19 infections in Honduras by adjusting the compartmental
epidemiological models, specifically the STR (Susceptible, Infected, Recovered) and SIRD
(Susceptible, Infected, Recovered, Deceased) models, with variable infection rates. The pre-
dictive capacity of these models was also estimated. Additionally, the Pontryagin Maximum
Principle was used to study the effect on the number of infections by introducing control
variables u(t), representing the level of compliance with biosafety measures.

Keywords—COVID-19, SIRD model, variable transfer coefficients, optimal control vari-
ables, Pontyagrin Maximum Principle.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de tesis trata el tema de la modelaciéon dindmica de infectados por
COVID-19 en Honduras usando sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). De-
bido a que se esta modelando el comportamiento de una enfermedad contagiosa introducire-
mos brevemente algunos conceptos epidemioldgicos tedricos, pero para una mejor nocion de
la temdtica se sugiere revisar Sanchez-Vallejo| (2021)); AJE| (2022).

Una epidemia es la propagacion o aparicion de una enfermedad cuyos contagios crecen de
manera que sobrepasan la normalidad de casos en una determinada regién. Desde el punto
de vista geografico se puede decir que es la apariciéon de una enfermedad que no corresponde
a determinada regién, por lo tanto para que una enfermedad se considere epidemia debe
cumplir con estos requisitos:

1. El niimero de contagios o casos reportados de una enfermedad debe superar el maximo
proyectado por el sistema de salud para un determinado periodo epidemiolégico.

2. Aumento de casos de la enfermedad en regiones donde los sistemas de vigilancia re-
portaban pocos.

Otro concepto de epidemia es una enfermedad que se propaga a niveles fuera del méximo
esperado por los sistemas de salud a nivel local. Un ejemplo de epidemia en Honduras es el
dengue. Hace tres décadas, esta enfermedad presentaba gran cantidad de casos en el area de
la costa norte, y regiones como la Mosquitia. Al contrario, areas alejadas de las costas como
ser la ciudad Tegucigalpa, reportaban una cantidad baja de casos. Actualmente los casos de
esta enfermedad se presentan de manera elevada en todo el territorio nacional superando los
valores maximos proyectados por el sistema de vigilancia epidemiolégica.

Segun la Organizacién Mundial de la Salud (OMS) para que una enfermedad contagiosa sea
considerada como pandemia se deben cumplir estos requisitos:

1. La enfermedad afecte a mas de un continente.

2. Los casos de cada pais ya no sean importados. Los contagios deben ser transmitidos
por personas de la misma comunidad, |Ciotti et al.| (2020).

En diciembre del 2019 la realidad mundial cambié con la aparicién de la enfermedad COVID-
19 producida por el virus SARS-coV-2 Hu et al.| (2021). A lo largo de la pandemia se han
desarrollado muchos estudios con el fin de conocer el comportamiento de la enfermedad desde
el punto de vista clinico, social, econémico, etc |Saladino et al.| (2020); Tuttle (2020)); Belitski
et al| (2022). La modelacién matemadtica es una herramienta capaz de explicar una gran
cantidad de fendmenos naturales o sociales, entre ellos la propagacion de una enfermedad,
por esta razoén juega un papel importante para prevenir, explicar y tomar medidas de control
con el fin de proteger la salud de la poblacion. Desde la aparicion de la enfermedad COVID-19
se han desarrollado modelos matematicos que explican el comportamiento de la enfermedad
en diferentes paises.



Honduras al igual que el resto de paises del mundo atraviesa una crisis sanitaria provocada por
la COVID-19, por esta razon es de suma importancia el desarrollo de modelos matematicos
que sirvan para explicar de manera detallada el comportamiento de esta enfermedad en el
territorio nacional.

Este trabajo pretende ajustar un modelo epidemiolégico que mejor explique la dinamica de la
enfermedad COVID-19 en Honduras. Para eso se propone el modelo STRD (de sus siglas en
ingles Susceptible, Infected, Recovered, and Dead), la cual surge de adicionar la variable de
estado fallecidos D(t) al modelo inicial STR . Adicionalmente, se propone agregar la variable
de control asociada a la tasa de contagios, y optimizar el modelo en funcién dicha variable.
Reduciendo asi la alta variabilidad de los datos mejorando significativamente el ajuste del
modelo. Estos modelos fueron adaptados a Honduras tomando como base los datos oficiales
emitidos por la Secretaria de Salud de Honduras, con el fin de sentar bases cientificas para
el estudio de enfermedades contagiosas en Honduras usando sistemas de EDOs.

Objetivo general

El objetivo principal de este estudio es proponer un modelo epidemiolégico para analizar
el comportamiento de la pandemia en Honduras previo a la vacunacion, considerando las
limitaciones del sistema de salud y vigilancia epidemioldgica, y comparar su capacidad de
prediccién con el modelo SIR modificado. Ademés se busca optimizar las variables de control
6ptimo usando el Principio Mdaximo de Pontryagin, para disminuir los coeficientes de contagio
lo que implica la reduccion en de la cantidad de infectados.

Objetivos especificos

1. Calcular los parametros desconocidos de los modelos epidemiolégicos clasicos STR y
STRD usando los datos emitidos por la SESAL para determinar la variacién de dichos
parametros en cada semana epidemioldgica.

2. Generar predicciones confiables en cortos periodos de tiempo, a partir de las curvas
generadas por los modelos STRD Y SIR propuestos.

3. Comparar si el modelo propuesto en este trabajo se ajusta mejor que el modelo epi-
demiologico ST R modificado a los datos reales de la enfermedad COVID-19 en Honduras
desde el inicio de pandemia hasta que se implementaron las campanas de vacunacion
masiva.

4. Introducir variables de control u(¢) en modelos SIR y SIRD para analizar la dindmica
del coeficiente de contagio 5(t), que es responsable de la disminucién del nimero de
infectados.

5. Aplicar el Principio Maximo de Pontryagin, que permite encontrar los porcentajes de
cumplimiento 6ptimo para la variable de control u(t), que representa el cumplimiento
de las medidas de bioseguridad.



Alcance del trabajo

En este trabajo de tesis se presentan variantes de los modelos epidemiolégicos clasicos STR
y SIRD con modificaciones que permiten tomar en cuenta la calidad de los datos y la
variacién de una enfermedad contagiosa para intervalos de tiempo cortos llamados semanas
epidemioldgicas. Esta modificacion es importante debido a que los modelos clasicos no toman
en cuenta estos factores ya que sus parametros son constantes y no se consideran los cambios
que pueden ocurrir en el tiempo de duracién de una enfermedad contagiosa. Al considerar
estas limitaciones se tiene una idea real de la capacidad de prediccién que se puede alcan-
zar usando estos modelos. La metodologia propuesta considera funciones polinémicas de
bajo grado que permiten obtener expresiones simplificadas de la resolucién de los modelos
epidemioldgicos, utiles para predecir la cantidad de contagios.

Otro punto importante de este trabajo son las simulaciones al introducir la variables de con-
trol 6ptimo u(t), que modifican el coeficiente de contagio variable con respecto al tiempo
B(t), la optimizacién de estas simulaciones se logré aplicando el Principio Mdzimo de Pon-
tryagin en el modelo. Estas simulaciones sirven para comprobar el descenso del niimero de
contagios comparando las curvas de los modelos epidemioldgicos sin medidas de control y
usando variables de control.



Capitulo 2

Conceptos preliminares

El desarrollo de modelos matematicos que explican el comportamiento de la propagacion de
una enfermedad contagiosa comenzo6 a ser estudiado en 1906. W.H. Hamer propuso que la
propagacién de una enfermedad infecciosa depende de la cantidad de personas susceptibles
y de la cantidad de personas infectadas, el sugirié que debia existir una tasa de contagios, de
esta manera se formula el modelo por compartimientos, es importante decir que los modelos
epidemioldgicos por compartimientos no fueron hechos por matematicos, estos fueron desar-
rollados por Sir R.A. Ross quien fue un médico que estudio las enfermedades de transmisién
por vectores (malaria) y posteriormente por matematicos y epidemi6logos cémo W.H. Hamer,
A.G. McKendrick, y W.O. Kermack entre 1900 y 1935 Brauer| (2017)).

En 1927 fue desarrollado el primer modelo por compartimientos que describe la propagacién
de una enfermedad contagiosa, este modelo consta de tres compartimientos y es conocido
como modelo SR o modelo de Kermack-McKendrick Kermack and McKendrick| (1927). Este
modelo explica que en la propagacion de enfermedades la poblacion puede agruparse en tres
(3) compartimientos, las variables de estos compartimientos son funciones que dependen del
tiempo, el significado de ellas es el siguiente: S(t) poblacién susceptible a ser contagiada, I(t)
poblacién infectada y R(t) poblacién recuperada. Este modelo ain es usado para describir el
comportamiento de enfermedades infecciosas y es 1til para desarrollar modelos mas complejos
que consideren otras variables de interés desde el punto de vista epidemiolégico, ver Brauer
(2017).

2.1 Modelo SIR

El modelo STR fue el primer modelo epidemiolégico por compartimientos que son mutua-
mente excluyentes desarrollado para explicar la propagacion de una enfermedad contagiosa,
lo que implica que los individuos no pueden pertenecer a dos compartimientos a la vez, para
cualquier intervalo de tiempo ¢ > 0. El cambio neto de individuos en cada compartimiento
es el nimero de individuos que entra en un compartimiento menos el nimero de individuos
que sale del compartimiento durante un intervalo de tiempo. El modelo STR es un sistema
de EDOs no lineales de la forma:

dsS

— = —f3]
dt /6 S7
df

dR
AT

dt fy Y

En el sistema (22.1)): S=Susceptibles, I=Infectados y R=Recuperados, el sistema representado
en (2.1]) estd sujeto a las condiciones iniciales S(0) = Sy, 1(0) = Iy y R(0) = Ry. El sistema de



ecuaciones , representa el modelo basico que explica el comportamiento de la propagacion
de una enfermedad contagiosa, una ilustracién tipica de la dindmica del modelo se muestra
en la figura que representa el comportamiento grafico de las ecuaciones , cuando los
pardametros (3,) del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son constantes.
Esta figura es usada para comprender el comportamiento de las diferentes variables de estado
y sirve para explicar de forma didactica la interacciéon entre dichas variables.

Algunas limitantes del modelo son: no considerar el crecimiento demografico de la
poblacion de estudio, no considerar variables de estado adicionales que pueden tener impor-
tancia desde el punto de vista epidemiolégico por ejemplo: decesos, hospitalizados, poblacion
en cuidados intensivos, entre otras. Con respecto a los parametros, el modelo considera
que las tasas de contagio y de recuperacién son constantes. En la mayoria de las aplicaciones
epidemioldgicas, el comportamiento de una enfermedad contagiosa se estudia en diferentes pe-
riodos, generando variaciones de los parametros. Esta problematica se resuelve considerando
parametros variables, es decir modelar las tasas de contagio y recuperacion como funciones
dependientes del tiempo [5(t) v 7(f); En este trabajo a estos modelos con parametros vari-
ables se propone nombrarlos modelos SIR dindmicos, Hwang et al| (2021)). Modificaciones

- w108 SIR model
c
2 s| 1
(1]
= —
g R| |
a
1 1 \ 1 | 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350

Days
Figura 2.1: Grafico que describe el comportamiento del modelo STR. Las tres curvas representan la
dindmica de las sub-poblaciones (en millones) de susceptibles (azul), infectados (rojo) y recuperados
(amarillo) del modelo en funcién del niimero de dfas. Este gréfico fue adaptado de Disselhorst| (2021]).

mas comunes adicionadas al modelo basico STR son las relacionadas al cambio demografico
y generalmente la adicién de la variable decesos D(t). La teorfa de control 6ptimo permite
establecer un control de la dindmica del modelo mediante variables ex6genas, y que esto a su
vez se traslada en un efecto de control en el comportamiento de una enfermedad infecciosa.
La adicion de variables de control permite acortar el tiempo de duracién de una pandemia, la
cantidad de personas infectadas y minimizar el nimero de decesos. Las variables de control



pueden ser de naturaleza clinica (mayor cantidad de hospitales, vacunaciéon masiva, control de
enfermedades de base, etc.) o medidas no clinicas (distanciamiento social, lavado de manos,
uso de mascarillas, evitar aglomeraciones, etc.).

El sistema de ecuaciones ({2.2)) presenta una de las posibles modificaciones que puede tener
el modelo basico.

ds
& 31—l
B s -uys,
I
_it — B(1— WIS — AT, (2.2)
dR
2T
dt fy )

En este caso, la adicién de la variable de control u permite modificar el coeficiente de contagio
[ con el objetivo de disminuir la cantidad de personas, otra aplicacién puede ser implementar
la variable de control en el coeficiente de recuperacion +.

Con condiciones iniciales S(0) = Sy, 1(0) = Iy y R(0) = Ry. A la fecha de este estudio se han
propuesto una gran cantidad de modificaciones y variantes del modelo SIR baésico, algunos
ejemplos importantes son ML et al. (2021),Disselhorst, (2021);,Amiri Mehra et al.| (2020))/Zeb
et al.| (2020),Wickramaarachchi et al.| (2020)).

Otra modificaciéon importante del modelo STR es la que se plantea en Widyaningsih et al.
(2018) este trabajo explica el comportamiento de la tuberculosis (TB) como una enfermedad
infecciosa causada por Mycobacterium tuberculosis. La transmision de la TB puede ser re-
presentada por el modelo SIR, la enfermedad puede ser prevenida por medio de la vacunacion
de Bacillus Calmette-Geurin (BCG). Esta vacuna tiene una eficacia del 80%. Lo que indica
que esta medida de prevencién no provee proteccion total, por lo cual existe una probabilidad
de que una persona vacunada pueda ser susceptible a infectarse de TB. Ademas, la inves-
tigacion contempla que en el modelo STR los pacientes de TB pueden recaer nuevamente
en la enfermedad, los investigadores construyen el modelo STR modificado con pardmetros
adicionales de vacunacion, perdida de inmunidad y recaidas.

Si se habla de control éptimo usando el Principio Mdximo de Pontryagin aplicado al modelo
SIR los autores Ghosh et al.| (2019) en su trabajo implementan dos variables de control, la
primera es aplicada a la tasa de vacunacién para personas que pertenecen a la poblacion de
susceptibles S(t) asumiendo que una persona vacunada pasa directamente a la poblacién de
recuperados R(t), la segunda variable de control se aplica a las medidas clinicas para la recu-
peracion de los infectados. El problema de control éptimo para este trabajo de investigacion
es minimizar los costos generados que representan las poblaciones susceptibles S(t) e I(t) y
los costos generados por las campanas de vacunacion junto con los costos médicos necesarios
para que una persona infectada se recupere.

Otro ejemplo es el trabajo de |Trisilowati and Fitri (2017)) en el cual los investigadores aplican
el Principio Mdximo de Pontryagin sobre el modelo SIR el cual considera las tasas de
natalidad y mortalidad natural de las poblaciones, una de las variables de control u;(t) es
aplicada a la tasa de vacunacion y la segunda variable de control us(t) se aplica para disminuir
los valores del coeficiente de contagio 3, estas variables de control son usadas para minimizar



el costo que representa una persona contagiada, los gastos que representan las campanas de
vacunaciéon y las campanas para guardar distanciamiento entre las personas susceptibles y
las infectadas.

Para los propdsitos de este estudio se propone una variante del modelo STR que considera la
dindmica del nimero de decesos, y se agregan pardmetros de control u(t) para disminuir el
nivel de contagio modificando 5. Ademas se considera que todos los parametros del modelo
varian en funcién del tiempo, a este modelo se le denomina modelo STRD dindamico.

2.2 Modelos SEIR

El modelo SEIR es otro de los modelos basicos mas importantes, en este caso se modifica
el modelo basico STR. Este modelo contempla que un contagio comienza con la transmisién
del patogeno desde el portador a otro cuerpo, después que el patégeno invade el cuerpo
necesita evadir el sistema inmune para poder multiplicarse. Cuando el patégeno llega a una
cantidad elevada, comienza a atacar 6rganos especificos al causar el suficiente dano el portador
comienza a ser sintomatico y es capaz de transmitir el patégeno. Para algunas enfermedades
infecciosas los sintomas pueden aparecer después de que el portador se vuelve contagioso. El
periodo de tiempo desde que el nuevo portador se infecta hasta que manifiesta sintomas se
llama periodo latente. Durante el periodo latente un portador no muestra sintomas.

Para incorporar el periodo latente de una enfermedad contagiosa en un modelo, se necesita
realizar algunas suposiciones bésicas acerca del periodo latente de la enfermedad, a este tipo
de modelos se les conoce como modelos SEIR, que representan la forma mas simple para
dividir el compartimiento de infectados en dos partes: un compartimiento de enfermedad
latente £ y un compartimiento de infeccion I, se asume que el periodo de transferencia de F
a [ satisface una tasa proporcional que esta dada por eE a una tasa constante e.

dsS

— = —pIS

dt /B )

dE

— =pIS — ¢k,

df 5 7 '
5_8 — 4,

dR

Y §

dt r}/ )

sujeto a las condiciones iniciales S(0) = Sy, E(0) = Ey, 1(0) = Iy y R(0) = Ry. El sistema
de ecuaciones representa el modelo que incluye el periodo latente de enfermedad, y
Wintachai and Prathom| (2021); Tuteja (2020); Mallela| (2020); |Madubueze et al.| (2020);
Trawicki| (2017); Mwalili et al.| (2020); Fernandez-Martinez et al. (2021)) ilustran la utilidad
de estos modelos en el andlisis de datos de COVID-19.



2.3 Modelo SIRD Dinamico

Este trabajo se centra en modificar el modelo STR agregando la variable de estado fallecidos
representada por D(t), adicionalmente con el fin de explicar escenarios mas apegados a la
realidad y tomando en cuenta que los periodos de estudio de una pandemia se expresan
en semanas epidemiologicas, se hace necesario asumir que los parametros son variables con
respecto al tiempo e introducir la variable de control u(t) para disminuir el valor del coeficiente
de contagio.

% = B[ —u(t) IS,

% = B(t) [1 — u(®)] IS — [y(t) + p(t)] 1,

a (2.4)
a =y(t)1,

D w1,

sujeto a las condiciones iniciales S(0) = Sy, I(0) = Iy, R(0) = Ry y D(0) = Dy. Una de
las mayores dificultades que presenta este modelo es optimizar los parametros debido a que
estos son funciones dependientes del tiempo. Para hacer dicha optimizacién del sistema de
EDOs de forma objetiva se propone utilizar el principio Mdximo de Pontryagin. A
continuacion se muestran algunos trabajos de los modelos STRD dinamicos en aplicaciones
epidemiologicas.

En F et al.| (2021) los autores introducen la variable de estado “muertes”, el modelo contempla
que una persona recuperada puede ser infectada nuevamente, sin embargo, no toma en cuenta
el crecimiento demografico lo cual hace que todas las variables de estado sean constantes, el
modelo propuesto es un SIRD estocdstico, esta es otra modificacién del modelo y es usada para
calcular el nimero bésico de reproduccion mediante un modelo de multi-compartimientos,
aproximando la evolucién del modelo con una cadena de Markov a tiempos homogéneos.

El trabajo de investigacién Pe and Mengyu (2021)) hace predicciones del niimero de contagios
en 14 paises mediante un modelo SIRD, en este no se toman en cuenta datos demogréficos,
por esta razon la cantidad de las personas en cada variable de estado permanece constante.
El autor introduce la variable tiempo de retardo 7, para modelar el periodo de incubaciéon de
la enfermedad, donde la persona infectada no manifiesta ningin tipo de sintomas. Ademas,
el modelo considera que las tasas de recuperacién y muerte no son valores constantes y posi-
blemente sean funciones por partes, obteniendo proyecciones mas exactas de la enfermedad
a largo plazo.

En Hwang et al.| (2021) los autores proponen un modelo con pardmetros dependientes del
tiempo para el coeficiente de transmision ((t) y la cantidad de personas infectadas no de-
tectadas U(t), el modelo propuesto en este trabajo se denota como tSUC' y comprende las
variables de estado denominadas como: susceptibles S(t), infectados no identificados U(t) y
Confirmados C(t). Para comprobar la eficacia del modelo propuesto los autores de este tra-
bajo usaron datos reales de la enfermedad COVID-19 en el pais de Corea del Sur y mediante
estos datos verificaron que los coeficientes de transferencia son dependientes del tiempo.



Continuando con modelos STRD con parametros dependientes del tiempo, en el trabajo
de |Bousquet et al. (2022)) los autores explican el comportamiento de dos variables de estado
correspondientes a infectados I(t) y fallecidos D(t), en esta investigacion se plantea la necesi-
dad de considerar los parametros variables para comprobar que el modelo STRD clésico con
parametros constantes no considera los factores externos que causantes de cambios en el curso
de la COVID-19, los autores comprueban esta afirmacién cuando comparan las curvas que
genera el modelo STRD variable y el modelo STRD constante con respecto a los datos reales
para cuatro (4) paises, el resultado fue que el modelo STRD variable obtuvo el mejor ajuste
de datos.

Los autores Wacker and Schliiter| (2020)) se centran en resolver el problema de forma inversa los
modelos epidemioldgicos clasicos SIR y SIRD para despejar los coeficientes de transferencia,
estos son usados para explicar el comportamiento de la enfermedad contagiosa COVID-
19, los autores proponen resolver el modelo en tiempo discreto y tomar los coeficientes de
transmision, recuperacion y muerte como funciones dependientes del tiempo.

El trabajo de investigacion Aldila et al.| (2020) divide la poblacién en 7 categorias. En
este caso los autores formularon la manera de explicar como se descompone el coeficiente
de contagio segun interactian las poblaciones de infectados I(t) y susceptibles S(t) con
respecto al uso de mascarilla. Los investigadores toman en cuenta un factor asumido que
reduce la probabilidad de contagio en el caso que una persona susceptible use mascarilla y
la probabilidad de contagiar a otra persona en dado caso que un infectado use mascarilla
para evitar contagiar a un susceptible. La simulacion del principio Mdximo de Pontryagin
se hace para evaluar escenarios de la influencia de las variables de control en el descenso de
la poblacién de infectados.

Siguiendo con el Principto Mdzrimo de Pontryagin aplicado al modelo STRD en su inves-
tigacién los autores Bouhali et al.| (2021) plantean el uso de dos variables de control para
minimizar el nimero de fallecidos D(t), en este caso la primera variable de control éptimo
uq(t) se describe como la probabilidad de usar mascarilla, esta variable se aplica sobre el
coeficiente de contagio f3, la segunda variable de control us(t) es llamada tasa de deteccién,
el objetivo de las simulaciones en este caso es minimizar el costo de detecciéon y el ntimero
de decesos.

2.4 Matriz de préxima generacién

El nimero bésico de reproduccion es uno de los pardmetros mas importantes cuando se quiere
conocer la velocidad de contagio de una enfermedad, este factor de velocidad se denota como
Ry y es definido como “El niimero promedio de nuevos contagios en la poblacién susceptible
causados por un individuo durante el intervalo de tiempo que dura su fase contagiosa”.
Esta medida define la velocidad en que se puede propagar una enfermedad contagiosa. Por
ejemplo, una enfermedad contagiosa con un valor de Ry = 2, significa que una persona
infectada I(¢) en promedio puede infectar a dos (2) personas susceptibles S(¢); de manera
que entre mas elevado sea el valor de Ry la enfermedad se propaga mas rapido entre la
poblacion de susceptibles.



Los primeros resultados del valor de Ry proporcionan informaciéon determinante para saber
si la enfermedad contagiosa se puede propagar a toda una poblaciéon o por el contrario si los
contagios disminuiran en el tiempo. Numéricamente, existen criterios sobre Ry que definen
si una enfermedad contagiosa se convertird o no en una pandemia.

—
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L

Figura 2.2: Representacion grafica del caso Ry > 1, el grafico muestra la alta propagacién de
una enfermedad, en muy pocas iteraciones el nimero de infectados se multiplicé drasticamente.
Adaptado de |Eisenberg) (2020).

1. Ry < 1, la propagacion de la enfermedad es mas lenta que la recuperacion de las
personas infectadas, por esta razon la enfermedad no se propagara rapido y los contagios
disminuiran provocando la extincién de la enfermedad.

2. Ry > 1, la enfermedad se propaga de una manera muy rapida, el nimero de personas
contagiadas superan a las personas recuperadas, por ello la enfermedad tiene potencial
de propagarse a toda una poblaciéon provocando una epidemia, ver figura

Aplicado a lo que ocurre en realidad, el valor de Ry depende de muchas variables, algunas de
ellas son la ubicacion, la densidad poblacional, cantidad de pruebas, etc.

En la préactica es necesario calcular el valor Ry para un sistema de EDOs que representa el
comportamiento de una enfermedad contagiosa. [Diekmann et al.| (1990) propone el método
de la matriz de proxima generacién, y [Van den Driessche and Watmough (2002)) desarrolla
un algoritmo para calcular la matriz a partir de un sistema de EDO. En sintesis, los autores
proponen que un modelo epidemiolégico puede representarse por un sistema de n EDOs,
las cuales representan los n compartimientos en los que se divide la poblacion, a su vez la
poblacién se puede dividir en dos partes, los compartimientos de [1,2,...,m] corresponden
a las personas susceptibles o los que no portan el agente biologico y los compartimientos de
[m+1,m+ 2,...,n] que representan las ecuaciones de los infectados, por lo cual el conjunto
total puede expresarse de la siguiente manera:

X =[21,%2, ., Tony Tt 15 Tt 1y - - - > T-

El punto de Equilibrio Libre de Enfermedad (DFE, por sus siglas en inglés) en un sistema
de EDOs que describe el comportamiento de una enfermedad contagiosa se alcanza cuando
los subgrupos correspondientes a los infectados o portadores del agente biologico se reducen
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a cero. Si existe el DF'E indica que el sistema es estable en ese punto, el punto DFE se
representara en X de la siguiente manera:

XOI [.%171'2,...,%”“0,0,...,,O].

El sistema de FDOs de un modelo epidemiolégico se puede separar en dos subsistemas,
las ecuaciones que representan la poblacién infectada (nuevos contagios), se encuentran en
el conjunto de variables de estado [z, 41, Tma2, .- ., Ty] este subsistema de EDOs se puede
expresar de forma general como:

== Fi(X) = Vi(X),

donde:
1. F;(X), representa la aparicién de nuevos infectados en el compartimiento i.

2. V" (X), representa los flujos entrantes al compartimiento i por otro tipo de causas
(nacimientos, recuperacion, etc).

3. V7 (X), representa los flujos salientes del compartimiento ¢ un ejemplo puede ser mor-

talidad.

Se asume que F;(X) y V; € C? en Q C R" y F;(X) sean cero, para i € [1,2,...,m], y se
definen F' y V' como:
IFi(Xo) IVi(Xo)

=[5 -1 .

Debido a que se esta tratando con un sistema bioldgico la matriz generada por F' tiene
entradas no negativas y la matriz generada por V es no singular, ademas la matriz V! tiene
entradas no negativas, la matriz de proxima generacién se define como

A=FVh
La cual es una matriz no negativa y Ry se define como:
Ry = p(FV7Y),
donde p es el radio espectral de la matriz F'V 1.

El célculo de Ry depende directamente de la complejidad del modelo desarrollado y de los
parametros epidemiolégicos, los cuales son los coeficientes que acompanan a las variables de
estado.

El siguiente teorema define el valor umbral de Ry el cual determina el comportamiento del
modelo epidemioldgico, de igual manera indica cual es el valor del Ry calculado de la matriz
de proxima generacion.

Teorema 2.4.1 (Shone (2002)). Considere un modelo que explica la transmision de una
enfermedad contagiosa. Si existe el punto X el cual es el DFE del modelo, entonces X
es localmente asintoticamente estable si Ry < 1 y es inestable si Ry > 1 donde Ry se define
como p que es el radio espectral de la Matriz de proxima generacion.
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Para el calculo del nimero basico de reproduccion Ry es necesario desarrollar una serie de
pasos

1. Reagrupar el sistema de EDO en dos clases, una de ellos representara la clase de
poblacion infectada, la otra clase se refiere a la poblacién no infectada.

2. Separar la clase de la poblacion infectada y agrupar las ecuaciones correspondientes en

dos partes:
dX;
= F(X) = V;(X).
=t = Fi(X) - W(X)
En este caso
Vi(X) =V (X) =V (X). (2.6)

3. Obtener la matriz F; del primer término de la ecuacion detallada en el paso 2.

4. Obtener la segunda matriz V;(X) del segundo término de la ecuacién detallada en el
paso 2.

5. Calcular la matriz FV L.

6. Calcular los valores propios de la matriz F'V ! el valor propio de mayor valor serd Rj.

2.5 Principio Maximo de Pontryagin

En el problema bésico de control éptimo para ecuaciones diferenciales ordinarias se usa u(t)
como variable de control y z(t) como variable de estado. La variable de estado satisface la
ecuacion diferencial que depende de la variable de control:

7'(t) = f It x(t), y(1)]

A medida que la funcién control cambia, la solucion de la ecuacién diferencial cambia, de este
modo existe una relacién entre la variable de control y la variable de estado. El problema de
control 6ptimo consiste en encontrar una funcién continua por partes u(t) y una variable de
estado asociada x(t) para maximizar una funcién objetivo.

max / T X Uy, X(t) = g(t. X, 1), (2.7)

Sujeto a:
X(t()) = X(), X(tf) = libre.

Lo que se busca al resolver este tipo de problemas es encontrar la mejor ruta para las variables
de estado en un intervalo de tiempo [tg, tf]. Donde X(t) = [x1(t), x2(t), - - , zn(t)] es el vector
de la variable de estados del sistema, U(t) = [u1(t), ua(t), - ,u,(t)] corresponde al vector
de variables de control. La expresién X(t;) = libre significa que el valor de X(¢s) no estd
restringido. Para propdsito de este trabajo las funciones f(¢, X, U) y g(¢, X, U) son funciones
continuas y derivables. La técnica usada para el problema es resolver un conjunto de
condiciones necesarias que la variable de control 6ptimo y de estado deben satisfacer.
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De Lenhart and Workman (2007) y |Shone| (2002) se deducen las condiciones necesarias desa-
rrolladas por Pontryagin y sus colaboradores. Ellos introdujeron la idea de funciones adjuntas
a anadir a la ecuacion diferencial para minimizar o maximizar la funciéon objetivo. Las
funciones adjuntas tienen el mismo propésito que los multiplicadores de Lagrange en el calculo
multivariable, los cuales son anadidos a la funcién de condiciones para maximizar o minimizar
la funcién objetivo.

L / 78X (1), U0t + / 7 Al X (1), U(t) — X (0)dr,

to to

_ / Y80 X (1), U() + At X(1), U(1)) — AX'(0)]dt.

to

Se define la funcién Hamiltoniana
H(t, X (), U(t), A(t)) = £(t, X(t), U(t)) + A(t)g(t, X(t), U(t)).

Por lo tanto,

/tf [H(t, X(t), U(t), A(t)) — X)X (¢)]dt.

to

Usando integracion por partes el segundo término de la ecuacion:

- [aoxwa= [ Xwx@a - noxo)l.

to to

- [TAOX @t = [ X@X (00t MEXt5) - At X t0)

to to
Lo que permite expresar la funciéon £ como
Ly
L= / [H(E,X(1), U(t), A1) + N(O)X(8)]dt — [A(ty)X(tr) — Alto)X(to)].
to

Considerando el cambio de la variable de estado con respecto al cambio de la variable de
control, u(t) cambia a u(t) + Au(t) con respecto a la trayectoria de z(t) a z(t) + Ax(t), el
cambio en el Lagrangiano es:

AL = / [—d + a—/Hdu + de] dt — X(ty)dx"

B OH oH ., - .
0_/t0 {a du +(8X+A>dx}dt A(ty)dx"".

(2.8)

Por simplicidad para que se cumpla AL = 0, los coeficientes de la integral ([2.8)) deben ser
igual a cero estas son las condiciones necesarias:

i g—H = 0, condicién 6ptima.
u
i N = 687{ ecuaciéon adjunta.

iii A(tf) = 0, transversalidad.
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De la definicién del Hamiltoneano la ecuacion diferencial para la variable de estado se expresa:

x' = f(x(t),u(t)) = (69_7)_\[’ x(tg) = -

De la deduccién de las condiciones necesarias se enuncia el siguiente teorema:

Teorema 2.5.1. Si u*(t) y z*(t) son los dptimos para el problema entonces existe una
variable adjunta diferenciable por partes A(t) tal que,

H(t, 2 (1), ult), A1) < H(t, 2 (8), ' (1), A1)
Para todos los controles u*(t) en cada tiempo t donde el Hamiltoneano H es:

H(t, 2(1), u(t), A1) = fit, (), u(t)) + A(t)g(t, z(t), u(t))

OH(t, z*(t), u(t), A(t))

A/(t) = — aw )

X(ty) =0.

De la deduccién de las condiciones necesarias se tiene H, = 0 en u*(t) para cada tiempo
t. Es decir, el Hamiltoneano tiene un punto critico para la variable u en u*. Se enuncia el
siguiente teorema para la variable de control.

Teorema 2.5.2. Suponga que las funciones f(t,x(t),u(t)) y g(t,z(t),u(t)) son funciones
continuas y diferenciables en sus tres argumentos y concava en u. Suponga que u* es un
control optimo para el problema para una variable de estado asociada x* y una funcion
A diferenciable por partes con A(t) = 0 para todo t. Suponga que ty <t < ty.

0 = Hy(t, 2" (t), u"(t), A(t))
Entonces para todos los u y cada ty <t < ty, se tiene

Ho(t, 27 (1), ult), A1) < Hal(t, 2 (), u* (1), A1)

Una deduccién idéntica de las condiciones necesarias puede ser desarrollada cuando el prob-
lema es de minimizar una funciéon objetivo en lugar de maximizarla. En el caso del problema
de minimizar, se minimiza el Hamiltoneano y la inecuacién en el teorema cambia:

Hau(t, 2" (1), u(t), A(t) = Ha(t, 2" (), u™(2), A(t))

Se usa el criterio de la segunda derivada para determinar si el Principio Maximo de Pontryagin
es maximizar la funcién objetivo J o por el contrario si se trata de minimizar dicha funcién.
0*H
ou?

*
<0en u”,
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si el problema es maximizar la funciéon objetivo y

0*H
ou?

*
= 0enu”,

si el problema es minimizar la funciéon objetivo.

Se puede ver el problema de control 6ptimo como si se tuvieran dos incégnitas, u* y x* en el
inicio. Se introduce una variable adjunta A\ que tiene funciones similares a un multiplicador
de Lagrange. Estas variables adjuntas se anaden a la ecuacién diferencial para maximizar la
funcion objetivo. En las siguientes lineas se describe como esta teoria puede ser aplicada.

1.
2.

Construya el Hamiltoneano del problema.

Desarrolle las ecuaciones diferenciales de la variable adjunta, con su condicién de
transversalidad y la condiciéon 6ptima para la variable de control w. En este punto
se tienen 3 incognitas, u*, x* y .

Intente eliminar la variable v usando H, = 0, resolver u en términos de z* y A.

Resuelva las dos ecuaciones diferenciales para x* y A con las dos condiciones iniciales,
sustituyendo u* en las ecuaciones diferenciales con la expresion para el control 6ptimo
del paso anterior.

Después de encontrar el estado 6ptimo y el adjunto, resolver para el control éptimo.
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Capitulo 3

Modelo SIRD con variables de control dinamicas

En este capitulo se plantean las condiciones necesarias para desarrollar el modelo SIRD
dindmico. Los puntos de interés son el andlisis del sistema de FDOs y el calculo de coefi-
cientes de transferencia para hacer ajuste del modelo a los datos reales. Otro valor importante
que se considerd fue el nimero bésico de reproduccion Ry, el cual depende directamente de
los valores de los coeficientes de transferencia obtenidos de ajustar el modelo a los datos
reales.

Se desarrollé la capacidad de prediccion que tiene el modelo STRD dinamico. Para realizar
estas predicciones se usaron funciones polinémicas ajustadas a los datos del modelo después
del ajuste se generaron proyecciones de la cantidad de infectados para intervalos de tiempo
cortos. Finalmente, aplicando variables de control u(t) sobre los coeficientes de contagio ()
se implement¢ el Principio Maximo de Pontryagin para hacer simulaciones de los escenarios
donde se pudo aplicar en su momento la variable de control u(t) con el propésito de analizar
la influencia de esta variable en la disminucién de contagios.

El planteamiento y resultados del modelo STR dindmico se encuentran en los apéndices [A] y
[B], esto se debe a que este modelo se eligié como base para desarrollar el modelo final que se
presenta en este capitulo.

3.1 Ecuaciones gobernantes del modelo SIRD

El sistema de EDOs representa las ecuaciones gobernantes del modelo STRD dindmico,

as()  BWIMSE)

at N o7
dIt) _  BOIOS®) iy e
d]g(tt) N YO)I(t) — p(t)I(), (3.1)
T v(t) 1(t),
dD(t)

—= = u(t) I(¢t).
T N( ) ( )
Sumando las tres ecuaciones en 1)
dS(t drl(t dR(t dD(t

dt dt dt a (3:2)
Después de integrar ([3.2))
S(t)+ I(t)+ R(t) + D(t) = N, vt > 0. (3.3)

Donde N, es la constante de integracion, lo cual define que la poblacién es constante para
este modelo.
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3.2 Propiedades del Modelo SIRD

En los siguientes apartados se discuten las propiedades que el modelo epidemiolégico pro-
puesto en este capitulo debe cumplir para que los valores numéricos generados de resolver el
sistema de ' DOs no lineales tengan sentido fisico.

3.2.1 Sistema bien planteado

De [Trawicki (2017) en especifico para modelos epidemiolégicos un sistema bien planteado
tiene condiciones iniciales no negativas y las soluciones obtenidas de resolver dicho sistema
son no negativas, en particular para el modelo STRD las condiciones iniciales son Sy > 0,
In >0, Ry > 0y Dy > 0 esto implica que para t > 0 se tiene S(¢) >0, I(t) >0, R(t) >0y
D(t) > 0, esto se puede expresar de la siguiente forma:

{(S,I,R,D) e R*|S, > >0,Ry>0,Dy>0}.

Esta expresion dice que las soluciones del sistema de EDOs que describe el comportamiento
de una enfermedad contagiosa (S;, I;, R;, D;) € R* para Sy >0, [ >0, Ry > 0y Dy > 0.

Asumiendo S(t) = 0 para un tiempo t > t, donde I(t) > 0, R(t) > 0,

__BWIOSE)
o |

ds
dt

S=0

La expresién puede tener como valor minimo cero, esto implica que S(t) > 0 para ¢t > 0, con
I(t) > 0 para t > 0 serda decreciente.

Asumiendo I(t) = 0 para un tiempo t > ¢, donde S(t) > 0, R(t) > 0,

df
dt

I1=0

La expresién puede tener como valor minimo cero, para S(t) > 0 parat > 0 con I(t) > 0
para t > 0. Asumiendo R(t) = 0 para un tiempo t > ¢, donde S(t) > 0, I(t) > 0,

1),

La expresién siempre serd positiva para ¢t > 0, la constante v > 0 donde [(t) > 0 para ¢t > 0.
Asumiendo D(t) = 0 para un tiempo t > ¢y, donde S(t) > 0, I(t) > 0, se tiene que:

2 — 1),

La expresién siempre serd positiva para ¢t > 0, la constante u > 0 donde I(t) > 0 para t > 0.
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3.2.2 DMatriz de préoxima generacién

Para desarrollar este método se plantea nuevamente el modelo epidemiolégico STRD, esto es
necesario para hacer el célculo del niimero béasico de reproduccién:

ds(t)  BI()S(1)

dt N

dI(t)  BI{)S(t)

% =N —I(t) — pl(t), )
AR e

dt 7’7 )
)

El modelo planteado en se divide en dos grupos de ecuaciones. En el primer grupo se
reflejan los nuevos contagios y en el segundo grupo aparece la poblacién no infectada. El
grupo de ecuaciones donde aparecen las personas no infectadas se divide en este subsistema
de ecuaciones:

dt N
dﬁ—f) =7I(t),
dg—it) = pl(t)

El grupo de personas infectadas (nuevos contagios) tiene iinicamente esta ecuacion:

dI(t)  BI(t)S(1)
dt N

—I(t) = pl (). (3.5)

El siguiente paso es plantear la ecuacién (3.5) como:

di(t)  BIBS()
= R 1) - (1), 56

dX;
— F(X) = V:(X).
= Fi(X) - W(X)
En el caso de se tiene:
_ BI()S(1)
ViH(X) =0,

Para V;(z) de (2.6) y (3.6) se tiene:

Vi(X) = —=(=1(t) — pl(t) = 0),
Vi(X) = AL(t) + ul(t).
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Encontrando F'y V' y evaluando en el punto X, = (V,0,0,0):
p-[200] 2 (3105 _,

ox; | ol N
V= {%go)} = %(vf(t) +ul(t) =+ p, (3.7)

V= (v +m)h
La matriz de préxima generacion para el modelo STRD es:
FV=' =By +up)" (3.8)

En este caso la matriz de proxima generacién para el sistema (3.4)) es de 1 x 1, el nimero
basico de reproduccién Ry serd el valor propio més grande de:

_ 5 )
det(F V= ML) = [ —2— — A
ety o) (%Lu ’

I
v+

En la expresion (3.4)), los coeficientes de transferencia al igual que las variables de estado

son funciones dependientes del tiempo, por ello se generaliza el cdlculo de Ry para el modelo
SIRD,

- )
Vit i
donde 7 es el nimero de semanas epidemiolégicas en las cuales los coeficientes de transferencia

varfan dependiendo de la cantidad de nuevos infectados I(t), recuperados R(t) y fallecidos
D(t).

1=1,2,..n;

3.2.3 Puntos de equilibrio

De [Trawicki (2017) se enuncia el teorema:

Teorema 3.2.1 (Puntos de equilibrio). Para cada Ny > 0, hay dos posibles puntos de equi-
librio en una posible region T': El punto de Equilibrio Libre de Enfermedad Py (DFE, de sus
siglas en inglés) y el Punto de Equilibrio Endémico P* (EEP, de sus siglas en inglés).

e 5i Ry < 1 el punto de equilibrio libre de enfermedad en la region factible en T en el
punto Py y es globalmente estable.

e Si Ry > 1 entonces Py es inestable y tiene un unico punto de equilibrio P* y es global-
mente estable en I

Py es el punto donde las variables que representan nuevos contagios I(t) = 0, el cual se
evalua en todas las ecuaciones del sistema de EDO, para P* se evalian los puntos criticos
del sistema de EDO donde se obtiene un vector con las soluciones de equilibrio para todas
las variables I*(t) > 0.
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El andlisis del punto de equilibrio libre de enfermedad Py en el sistema de EDOs (3.1]) es
Py = (N,0,0,0),

(25} of [25% of

05 |(N0,00) 2T (nvo00) BIN000) 9Pl(n000)

of of of of

5_5 (N,0,0,0) 5_; (N,0,0,0) g_f (N,0,0,0) ;_5 (V00 | (3.9)
a5 (N,0,0,0) a1 (N,0,0,0) R (N,0,0,0) oD (N,0,0,0)

0 af 2] of.
_8_{;4 (N,0,0,0) a1 (N,0,0,0) 8_];% (N,0,0,0) oD (N,0,0,0)

Evaluando el punto P en la matriz Jacobiana (3.9)) y calculando los valores propios se genera
el polinomio caracteristico,

P() = -\ (ﬁ (1— (7“‘)) —A) — 0.

B

Los valores propios en este caso son A = 0 de multiplicidad 3 y A = j3 (1 — W;#), el

método de linealizacién para el modelo SIRD representado por el sistema de EDO en la
ecuaciéon (3.1)), no es concluyente para determinar si el modelo STRD es estable en F.

Para el analisis de estabilidad del sistema en el punto P, [Trawicki (2017) y Mahayana
et al. (2021) proponen la construcciéon de funciones de Lyapunov las cuales cumplen los
siguientes teoremas:

Teorema 3.2.2. Suponga que eziste una funcion V(x) tal que
1. V(z)20parax e U yV(x) =0 siy solo si x = 0.
2. V() <0 paraxecU.

El punto de equilibrio x = 0 es localmente estable.

Teorema 3.2.3. Suponga que eziste una funcion V(x) tal que
1. V(z) 20 parax € U yV(z) =0 siy solo siz =0
2. V(z)<0parax €U yV(x)=0 siysolosiz=0

El punto de equilibrio x = 0 es un punto asintoticamente estable.

Se elige la siguiente funcién de Lyaponov para probar la estabilidad del modelo STRD en el
punto (N, 0,0,0), esta funcién se plantea para que cumpla con los requisitos y en
este caso se elige una funcion Lyaponov que solo depende de las variables I(¢) y S(t) debido
a que en el modelo STRD las iltimas 2 ecuaciones no dependen de las primeras:

S? o I?

V(S =+ (3.10)
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Haciendo manipulaciones algebraicas se comprueba que la funcién de Lyaponov cumple
con los requisitos de los teoremas v[B23

(1) V(S,I)=0, S=0, I=0.

(2) V(S,I) >0, S>0, I>0.

(3) V(S,I) <0, S>0, I>0.

(4) V(S,1)=0, S§=0, I=0.

La afirmacién de esto se verifica en los siguientes calculos:

82 [2
V=88+1II,
o BIS B1S
V—S(—N>+[(N —fy]—p[), (3.11)

Y £ PR ER ) P

El primer término de la funcién de Lyapunov es negativo debido a que I > 0y S > 0, para
determinar si V(x) < 0 se hace el anélisis del segundo término.

S gl

Sea 1 = %, donde 0 < S < N, el valor maximo de z; es cuando S = N para un tiempo

t > 0, en este caso r1 = 1,
v

B+u
Para el caso del modelo STRD el valor de Ry es el cociente entre el coeficiente de contagio
sobre la suma del coeficiente de recuperaciéon y de muerte siendo Ry

Ry=
Yt
El método para calcular el Ry se explico en la seccién anterior. El segundo término de la

funcién de Lyaponov se puede expresar como:

(% - Rio) <0. (3.13)

La desigualdad en (3.13)) se cumple si Ry < 1, si esta condicién se cumple el modelo STRD es
asintéticamente estable estable en el punto Fy. Si Ry > 1 el modelo es inestable en el punto
F.

1<
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3.3 Ajuste modelo SIRD

En este apartado se identifican los parametros necesarios para poder explicar la propagacion
de una enfermedad contagiosa usando sistemas de EDOs. El modelo SIRD es un sistema
de EDOs no lineales, el comportamiento de estos modelos matematicos también depende de
los coeficientes que acompanan a las variables de estado. A pesar de que se han dado valores
tedricos para tiempos de incubacién y recuperacion, por mencionar algunos. En muchos casos
estos valores no se adaptan a lo reportado por los sistemas de salud. Se puede afirmar que
la identificacién y calculo de valores numéricos para los pardmetros de un sistema de £DOs
es un problema adicional cuando se habla de modelacién matematica.

Para el modelo STRD se usa el método de minimos cuadrados no lineales, en este caso
se identifican los parametros del modelo matematico, estos corresponden al coeficiente de
contagio 3, tasa de recuperacion vy y tasa de mortalidad por la enfermedad p. Lo que se tiene
es el siguiente vector de pardmetros 6 = [3, 7, u].

3.3.1 Algoritmo para calculo de coeficientes modelo SIRD

En esta seccion se presenta el algoritmo que calcula los coeficientes de transferencia del modelo
epidemiolégico STRD dindamico para el intervalo de tiempo que corresponde a una semana
epidemioldgica, el objetivo de este algoritmo es que los periodos de tiempo de 7 dias coincidan
con las fechas del calendario epidemiolégico que usa la SESAL. Para realizar este calculo se
utiliza el software libre GNU Octave en el que se implementé un algoritmo que combina
las funciones ode45 y Isqcurvefit, un calculo muy similar se encuentra en |Li (2018)). La

Algoritmo 1 Calculo coeficientes de ajuste modelo SIRD
Require: Iy; Ry; Dg; So; t > 0.
J 1 k< j+6; 1+ 1;
for ¢ < j : length(Sy) do
while & < length(Sy) do
ss < So(j:k); it < Io(j: k); rr <= R(j: k); dd < D(j : k); tt < t(j : k);
ato < [ss(i); @i(i); rr(i); dd(i)l;
xty <— pfit(4 : 7);
p0 < [0.18; 0.01; 0.01; xtol;
ypred + paramfunl(p0, tt);
pfit < lsqcurvefit(@Qparamfunl, p0, tt, [ss, i, rr, dd]);
b+ pfit(1); g < pfit(2); d + pfit(3);
Jk+1; k+ j+6; v(l) < byu(l) + g;
w(l) <= g; 1+ 1+ 1;
end while
end for
returnfv, u, wl;

funcion paramfunl es creada para almacenar el vector de pardmetros desconocidos p. Los
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Algoritmo 2 Funcién de estimacion de las predicciones: paramfunl

Require: p, tt.
N + 9904608;
b<p(1); g+ p(2); d < p(3);
xty < p(4:7);
[ @t y)[(=bxy(2)xy(1))./N; (bxy(1)xy(2))./N —g*xy(2) —d*y(2); gxy(2); d*y(2)];
[~, ypred] = oded5(f, tt, xty);
return [~ ypred];

elementos de este vector corresponden a los coeficientes de transferencia y las variables de
estado, f representa el modelo epidemiolégico STRD. La creacién de esta funcién anénima
sirve para resolver el sistema de EDOs usando la funcién ode45, esto permite asumir valores
para los parametros y las condiciones iniciales de las variables de estado para realizar el ajuste
de datos no lineal y obtener los valores numéricos de los parametros desconocidos.

Los datos generalmente se presentan de forma discreta por lo cual se eligen los saltos de
tiempo (At) de un dia. Para discretizar el sistema de EDO se usa el método de diferencias
finitas progresivas:

S[t +1] = S[1] + ‘ﬁ(k)ji[ﬂf[t],
I+ 1) = I + 5(’€)5]”V[t]l[t] T,

R[t +1] = R[t] + (k) I[t],
D[t + 1] = D[t] + u(k)I[t].

Para el ajuste del modelo STRD dinamico el periodo de tiempo que transcurrié desde que
inicié la pandemia hasta que se comenzé a vacunar la poblacién se divide en 6 intervalos,
la forma de seleccionar estos intervalos fue por el cambio de tendencia entre los datos reales
y los valores numéricos generados por el modelo STRD. Estas tendencias son influenciadas
por los coeficientes que acompanan las variables de estado.

3.3.2 Proyecciones con polinomios

En esta seccion se explica el desarrollo de ajustes con polinomios, estos son generados de los
datos obtenidos por resolver el modelo STRD dinamico, las funciones polinémicas son usadas
para hacer predicciones. Para generar las funciones de prediccién se eligieron polinomios de
grado 3 y un periodo de prediccién de 7 dias para todos los intervalos de andlisis. El ajuste
polinémico se realiza usando el método de minimos cuadrados lineales.

Al resolver el modelo STRD dindmico se generan los datos (t1,y1), (t2,y2), (ti, i)y -, (tn, Yn)s
donde t representa el tiempo, y € Ri son las variables de estado: S, I, Ry D, estos datos son
generados de cada intervalo de tiempo en los que se dividié la pandemia en Honduras previo
a la etapa de vacunacién. Usando ajustes con polinomios se recorta el intervalo de tiempo
para obtener los pares ordenados (t1,y1), (t2, Y2), (tis Yi) .-+, (tm, Ym) donde m < n. Después de
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recortar el intervalo de tiempo se calcula el polinomio de grado 3 que se ajusta a la curva
recortada que genera el modelo STRD dinamico. Esta funcién polinémica es usada para
predecir el nimero de infectados, para este objetivo la funcién se evalia hasta el tiempo t,,.

3.4 Optimizaciéon del modelo STRD usando el Principio Maximo
de Pontryagin

En esta seccion se investiga la influencia de implementar politicas de bioseguridad para dis-
minuir el nimero de infectados, estas politicas pueden ser: anuncios publicitarios, seguir
protocolos de bioseguridad, evaluaciones médicas, compra de mascarillas, mejora en los pro-
cedimientos de limpieza y desinfeccion de los ambientes de trabajo, entre otras. Todas en-
caminadas a reducir la tasa de contagios. En base a lo descrito se propone el siguiente modelo
con una variable de control dependiente del tiempo u(t).

3.4.1 Variable de control u(t) para disminuir tasa de contagios

La variable de control u(t) se aplica en el coeficiente de contagio 5(t) el cual cambia cada 7
dias, llegando a la expresién 5(t)(1 — u(t)), esta aplicacién de la variable de control se hace
en [Disselhorst| (2021). Para un coeficiente de contagio constante 3 llegando a la expresion
B(1 — u). Para entender el significado de la variable de control u(t) se analiza lo que sucede
en los extremos:

1. Cuando la variable de control toma el valor de u(t) = 0 significa que no se han aplicado
ninguna de las medidas de bioseguridad, lo que se tiene es el modelo original (3.1]).

2. Cuando la variable de control toma el valor de u(t) = 1 significa que se han cumplido
todas las medidas de bioseguridad y que no existiran nuevos contagios.

La variable de control u(t) aplicada al coeficiente de contagio (t), significa el porcentaje de
cumplimiento de dichas recomendaciones, un ejemplo para medir el cumplimiento de estas
recomendaciones pueden ser visitas a instituciones privadas y publicas para determinar si se
logran aplicar dichas recomendaciones, hacer estudios en vecindarios grandes o en rubros es-
pecificos como el sector transporte con el propdsito de determinar el impacto de las campanas
de prevencién impulsadas por el gobierno.

3.4.2 Modelo SIRD con medidas de control

El sistema EDOs que representa el modelo STRD dinamico incluyendo la variable de control
utilizada para disminuir el coeficiente de contagio que se propone en este trabajo se muestra
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a continuacion:

ds@) _ B —u@)It)S()

e N 7
T - AR =IO s wyrte) - ) 10),
& (3.14)
T = '7<t)]<t>7
dD(t)

a4 pu(t)I(t).

Se decide aplicar la variable de control sobre el coeficiente de contagio, debido a que las
medidas de bioseguridad recomendadas eran no clinicas, segin el cumplimiento de dichas
medidas se podia reducir la cantidad de contagios lo que se traduce a valores menores de

B(t).

3.4.3 Problema de control 6ptimo modelo SIRD

En este caso el problema del control éptimo tiene como objetivo minimizar el niimero de
personas infectadas I(t) y al mismo tiempo disminuir los costos por implementar medidas de
control, para esto se considera la siguiente funcién objetivo J.

J(u) = / T AL + But@)t, (3.15)

t1

Donde u(t) € L2([t;,ts]), A y B son constantes positivas llamadas factores de peso. Al
plantear ((3.15)) se busca minimizar la suma de estos dos costos, para ello es necesario encontrar
el valor de u*(t) que cumpla con:

J(u*) = min / YA + But()t (3.16)

t1
La funcién objetivo (3.16]) dice que se esta tomando el valor minimo con respecto a la variable
de control u(t) en el intervalo [t;,¢;] para u(t) € L*([t;,ts]). El primer componente de la
funcién objetivo AI(t) representa el costo relacionado a la existencia de personas contagiadas;

mientras que el segundo componente estd relacionado con el costo total de implementar
medidas de control para reducir el coeficiente de contagio.

Sujeto a las condiciones de restriccién del modelo epidemiolégico STRD, en (3.14)) se puede
plantear el Principio Maximo de Pontryagin. Este método convierte el problema que involucra

las variables de estado en ([3.14]), la funcién costo (3.15)) y el problema de minimizacién (3.16]),

en encontrar el valor minimo del Hamiltoniano H con respecto a la variable de control u. Se
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plantea el problema de optimizacién para el modelo STRD,

J(u*) = min /j%AI(t) + Bu?(t))dt,

Sujeto a:
ds(t) _ B~ u()I(t)S(t)
d%) B(H)(L - u(t%f(t)S(t) | (3.17)
= N — A (OI(t) — u()I(2),
R @)
dD(t)

T () I(t).

En el problema el lado derecho del sistema de EDOs que representan las condiciones
de restriccién son funciones continuas y derivables en R?, las condiciones iniciales t; de las
variables de estado (S;,I;, R;, D;) son conocidas y las condiciones para t; son libres. Las
expresiones ((t),v(t) y p(t) representan los pardmetros del sistema de ecuaciones que cam-
bian con respecto al tiempo y no estan sujetos al problema de optimizacién, 3,7 y p son
valores para un intervalo en particular [t;,t¢]. Las condiciones que debe cumplir la variable
u(t) se explicaron cuando se definié la funcién objetivo (3.15). Después de hacer todas es-
tas consideraciones se puede aplicar el Principio Mdzimo de Pontryagin al modelo SIRD
dindmico.

Al aplicar el Principio Maximo de Pontryagin para , el cual es equivalente a minimizar
el Hamiltoniado ver capitulo [2] seccién 2.5l En este caso se elige una variable de control
cuadratica para la funcién objetivo debido a que es la de uso més comun Disselhorst| (2021]),
Bouhali et al.| (2021), [Wickramaarachchi et al.| (2020).

’H(X,u, )\1, )\2, )\3, )\4,t) = Al —+ Bu2 + )\191 + )\2g2 + )\393 + )\4g4,
B —u)I(t)S(t)

g1 = — N )

o B0 uj)vm)su) ) = I (3.18)
g3 = vI(t),

ga = pl(t).

De la ecuacién (3.18) se desarrolla el sistema adjunto con condiciones de transversalidad
)\l(tf) = O, )\2(tf) = O, /\3(tf) =0 y )\4(tf) =0.

dv _ 0H _ p-wl | 1wl
d ~ as "' N N
d  0H Bl —u)S Bl —u)S
- o AthT Yy T
dds _ _0H _

dt  OR

i

dt 9D
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Para encontrar el valor 6ptimo de la variable de control se deriva el Hamiltoneano con respecto
a uft),

OH BIS BIS

[T e

IS IS

0=2uB + )\1% — )\2%,
. (A= A)BIS
2BN '

Donde el valor 6ptimo de la variable de control u*(¢) se encuentra entre:
i (A2 — A\)BILS
u*(t) = min [1, max (O, SBN . (3.19)

Después de encontrar el valor 6ptimo de la variable de control w*(¢) obtenidas de ({3.19)),
el modelo STRD dinamico se vuelve a ejecutar para obtener los valores donde se refleja la
disminucién de infectados.

ds*(t) B —w () I*(H)S"(t)

dt N ’
dre@t) _ s — w (@) I"()S* (1)

= = A OT (1) — (O (1),

0 _ i,

dt
DO _ iy,

dt

3.4.4 Generalizacién del modelo STRD optimizado

Las ecuaciones (3.18)), (3.4.3)) y (3.14)) optimizan un solo coeficiente, debido a que se considera
que los coeficientes de transferencia varian con respecto al tiempo, se hace necesario que la
variable de control u(t) cambie al mismo tiempo que los coeficientes de transferencia, el cual
es de 7 dias, por lo cual se debe aplicar el principio de Pontryagin para la variable de control
u(t) el mismo nimero de veces que cambian los coeficientes de transferencia para determinado
periodo de tiempo de la enfermedad.

d 7N YN
— = AN =
dt e
dAg

dt
dAy

dt

Para la variable de control u(t)

=0.

. a—M\)BIS

U,L-—W, 221,2,...771
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Donde i representa el cambio en los valores de los coeficientes de transferencia y la variable
de control u* para periodos de tiempo de siete (7) dias que corresponden a una (1) semana
epidemioldgica.
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Capitulo 4

Modelacion Dinamica del COVID-19 en Honduras

4.1

Recopilacion de datos a modelar

Los datos para realizar este trabajo de tesis fueron proporcionados por la Unidad de Epidemio-
logia del Comité Permanente de Contingencias (COPECO), esta dependencia institucional
proporcioné los datos de morbilidad COVID-19 desde el 15 de Marzo del ano 2020 fecha en
que oficialmente inicié la pandemia, hasta el 08 Noviembre del ano 2021. Los datos pro-
porcionados por la unidad de epidemiologia corresponden a los infectados, recuperados y
fallecidos, donde los casos confirmados de COVID-19 ascendia a 372,731 personas infectadas.
Para tener un panorama claro y hacer un punto de separacion pre y post vacuna se realizo el
trabajo de separar los datos desde la fecha oficial de inicio de pandemia hasta el primer dia
que se comenzo a inocular a la poblacion que corresponde al 25 de febrero del ano 2021.

4.1.1 Consideraciones generales

1.

La poblacion es distribuida de manera homogénea donde los contactos entre individuos
susceptibles y contagiados ocurre de forma aleatoria.

. Los contactos entre los individuos que pertenecen a los mismos compartimientos no son

tomados en cuenta, debido a que no resulta un nuevo caso de contagio.

. La transferencia de individuos de un compartimiento a otro depende de los coeficientes

epidemioldgicos que acompanan a las variables de estado, estos pueden ser constantes
o en su defecto variables a través del tiempo.

. El intervalo de tiempo usado para analizar el comportamiento del modelo tendra du-

racién de una semana, este intervalo se elige de esta manera debido a que los boletines
epidemioldgicos fueron emitidos una vez por semana.

. El célculo de los coeficientes de transferencia depende directamente de los datos oficiales

emitidos por la SESAL.

. El modelo no considera las tasas de natalidad y mortalidad natural.

Segun lo mostrado en la figura el comportamiento de las variables de estado es
erratico, por esta razén se debe hacer el ajuste del modelo STRD a los datos reales, la
capacidad de prediccién y las simulaciones del Principio Maximo de Pontryagin usando
la variable de control u(t) se trabajard con la suma acumulada de las variables de
estado.

Por el comportamiento de la pandemia en Honduras, la cantidad de casos positivos confir-
mados, las medidas tomadas por el sistema de salud y los boletines epidemioldgicos. Los
coeficientes de transferencia se deben considerar como funciones dependientes del tiempo.
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Figura 4.1: Graficos que muestran el comportamiento diario de la pandemia para las variables
de epidemioldgicas de infectados I(t) (rojo), recuperados R(t) y fallecidos D(t). En esta figura
se muestra que el comportamiento de las variables de estado es erratico para todo el intervalo de

tiempo de anélisis

El intervalo de tiempo para reportar los casos de infectados y recuperados es de 1 dia, en
cambio los coeficientes de transferencia cambian cada 7 dias, este periodo representa una
semana epidemioldgica. Por esto se considera lo siguiente:

e Tasa de contagio, recuperacién y deceso por el comportamiento de la pandemia en
Honduras son funciones dependientes del tiempo £(t), v(t) y u(t) respectivamente.

Debido al comportamiento de los coeficientes epidemiolégicos, el modelo no permite que
exista transferencia constante entre los diferentes compartimientos.
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4.2 Formulaciéon modelo SIRD

Durante el desarrollo de una enfermedad contagiosa la poblacién se puede dividir en varios
compartimientos, adicionalmente al modelo STR que divide la poblaciéon en tres categorias
(Susceptibles, Infectados y Recuperados). El modelo SIRD adiciona la nueva variable de
fallecidos D(t), esta variable es definida como las personas que no superan la enfermedad
y pierden la vida. Con la adicién de esta nueva variable a diferencia del modelo SIR el
cual considera los recuperados como las personas que no son contagiosas incluyendo a los
fallecidos se separan estos grupos, por esta razon se puede explicar con mayor detalle el
comportamiento de una enfermedad contagiosa. Las variables que considera este modelo
son:

1. Susceptibles S(t): poblacién que no ha sido infectada en cualquier intervalo de tiempo
t > 0, las personas en este compartimiento pueden contraer la enfermedad si tienen
contacto con un individuo infectado. En condiciones normales se espera que el niimero
de susceptibles disminuya durante el tiempo de la enfermedad.

2. Infectados I(t): es el nimero de infectados que tiene potencial para infectar a otros en
cualquier intervalo de tiempo ¢ > 0, el comportamiento de esta variable es creciente
hasta un tiempo ¢, luego comienza a disminuir a medida que la poblacién susceptible
S(t) disminuye.

3. Recuperados R(t): es el nimero de individuos que salen del compartimiento I(t) estos
pueden ser porque han superado la enfermedad.

4. Fallecidos D(t): es el nimero de individuos que salen del compartimiento I(t) en este
caso las personas que no han podido superar la enfermedad y fallecen.

5. Poblacién total N(t): suma de la poblacién de los compartimientos,

N(t) = S(t)+ I(t) + R(t) + D(¢).

4.3 Capacidad de predicciéon modelo SIRD

Luego de realizar el ajuste del modelo STRD dinamico a los datos reales, se hicieron experi-
mentos para determinar la capacidad que este tiene para hacer predicciones estas predicciones
se hicieron tomando en cuenta el comportamiento de la pandemia en Honduras. El intervalo
de tiempo de prediccion depende de la calidad de datos que emiten los sistemas de salud,
complejidad del modelo y el error aceptado que permite decidir si una prediccion es util. El
comportamiento de una enfermedad contagiosa es complejo, por esta razén predecir la can-
tidad de infectados o de cualquier otra variable de interés epidemiolégico para un intervalo
de tiempo extendido no es recomendable.
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4.4 Simulacién modelo STRD usando control 6ptimo

Para hacer la simulacién del modelo STRD usando control éptimo se usan las condiciones
iniciales para las variables de estado S(0), 1(0), R(0) y D(0) y los coeficientes de transferencia
variables con respecto al tiempo B(t), v(t) y u(t) para cada una de las etapas en las que se
divide el anélisis del comportamiento de la enfermedad COVID-19.

En las simulaciones se asignaron valores arbitrarios a los factores de peso, con el propdsito
de recrear posibles escenarios de la influencia que pudo tener la variable de control en la
disminucién de contagios. Para dar consistencia al problema de optimizacion se explican las
unidades fisicas que tienen los factores de peso para el problema de optimizacion:

t
J(u*) = min/ f(AI(t) + Bu?(t))dt. (4.1)
t1

La funcién objetivo del problema de control é6ptimo planteado en es minimizar los costos
que representan los infectados y la implementacion de las medidas de control, los valores de
los factores de peso se eligen de forma arbitraria, éstos deben tener unidades congruentes
para que el problema tenga consistencia fisica, el andlisis de unidades para los factores de
peso se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 4.1: Factores de peso modelo SIRD

Parametro Unidades
A Dinero - Infectados™*
B Dinero
I(t) Infectados
u(t) Adimensional

4.5 Resultados y analisis modelo STRD

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos de resolver el modelo SIRD dinamico,
estos se presentan en graficos los cuales son: de ajuste, de predicciéon usando funciones
polindémicas y de simulacién del Principio Mdzimo de Pontryagin. Como soporte a la infor-
macién grafica se presentan las siguientes tablas las cuales son: de estimacién de errores de
ajuste y de predicciéon. Adicionalmente se presenta la tabla del porcentaje de disminucién de
infectados haciendo las simulaciones optimizando las variables de control.

La figura muestra el ajuste del modelo STRD sin variable de control para explicar el
comportamiento del COVID-19 en Honduras dividido en 6 etapas, la ultima etapa finaliza
cuando se implementan las campanas de vacunacién como medidas de control.

Los intervalos de tiempo méds cortos se presentan en los gréficos (a) y (b) donde el modelo
presenta dificultades en su ajuste. Sin embargo, los graficos (c), (d), (e) y (f) que presentan
mayor cantidad de infectados, muestran mejores ajustes debido a que comprenden intervalos
de tiempo més prolongados, en estos casos se puede observar que la curva generada por el
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Figura 4.2: Ajuste de modelos STRD sin control éptimo. Cada grafico muestra el ajuste generado
por el modelo SIRD dindmico (verde) con respecto a los datos reales (azul), en diferentes intervalos
de tiempos. Los gréficos superiores muestran intervalos de veinte dias, mientras que los gréficos
inferiores muestran intervalos de hasta mas de cien dias.

modelo STRD dindmico presenta buenos ajustes a la curva de los datos reales, siendo el
intervalo de tiempo més extenso el presentado en la figura (¢) que abarca desde el dia 50 al

182.

La figura brinda el panorama general del comportamiento de la COVID-19 en Honduras
previo a implementar campanas de vacunaciéon masiva. En esta figura se muestra el grafico
de las tres variables de estado que comprende el modelo STRD dindamico. El modelo STRD
clasico considera coeficientes de transferencia constantes para periodos de tiempo prolonga-
dos, pero este tipo de escenarios no son realistas en la mayoria de las aplicaciones. Para
obtener un modelo que se ajuste a la calidad de los datos y limitaciones del sistema de vigi-
lancia, se modificé el modelo inicial con coeficientes de transferencia variables en el tiempo.
Estas modificaciones se ajustan mejor a los datos reales y explican de forma mas detallada
el comportamiento de una enfermedad contagiosa, esto se observa en los resultados de la
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Figura 4.3: Comportamiento modelo STRD. Se muestra el comportamiento del modelo para los
infectados I(t), recuperados R(t) y decesos D(t) de los seis intervalos andlisis en los que se dividi6
la pandemia previo a las campanas masivas de vacunacion.

figura[4.2]y [4.3

La figura presentan los resultados de los ajustes polinémicos usando los datos generados
por el modelo STRD para hacer predicciones. El intervalo de tiempo de analisis del modelo
SITRD dindmico se recortd, luego se tomaron los datos generados de resolver el modelo,
después se hizo ajuste con polinomios para hacer predicciones evaluando la funcién en todo
el intervalo de analisis. Las subfiguras (a) y (b) de 4.4 muestran que la funcién de prediccién
tiene tendencia similar a los datos reales, comparando estas dos curvas se observa que las
predicciones pueden ser aceptables solamente para pequenos intervalos de tiempo. Mientras
que las subfiguras (c), (d), (e) y (f) de corresponden a los intervalos de andlisis mas
extensos, en estas graficas se observa que a pesar de que se tienen mejoras en la calidad de
los datos, no se pueden hacer predicciones aceptables para intervalos de tiempo extensos.

Tabla 4.2: Errores de ajuste y prediccién a siete dias del modelo STRD dindmico
Dias de analisis FError de ajuste Error de prediccién

01 al 21 14.05% 27.82%
22 al 49 7.22% 14.48%
50 al 182 2.57T% 2.5T%
183 al 217 0.19% 0.63%
218 al 287 0.72% 1.47%
288 al 348 0.98% 2.80%

La tabla presenta en forma porcentual, los errores promedio de ajuste que genera el
modelo STRD dinamico, la tercera columna de la tabla muestra los errores al predecir los
siete dias préximos a los dias de andlisis. Esta tabla comprueba lo observado en la figura 4.2
en la cual el nivel de dificultad para hacer ajustes incrementa cuando se tiene baja calidad
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Figura 4.4: Predicciones del modelo STRD usando polinomios. Cada grafico describe la capacidad

de prediccion del modelo STRD dinamico, que muestra el ajuste de datos usando el modelo STRD
dindmico (negro), los datos reales (verde) y las funciones de prediccién (rojo).

de datos generando que estos errores aumenten.

El intervalo de tiempo de andlisis més largo es del dia 50 al 182 este presenta un error de
ajuste de 2.57%. Segun se refleja en la tabla el modelo STRD se adapta a los datos de forma
més rapida que el modelo STR debido a que este ultimo comienza a mostrar mejores ajustes
en la cuarta etapa como se puede ver en el apéndice [B] figura[B.I] mientras que en el modelo
STRD se logran estos resultados en la tercera etapa. El error de ajuste mas bajo se presenta
en el intervalo de tiempo que comprende los dias 183 al 217 con 0.19%, en esta etapa de la
pandemia se reporta mayor cantidad de infectados.

En la figura [£.4] y la tabla se muestran los resultados de la capacidad de prediccién
del modelo méas complejo desarrollado en este trabajo el cual corresponde al modelo STRD
dindmico. A pesar de que este ultimo modelo es mas complejo que el inicial, no hubo
mejoria en las predicciones en largos intervalos de tiempo, y esto se debe al comportamiento
erratico que tiene toda enfermedad contagiosa. Esto se sustenta mediante el experimento de
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la capacidad de prediccion del modelo STRD dindmico, en esta experiencia se fijan los dias
de prediccion y eligiendo polinomios de grado 3 para comparar los errores de cada intervalo
de tiempo.

El mayor error se encuentra en la primera etapa de andlisis con un valor de 27.82%, los errores
de mayor tamano se presentan en las dos primeras etapas de analisis, el valor méas importante
de la tabla es el tamano de los errores, estos son influenciados por la calidad de los datos.
En la tercera y cuarta etapa de analisis los errores de prediccién disminuyen, en estas etapas
se detectaron mayor cantidad de infectados, esto se refleja en los errores de prediccion que
tienen valores de 2.57% y 0.63% respectivamente, sin embargo, a pesar de que los errores
disminuyen solamente se logran hacer predicciones aceptables para un maximo de siete dias
en ambas etapas.

Las ultimas dos etapas presentan similar comportamiento reportando errores bajos, sin em-
bargo, no es posible hacer predicciones aceptables para periodos de tiempo extendidos. Con
la interpretacion de estos resultados se puede afirmar que, aunque se desarrollé el modelo
STRD dinamico no permite generar predicciones aceptables para intervalos de tiempo prolon-
gados, estos resultados sugieren la maxima de cantidad de dias de prediccion correspondiente
una semana epidemiolégica que son 7 dias.

La figura [4.5 presenta los resultados de hacer simulaciones para el control de la tasa de
contagio usando el Principio Mdximo de Pontryagin (PMP) para el modelo STRD. Debido
a la baja cantidad de contagios que se reportaron en las primeras dos etapas de andlisis
presentadas en las subfiguras (a) y (b), en los primeros dias de simulacién no se observan
diferencias marcadas entre las curvas del modelo STRD dindmico sin control éptimo y la
curva generada por la simulacién del modelo STRD dindmico con control 6ptimo. En este
caso la influencia de la calidad de datos es un factor importante para observar las diferencias
graficas que genera la variable de control u(t) en la disminucién de infectados.

Para las dltimas etapas de simulacién correspondientes a las subfiguras (c), (d), (e) y (f), la
influencia de la variable de control u(t) se nota desde los primeros dias, debido a que en las
subfiguras corresponden a las etapas de analisis en los cuales se reportan mayor cantidad de
contagios.

Tabla 4.3: Disminucién de infectados SIRD
Dias de andlisis % de cumplimiento Disminucién porcentual de infectados

1al21 43.22% 39.71%
22 al 49 56.15% 30.04%
50 al 182 12.6% 47.04%

183 al 217 53.81% 16.84%
218 al 287 46.44% 13.41%
288 al 348 48.67% 9.71%

En la tabla se muestra el porcentaje de cumplimiento de las medidas de bioseguridad,
estos porcentajes son los valores numéricos de la variable de control u(t). Los valores de la
variable de control u(t) se ven influenciados por el valor arbitrario del factor de peso asignado
para hacer las simulaciones. Adicional al porcentaje global de cumplimiento, se muestra la
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Figura 4.5: Modelo SIR con control 6ptimo. Cada grafico muestra el ajuste de datos del modelo
SIRD (verde), los datos reales (azul) y las simulaciones (rojo).

disminucién porcentual de infectados, el cual es la diferencia entre los valores del modelo
STRD dindmico y el modelo STRD al utilizar la variable del control.

La mayor disminucién de infectados se presenta en el intervalo de dias del 50 al 182 con un
porcentaje de cumplimiento 12% y una disminucién porcentual de 47.04%, el segundo valor
mayor de reduccion de infectados corresponde a los dias 1 al 21 con un valor de 39.71% con
un porcentaje de cumplimiento del 43.22%, en este caso el valor de disminucién a pesar de ser
alto, no es representativo debido a que para ese intervalo de tiempo la cantidad de infectados

presenta valores bajos.

La tabla muestra los valores simulados del ntimero bésico de reproduccion R, para el
modelo STRD dindmico sin optimizar y con la influencia de la variable de control u(t). Este
parametro determina la velocidad de propagacion de una enfermedad contagiosa, como se
observa en los valores de R de la tabla en algunas semanas existe una reduccion significativa

de este parametro.
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Tabla 4.4: Cuadro comparativo entre los valores de Ry modelo SIRD

Semanas

Ro SIRD Ry SIRD Optimizado Semanas Ry SIRD Ry SIRD Optimizado

1

12.3338 4.7423 25 1.8044 0.7544
44.3887 22.8291 26 1.6762 0.7456
3.2689 1.8136 27 2.2947 1.0606
4.0332 1.5637 28 2.2929 1.143
5.9719 1.7761 29 2.1826 1.0603
7.4944 4.7206 30 2.3257 1.0117
7.0552 5.6957 31 2.7646 1.301
8.8655 6.6917 32 1.8381 1.0486
11.8636 10.2247 33 2.4733 1.4043
5.3315 4.7679 34 1.8105 1.1566
10.7583 8.7761 35 3.1225 1.7798
11.1913 8.9645 36 2.7841 1.4861
8.2881 6.8131 37 2.517 1.3587
8.5497 7.2862 38 1.8306 0.9312
7.5433 6.9112 39 2.284 1.1911
7.2372 6.5263 40 6.3004 3.5994
4.4601 4.0781 41 8.2582 4.6651
3.7447 3.5267 42 6.1134 3.1135
5.8578 5.5452 43 15.3318 7.9266
4.2969 4.1532 44 11.8694 6.0154
3.8796 3.6989 45 6.1484 2.7385
3.5975 3.3637 46 4.0155 2.0029
2.3677 2.2258 47 3.9643 1.954
1.5306 1.4546 48 — —

50
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Figura 4.6: Valores de Ry Modelo STRD optimizado y sin optimizar
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La figura muestra el comportamiento grafico del niimero bésico de reproduccién Ry,
usando los datos de la tabla (4.4l

Cumplimiento de las didas de control
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Figura 4.7: Simulacién del Principio Maximo de Pontryagin, en esta figura se muestra la influencia
de los factores de peso en la variable de control u(t) la cual refleja los niveles de cumplimiento
de las medidas de bioseguridad. En esta grafica se muestra el modelo STRD con porcentajes de
cumplimiento de las medidas de bioseguridad que van desde u(t) = 0 (negro) u(t) = 28% (azul),

u(t) = 29% (rojo), u(t) = 30% (verde) y u(t) = 32% (morado).

En la figura se analiza la influencia del factor de peso B en la variable de control u(t)
para un intervalo de tiempo 21 dias, en este caso la simulacién mantiene los coeficientes de
transferencia |3, 7y, p] con valores constantes. La variable de control éptimo se define como el
porcentaje de cumplimiento promedio para los 21 dias de andlisis. En la tabla se refleja

Tabla 4.5: Porcentajes de cumplimiento
Porcentaje de cumplimiento Disminucion porcentual de infectados

32% 40.22%
30% 38.02%
29% 36.07%
28% 34.15%

la reduccién porcentual de infectados segun los diferentes niveles de cumplimiento promedio
de las medidas de bioseguridad. Se eligié un intervalo de tiempo mas extenso para observar
de forma clara la influencia de los factores de peso en los valores de la variable de control
éptimo u(t) asumiendo que los coeficientes de transferencia permanecen constantes para este
analisis.

4.6 Comparaciéon modelo STRD dindmico y modelo SR dindmico

El ajuste de curvas a los datos reales de Infectados I(t), Recuperados R(t) y Fallecidos
D(t) previo a implementar campanas masivas de vacunacién va desde el 15 de Marzo del
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ano 2020 hasta el 25 de Febrero del ano 2021. Debido al comportamiento erratico de la
enfermedad contagiosa no fue posible ajustar los dos modelos de manera satisfactoria en un
solo intervalo de tiempo. Por esta razén se generaron intervalos de andlisis mas cortos, sin
embargo, el modelo STRD dindmico logra ajustar todo el periodo de tiempo desde inicio
de pandemia hasta vacunacién en 6 intervalos presentando mejores ajustes en los intervalos
donde existia mala calidad de datos adicionalmente este modelo presenta intervalos de ajuste

mas prolongados.

El modelo STR dindamico realizo el periodo de ajuste en siete intervalos de anélisis como se
puede ver en el apéndice [B] figura y tabla a diferencia del modelo STRD dinamico,

en los intervalos de andlisis con menor calidad de datos el modelo STR dindmico presentd
mayor dificultad para realizar ajustes. Otra ventaja que tiene el ajuste del modelo SIRD
dindmico es la separacion que hace entre las variables Recuperados R(t) y Fallecidos D(t)
por esta razon este modelo presenta un panorama mas detallado del comportamiento de la

enfermedad contagiosa.

Tabla 4.6: Comparacion de errores de ajuste entre Modelos SIRD y SIR
Dias de andlisis SIRD Errores de ajuste Dias de andlisis SIR FErrores de ajuste

1al21 14.05% 1 al 28 21.61%

22 al 49 7.22% 29 al 42 8.68%

50 al 182 2.57% 43 al 70 10.24%

183 al 217 0.19% 71 al 112 6.90%

218 al 287 0.72% 113 al 168 0.67%

288 al 348 0.98% 169 al 287 1.19%

— — 288 al 348 0.31%

Error promedio STRD 4.29% Error Promedio STR 7.09%

La tabla muestra los errores de ajuste para los modelos propuestos en este trabajo. Se
observa disminucién de los errores de ajuste en ambos modelos cuando mejora la calidad de
los datos, sin embargo, el error total promedio para el modelo STRD es el que tiene el valor
méas bajo, en esta comparacion los errores de ajuste para las etapas en las que se reportan
menos casos son menores en comparacién con los del modelo STR dinamico.

La capacidad de prediccién para ambos modelos se realizé usando polinomios de tercer grado
haciendo proyecciones para siete dias, este intervalo de tiempo se eligié debido al compor-
tamiento erratico de la enfermedad contagiosa los resultados del modelo STR dinamico se
pueden ver en el apéndice [B] figura [B.3] El objetivo de establecer las mismas condiciones en
los dos modelos fue para comparar sus errores de prediccion, en esta experiencia los errores
de prediccion del modelo STRD dindmico son menores.
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Tabla 4.7: Comparacién de errores de prediccion entre Modelos SIRD y SIR
Dias de analisis SITRD Errores de prediccion Dias de analisis SIR Errores de prediccion

1al 21 27.82% 1 al 28 51.55%

22 al 49 14.48% 29 al 42 18.16%

50 al 182 2.57% 43 al 70 1.79%

183 al 217 0.63% 71 al 112 8.28%

218 al 287 1.47% 113 al 168 4.54%

288 al 348 2.80% 169 al 287 3.12%

— — 288 al 348 2.80%
Error promedio STRD 8.2950% Error promedio STR 12.891%

La tabla [4.7] muestra los intervalos de andlisis y los errores de prediccién para los modelos
propuestos en este trabajo. Se observa disminucion de los errores de prediccion en ambos
modelos cuando mejora la calidad de los datos, sin embargo, al comparar los errores promedio,
el modelo STRD dinamico es el que presenta el menor valor por esta razon es preferible usar
este modelo para realizar predicciones mas acertadas.

En las simulaciones el modelo STRD presenta escenarios mas detallados del comportamiento
de la enfermedad contagiosa por esta razon es mas apegado a la realidad, tomando en cuenta
este factor, es preferible hacer simulaciones usando el modelo STRD dinamico sobre el modelo

STR dindmico.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

Conclusiones

El comportamiento de una enfermedad contagiosa resulta dificil de predecir debido a las
altas variaciones de los datos entre cortos periodos de tiempo. Por esta razon la vigilancia
epidemiolégica de una enfermedad contagiosa se divide en intervalos de siete dias deno-
minados como semana epidemioldgica. Al plantear modelos de ajuste mediante sistemas de
EDOs y extrapolacién mediante polinomios en cortos periodos de tiempo, se logré obtener
predicciones para una semana epidemioldgica con niveles de error aceptables.

Para hacer predicciones confiables con los modelos STRD, se aprovecha la versatilidad que
tienen los polinomios para simplificar modelos en expresiones algebraicas sencillas. Para eso se
ajusté la curva generada por el modelo STRD mediante un polinomio de tercer grado y luego
se extrapolan para obtener predicciones para los proximos siete dias. Esta metodologia provee
herramientas que pueden ser utilizadas por el personal de salud para realizar proyecciones
confiables de la siguiente semana epidemiolégica de forma sencilla.

A pesar de que la literatura brinda valores para los diferentes coeficientes de transferencia,
se recomienda calcular el valor numérico de estos usando los datos emitidos por los sistemas
de salud de cada pais o region mediante el método de minimos cuadrados no lineales. Los
experimentos de este trabajo de tesis muestran que la necesidad de usar este método se debe a
que los coeficientes de transferencia no son constantes, dependen de muchos factores externos
y a las mediciones semanales del comportamiento de la enfermedad.

Al comparar el desempeno del modelo propuesto SIRD con su contra parte mas sencilla
STR, se pudo notar que el modelo propuesto presenta mejores ajustes. Pese que la cantidad
de informacion necesaria para ajustar el modelo propuesto SIRD es mayor que su contra-
parte més sencilla, los errores de prediccién en general son menores. Los errores de prediccion
minimos y maximos del modelo propuesto son 0.63% y 27.82% en comparacién con los errores
minimos y méximos del modelo SIR los cuales fueron 1.79% y 51.55%, con estos resulta-
dos se comprueba que a mayor cantidad de variables de interés epidemioldgico se conozcan
y se obtengan mejores datos reales de estas, se pueden crear modelos mas complejos que
expliquen de mejor manera lo que sucede en la propagacion de una enfermedad contagiosa,
logrando hacer estimaciones mas realistas de la cantidad de infectados disminuyendo el error
de prediccion para intervalos de tiempo cortos.

Las simulaciones obtenidas muestran una disminucién de casos al implementar variables de
control u(t) que reducen los valores del coeficiente de contagio §(t). La influencia del por-
centaje de reduccion de infectados se refleja en los valores del niimero bésico de reproduccién
Ry, que determina la velocidad de propagacion de una enfermedad contagiosa. Mediante el
Principio Mdximo de Pontryagin se propone una aplicacion para analizar la influencia de
diferentes variables de control en la reduccién de la velocidad de contagios.
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Trabajos Futuros

En base a la investigacién realizada en este trabajo se pueden identificar los siguientes trabajos
futuros:

1. Desarrollar modelos matematicos para poblaciones més pequenas, estas pueden ser ins-
tituciones publicas, privadas o zonas del territorio nacional donde se lleven mejores
vigilancias epidemioldgicas con registros detallados no solamente de personas infec-
tadas, recuperadas o fallecidas, ademas de estas variables que incluyan registros de
hospitalizados, sintomaticos, vacunados con el esquema completo, reinfecciones, etc.

2. Con la informacién de las personas vacunadas a nivel nacional desarrollar un modelo
que explique la interaccion entre las personas que han recibido diferentes ntimeros de
dosis con el resto de la poblaciéon y su impacto en el descenso del niimero de contagios,
hospitalizaciones y muertes.

3. Desarrollar modelos mas complejos en los cuales sea posible aplicar mas de una variable
de control 6ptimo.

4. Realizar trabajos de investigacion en los cuales se explique de forma mas detallada la
influencia de los factores de peso sobre las variables de control.
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Anexo A

Ecuaciones gobernantes modelo SIR

A.1 Formulacion del modelo SIR

Durante el desarrollo de una pandemia la poblacién se puede dividir en varios compartimien-
tos, el modelo mas basico es el planteado por Kermack Mckendrick este divide a la poblacién
en Susceptibles, Infectados y Recuperados.

1. Susceptibles S(¢): poblacién que no ha sido infectada en cualquier intervalo de tiempo
t > 0, la poblaciéon en este compartimiento puede contraer la enfermedad si tiene
contacto con un individuo infectado. En condiciones normales se espera que el niimero
de susceptibles disminuya durante el tiempo de la enfermedad.

2. Infectados I(t): es el nimero de infectados que tiene potencial para infectar a otros en
cualquier intervalo de tiempo ¢ > 0, el comportamiento de esta variable es creciente
hasta un tiempo ¢, luego comienza a disminuir a medida que la poblacién susceptible
S(t) disminuye.

3. Recuperados R(t): es el nimero de individuos que sale del compartimiento I(¢) estos
pueden ser porque han superado la enfermedad o porque la persona ha fallecido, el
comportamiento de esta variable es creciente a medida que las variables I(t) y S(t)
decrecen.

4. Poblacién total N(t): suma de la poblacién de los compartimientos.

N(t) = S(t) + I(t) + R().

En este modelo, se asume que los recuperados no pueden infectar a otras personas. Con-
siderando que una persona que ha superado la enfermedad no se vuelve a infectar. Ademas,
dentro de este grupo se deben incluir las personas que han fallecido por la enfermedad, las
cuales también no pueden generar mas contagios.

Tomando en cuenta las variables de estado correspondientes al modelo STR y los coeficientes
de transferencia dependientes del tiempo se plantea el siguiente modelo matematico:

s BOIMSE)

dt N
dilgft) _ ﬁ(t)lj(\i)S(t) A, (A.1)
D —wre.

Sumando las tres ecuaciones en (A.1])

as(t) , dI(t) , dR()

dt dt v (A2)
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Después de integrar (A.2))
S(t)+ 1(t) + R(t) = N, vVt >0

Donde N, es la constante de integracion, lo cual define que la poblacién es constante.

A.2 Propiedades del modelo SIR

En los siguientes apartados se desarrollan las propiedades que el modelo debe cumplir para
que las soluciones tengan sentido desde el punto de vista fisico. De |Edwards and Penney
(2009) se desarrolla el teorema de existencia y unicidad

Teorema A.2.1 (Existencia y unicidad de soluciones). Suponga que una funcién con valores
reales f(x,y) es continua en algin rectingulo, en el plano xy, que contiene al punto (a,b) en
su interior. Entonces el problema con condicion inicial

dy B
dr = f(z,y), y(a) =b.

tiene al menos una solucion definida en algin intervalo J que contiene al punto a. Si ademds,
la derivada parcial g—; es continua en ese rectangulo, entonces la solucion es unica en algun
(tal vez mds pequeno) intervalo abierto Jy que contiene al punto x = a.

Demostracién 1. Si el[A.2.1] se extiende a k ecuaciones con k variables

l?%@@zl?ﬁ@mm%

ty

Ye(t) — y(to)r = fr(s,y(s))ds

%wzywn+lwnwmaws
yr(to) = (Yo)x

Las derivadas parciales de ((A.1]) son continuas en R? lo que garantiza la existencia y unicidad
para la solucién del sistema.

A.2.1 Sistema bien planteado

Se sigue el procedimiento desarrollado en el capitulo |3, el cual plantea las propiedades del
modelo epidemiolégico STRD en la seccién subseccién llegando a las siguientes
expresiones:
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Asumiendo S(t) = 0 para t > to, donde I(t) > 0y R(t) > 0:

ds

| = =0

S=0 N

Esto implica que si S(t) > 0y I(t) > 0 parat > 0, entonces S(t) serd una funcién decreciente
en el tiempo.

De igual forma, si se asume I(t) = 0 para t > t; con S(t) = 0y R(t) > 0, se tiene:

dr
dt

1=0 a N

Esto implica que si S(t) > 0y I(t) > 0 parat > 0, entonces I(t) puede tener un valor minimo
de cero en algiin punto.

Por 1ltimo, si asumimos R(t) = 0 para t > to con S(t) > 0y I(t) > 0, la tasa de cambio de
R(t) es dada por:

dR

— =(t)I(¢t).

Wi
Dado que v > 0y I(t) > 0 parat > 0, la expresion siempre serd positiva, lo que indica que la

cantidad de individuos en el compartimento de recuperados estd aumentando con el tiempo.

A.2.2 Matriz de proxima generacion

Se sigue el procedimiento desarrollado en el capitulo [3] seccidon [3.2.2] llegando a la siguiente
expresion generalizada para el Ry:

A = &, 1=1,2,..n
Yi

Donde 7 es el nimero de semanas epidemiolégicas en las cuales los coeficientes de transferencia
varian dependiendo de la cantidad de nuevos infectados I(t) y recuperados R(t).

A.2.3 Puntos de equilibrio

Para el modelo STR se realiza el andlisis de estabilidad en el punto de equilibrio libre de
enfermedad Py = (N, 0,0), evaluando en la matriz jacobiana.

of ofr of

s Afs dfs

95 vo0) T lvo0 2BlNoo | (A.3)
93 Afs 0fs
_aS (N,0,0) or (N,0,0) OR (N,0,0)_
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Evaluando el punto P, en la matriz jacobiana (A.3) y calculando los valores propios se genera
el polinomio caracteristico.

PO\ = —\? (5 (1—%) —A) = 0.

Los valores propios en este caso son: A = 0 de multiplicidad 2y A= ([ (1 — % , el método

de linealizacion para analizar la estabilidad en el punto de equilibrio P, del modelo STR
representado por el sistema de EDO en [A.T] no es concluyente para determinar es estable en
F.
Se propone la siguiente funcién de Lyapunov:
S?2 TP

V(S,I) = —+ —. A4
Haciendo manipulaciones algebraicas se comprueba que la funcién de Lyaponov (A.4]) cumple
con los requisitos de los teoremas v 13.2.3k

(1) v(S,I)=0, S=0, I=0
(2) V(S,I) >0, S>0, I>0
(3) V(S,I) <0, S>0, I>0
(4) V(S,I)=0, S=0, I=0
52 IQ
V(S,[') 5 t3
V=858+1II

1S 1S
V= S< 5N>+[(—BN —fy[>
- BI B8S
pe () (B

=) aa(3-)

El primer término de la funcién de Lyapunov es negativo debido a que I > 0y S > 0, para
determinar si V(x) < 0 se hace el anélisis del segundo término.

S _ 7
S
NSB
S

< —<K

O\N\17

Sea x1 = %, donde 0 < S < N, el valor méaximo de x; cuando S = N y [ = 0 para un tiempo
t>0,esx; = 1.



Para el caso del modelo STR el valor de Ry es el cociente entre el coeficiente de contagio y
el coeficiente de recuperacion es

El método para calcular el Ry ya se discutié en la seccién anterior, el segundo término de la
funcién de Lyaponov (|A.5)) se puede expresar como:

(% - Rio) <0, (A.6)

La desigualdad en (A.6)) se cumple si Ry < 1, si esta condicién se cumple el modelo STR es
asintoticamente estable en el punto Fy. Si Ry > 1 el modelo es inestable en el punto F,.

A.3 Ajuste de modelos matematicos usando datos reales

En esta seccién se identifican los parametros necesarios para poder explicar la propagacion
de una enfermedad contagiosa usando EDO. El comportamiento de los modelos matematicos
también depende de los coeficientes que acompanan a las variables de estado. A pesar de
que se han dado valores tedricos para tiempos de incubacion y recuperacion, entre otros. En
muchos casos estos valores no se adaptan a lo reportado por los sistemas de salud.

Se puede afirmar que la identificacion y calculo de valores numéricos para los pardmetros de
un sistema de EDO es un problema adicional cuando se habla de modelacion matemaética.
En este caso, el problema de modelacién se puede expresar de la siguiente forma:

{X/ _ f(X, 6)) X = Rd, t e [t0>tf] (A7)

X(0) = X,

Donde, # € R™ es un parametro m — dimensional, [ty,ts] es el intervalo de tiempo finito en
que se investiga la epidemia, la informacion de los datos de la pandemia se emite en forma
discreta tq, ta, t3, ..., t; € [to,ts], estos resultados se representan de esta forma:

(t1,9(XV)), (b2, g(XP), o, (11, 9(X D)) X@ € RY

La funcién g(X) representan las cantidades medidas de las variables de estado X, también
pueden recibir el nombre de observaciones, para ajustar el modelo con respecto a los datos
se considera unicamente las soluciones para el sistema de ecuaciones planteado en , la
solucion se puede representar de la siguiente forma:

X(t,0) ~ (x(tr,0), 2(ts,0), ..., 2(t:,0))

Sabiendo que el campo vectorial f(X,#) es una funcién suave con respecto a (X, ), quiere
decir que la solucién de x(t, #) tiene dependencia de #. En este tipo de problemas se desconoce
muchas veces los valores iniciales de los parametros, por esta razén se deben asumir valores
para iniciales para poder resolver el problema, para ello se asume un valor inicial X, que es el
vector inicial de variables de estado y se asumen valores para los parametros, planteando la
solucién general X (t, Xy, 0). En este caso ya se indica que el vector de pardmetros 6 depende
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del tiempo y de los valores iniciales Xj.
Los datos se pueden expresar:

y=(g(XM),g(X®),..,g(XD)) X0 R

La suma cuadrada de los errores del modelo propuesto y los datos reales se puede expresar
de la siguiente forma:

2

SSE(0) = d(g(z,0),y)* = Z |9(X (t;,0)) — g(XD)|| (A.8)

Lo que se busca en es minimizar las diferencias entre los valores generados por la
solucion del sistema de ecuaciones y los datos reales de cada medicién. Por ello identificar y
realizar el calculo de coeficientes es un problema de minimos cuadrados no lineales. Debido a
que los datos generados por el problema real g(X) son los valores observables de la variable de
estado y g(X(t,0)) son los valores generados por la solucién del problema. lo que se necesita
entonces es comparar esos valores reales con los valores que genera el modelo.

lg(X) = g(¥)|I* = Z 19:(X) = g:(Y)["

En este problema lo que se busca son los valores # para el vector de parametros tal que la
suma de los errores al cuadrado sea minima. Lo que representa el problema de minimos
cuadrados no lineales.

Se puede aplicar el método de newton o cualquier otro método numérico para el calculo de
coeficientes, sin embargo, el software libre octave tiene en su libreria varias funciones que
pueden ser utilizadas para este propdsito, una de las mas comunes es el [sqcurvefit que
soluciona problemas de minimos cuadrados no lineales.

Para ejecutar este comando se necesita identificar el modelo matematico, asumir valores
iniciales para los parametros que seran ajustados y los valores de las variables de estado para
el intervalo de tiempo de estudio.

A.3.1 Algoritmo para calculo de coeficientes modelo SIR

Al igual que en el modelo STRD dindmico, el célculo de los coeficientes del modelo SR se
realiza implementando el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 3 Calculo coeficientes de ajuste modelo SIR
Require: Iy; Ry; So; t > 0.
J 1 k< j+6; 1+ 1;
for ¢ < j : length(Sy) do
while k& < length(Sy) do
ss < So(j : k); it <= Lo(j : k); rr <= R(j : k); tt «t(5 : k);
xtg < [ss(i); ii(i); rr(i)];
xty < pfit(3 : 5);
p0 < [0.18; 0.01; xtol;
ypred < paramfunl(p0, tt);
pfit < lsqcurvefit(@Qparamfunl, p0, tt, [ss, ii, rr]);
b« pfit(1); g « pfit(2);
jk+1; k< 746 v(l) < bu(l) < g;
[+ 1+1,;
end while
end for
returnfv, ul;

Algoritmo 4 Funcién de estimacion de las predicciones: paramfunl

Require: p, tt.
N + 9904608;
b<p(1); g+ p(2);
xty < p(3:5);
[ @t y)[(=bxy(2) xy(1))./N; (bxy(1)*y(2))./N —g=y(2); g*y(2)];
[~, ypred| = oded5(f, tt, xty);
return [~ ypred];

A.3.2 Ajuste modelo SIR

En el modelo SIR se tiene el vector inicial de variables de estado para cada intervalo de
tiempo que corresponde a un periodo de 7 dias, siendo X (tog) = [So, lo, Ro| las condiciones
iniciales y el vector de condiciones finales X (t;) = [Sy,I;, Rf]. Para el caso del modelo
SIR se tienen 2 pardmetros los cuales son el coeficiente de transferencia de contagio 3 y el
coeficiente de recuperacion 7 siendo el vector de pardametros 6§ = [3,] este es el vector de
coeficientes de transferencia, para el caso de Honduras este vector se obtiene de las pruebas
realizadas en campo. El ajuste con minimos cuadrados no lineales se realiza para una semana
epidemiolégica, lo que se busca es calcular los valores de 6 = [,7] que minimicen el error
entre los datos de campo y el modelo, esto genera una serie de valores para § y v por cada
semana epidemioldgica analizada.

0 = min||Y — F(0)|

En este caso F'(#) son los datos generados por el modelo STR dependiente de los parametros,
después de asumir los valores iniciales para el vector 0 = [, ].
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Después de realizar el cadlculo de parametros el modelo se discretiza usando el método de difer-
encias finitas progresivas, debido a que se reportan los casos de Infectados I y Recuperados
R de forma discreta se elige un At = 1dia:

S[t+1] = S[] +%W’
It+1 = I + w BT,

Rlt + 1] = R[t] + y(k)I[t].

El valor de k£ de los coeficientes de transferencia significa que corresponde a la semana epi-
demioldgica que se estda analizando. Para el ajuste del modelo STR dindmico el periodo
de tiempo que transcurrié desde que inicié la pandemia hasta que se comenzo6 a vacunar la
poblacién se divide en 7 intervalos, la forma de seleccionar estos intervalos fue el cambio de
tendencia entre los datos reales y los valores numéricos generados por el modelo STR. Estas
tendencias son influenciadas por los coeficientes que acompanan las variables de estado.

A.4 Capacidad de prediccion del modelo SIR

Al igual que en el modelo STRD dinamico, se hicieron experimentos para comprobar la
capacidad de prediccion que tiene el modelo STR usando ajuste de curvas con polinomios
para cada intervalo de tiempo en los que se dividié la pandemia. El siguiente cuadro explica
el método que se utilizo para encontrar los polinomios de ajuste.

Tabla A.1: Ajuste polinémico para modelo SIR

tiempo Resultados Ajuste Error

t (7 Zzzo ajt{ n— 0 t]1:
t Y2 > j=0 a; t; Y2 = Di—0 4y t;
li Yi ijo at; Yy — Zj:[} a;t;
b Ym Zf:o a; the  Ym — Z?:O &Jtzn

La tabla muestra de manera simplificada la busqueda del grado del polinomio que mejor
se ajusta a los datos de los modelos epidemioldgicos. El método de minimos cuadrados calcula
los valores del vector de coeficientes al resolver el sistema de ecuaciones formado en [A1l

Al desarrollar la columna “Ajuste” de la tabla se forma la matriz A,,.,, la segunda
columna de la tabla “Resultados” es un vector y € R™ y el vector de variables a € R*!
donde k es el grado del polinomio que mejor se ajusta a la curva generada por el modelo
STR. Se plantea el sistema de ecuaciones:
(Amxn)TAmxn& = (Amxn>Tym
AnxmAm:cnd = Anwmym
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Este sistema de ecuaciones cumple con las propiedades del siguiente teorema:
Teorema A.4.1. Las siguientes declaraciones son equivalentes
1. La solucion del problema de minimos cuadrados para cada y € R™ es unica
2. Las columnas de la matriz A son linealmente independientes
3. La matriz AT A es invertible y a = (AT A)~1 ATy

Las soluciones de estos coeficientes son representadas por el vector (dy, d;, ..., dy, ajt1). Estos
coeficientes minimizan el error de los datos generados por el modelo STR para el grado del
polinomio que mejor se ajusta a dichos datos.

Después de obtener el grado del polinomio que mejor se ajusta a la curva, este se evalia en to-
dos los puntos del intervalo de estudio (t1,y1), (t2,¥2), (ti, ¥i), (tms Ym)s (Emtts Yma1)s - (Ens Yn),s
el procedimiento se hace con el propésito de buscar un método diferente para hacer proyec-
ciones de manera sencilla considerando la limitaciéon de no hacer proyecciones para intervalos
de tiempo prolongados. La proyeccién se realiza evaluando el polinomio en los puntos corre-
spondientes a los proximos 7 dias, es decir, (fm41, Yms1)s s (tns Un)-

Tabla A.2: Proyeccién polinémica para modelo STR

tiempo Resultado Proyeccién
tm+1 :l): CLAO—FaAltl—i-djt] —|—ciktk yﬂ;rl :d0+d1t71n+1---+djtin+1--'+dkt:§1+1
o §=do+dith. +dit. +dptt Yo = do+ dith, o + it o+ dith

Lo que muestra la tabla son los valores futuros para las variables epidemioldgicas del
modelo STR, donde gy es la proyeccién generada por el polinomio para el intervalo de tiempo

(tm+17 ym+1)7 ceey (tna yn)
El error relativo se evaliia en todos los puntos del intervalo de tiempo mediante la ecuacion:

p=W=Gl 100
Yi
Donde y; son los datos generados por el modelo y g; son las proyecciones generadas por el
polinomio de grado k.

A.5 Programacion del Principio Maximo de Pontryagin

Considere el problema de control éptimo

maz / 7 8 X(6), U(0) e,

X'(t) = g(t, X(1), U(1)),
X(to) = Xo, X(tf) = libre.
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Se quiere solucionar el problema de forma numérica, mediante el desarrollo de un algoritmo
que genera una aproximacion para una variable de control éptimo u* continua por partes.
Se divide el intervalo de tiempo [to,ts] en partes de interés ty = by, bo,...,0n, b1 = tf;
estos intervalos son equidistantes. La aproximacion del vector @ = (u,us, ..., un41), donde
Existen varios métodos para resolver el problema de control 6ptimo, tomando en cuenta que
toda solucién del problema de control debe satisfacer.

() = g(t, 2(t), u(t)), x(to) = a,

V() = =50 = ~(fult0,0) + (1., 0), A1) =
0= T8 = (fult ) + gult, ).

La tercera ecuacién es la condicién optima, u*, la cual puede ser manipulada para expresar
la variable u en términos de ¢, x y . Esta representacion se sustituye en reversa en el
sistema de EDO para x y A. Después, las primeras dos ecuaciones forman dos problemas de
valores iniciales. Para resolver estos problemas con valores iniciales, existen diferentes tipos
de métodos. Lo que se quiere es aprovechar ciertas caracteristicas del sistema optimizado.
Sin embargo, primero se asignan las condiciones iniciales para la variable de estado, x, en el
tiempo inicial, y la condicién final para la variable adjunta, A, en el tiempo final. La funcion
g depende unicamente de ¢, z, y u. El método que se propone se llama Forward-Backward
Sweep, y se implementa con una serie de pasos.

1. Declare un valor inicial para la variable de control U(t)

2. Use la condicién inicial Xg = X(tg) = d y los valores para U, resuelva en tiempo
progresivo la ecuacién diferencial del sistema optimizado.

3. Use la condicién de transversalidad Anxy1 = A(t;) = 0 y los valores para U y X,
resuelva para A(t) en tiempo regresivo de acuerdo a las ecuaciones diferenciales del
sistema optimizado.

4. Actualice U con los valores de entrada de los nuevos X y A en la expresion para el
control 6ptimo.

5. Corrobore la convergencia. Si los valores de las variables de la presente iteracion y de
la iteracién anterior son despreciables, graficar los valores de las soluciones, de no ser
asi repetir el procedimiento desde el paso 2

Para programar el Principio Maximo de Pontryagin se eligié el método de convergencia
o oldii
i — o] _
]|
Donde ¢ es la tolerancia aceptable, haciendo manipulaciones algebraicas

0 [al| — [lu — oldul| = 0

Si el valor siguiente @ no es el aceptable segtin la tolerancia indicada este nuevo valor debe
reemplazarse por oldu y el método debe repetirse nuevamente. Esta iteracién termina cuando
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el valor de w esta dentro del rango de tolerancia. Cuando se cumple esta condicion los valores
finales son los resultados 6ptimos de la variable de control y de las variables de estado.

A.6 Optimizaciéon del modelo SIR usando el Principio Maximo de
Pontryagin

En esta seccion, se investiga la influencia de implementar politicas de bioseguridad para
reducir el nimero de infectados. Estas politicas pueden incluir anuncios publicitarios, el
cumplimiento de protocolos de bioseguridad dictaminados por la Secretaria de Trabajo, eva-
luaciones médicas, la compra de mascarillas, mejoras en los procedimientos de limpieza y
desinfeccién de los ambientes de trabajo, entre otras medidas. Todas ellas estan encaminadas
a reducir la tasa de contagios. En base a lo descrito, se propone el siguiente modelo con una
variable de control dependiente del tiempo u(t).

A.6.1 Variable de control u(t) para disminuir tasa de contagios

La variable de control u(t) aplicada en el modelo indica el grado de cumplimiento de las
medidas de bioseguridad durante la pandemia. El objetivo es modificar el coeficiente de
transferencia de contagio (t) mediante la expresion G(t)(1 —u(t)). En este caso, u(t) repre-
senta el porcentaje de cumplimiento de las medidas de bioseguridad. Si no se aplica ninguna
medida de control (u(t) = 0), no habra alteracién en el coeficiente de contagio. Sin embargo,
si u(t) # 0, la relacién (1 — u(t)) serd menor que 1, lo que implica una disminucién en el
coeficiente de contagio y, por lo tanto, un menor niimero de contagios.

A.6.2 Modelo SIR con medidas de control

El sistema dindmico que representa el modelo STR, incluyendo la variable de control con el
proposito de disminuir el coeficiente de contagio, puede ser planteado de la siguiente forma:

ds@) _ _BEA —uw@)I#)S()

a N ’
410 _ 00 = iSO e (A9)
dR(1)

TR Y(OI().
A.6.3 Problema de control 6ptimo modelo STR

En este caso, el problema del control 6ptimo tiene como objetivo minimizar el nimero de
personas infectadas por COVID-19, al mismo tiempo que se reducen los costos asociados a la
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implementacion de medidas de control. Para ello, se considera la siguiente funciéon objetivo
J.
ty
J@o::/‘(AI@)+£th»dt (A.10)
t1

En la funcién objetivo , Ay B son constantes positivas llamadas factores de peso.
Al plantear se busca minimizar la suma de estos dos costos para ello es necesario
encontrar el valor de u*(t) que cumpla con:

t
J(u*) = mm/ f(AI(t) + Bu?(t))dt. (A.11)
t1

Sujeto a las condiciones de restriccién del modelo epidemiolégico STR en , se puede
plantear el Principio Maximo de Pontryagin. Este método convierte el problema que involucra
las variables de estado en , la funcién costo en , y el problema de minimizacién
en (A.11)), en encontrar el valor minimo del Hamiltoniano H con respecto a la variable de
control u.

Se plantea el problema de optimizacién para el modelo SIR:

J(u*) = min /tf(AI(t) + Bu(t))dt,

t1

sujeto a
s L —u(t)I(t)S
dz(f) _ B ](\f)) (t) (f)7 (A.12)
AIt) _ 200 = uIOSO _ 1,
dR(t)

TR Y(B)I().

Se aplica el principio de Pontryagin a (A.12)), el cual es equivalente a minimizar el Hamil-
toniano. En este caso, se elige una variable de control cuadratica para la funcién objetivo
debido a que es la mas cominmente utilizada.
H(X, u, A1, Ao, Ao t) = AL+ Bu® + Aigy + Aaga + Asgs,
B —u)I(t)S(t)

ne N ’ (A.13)
gy = 5(1 - U])\f[(t)S(t) . ’YI(t),
g3 = vI(t).

De (A.13) se desarrolla el sistema adjunto con condiciones de transversalidad A;(t;) = 0,
)\Q(tf) =0 y Ag(tf) =0.

ﬁi_a_HiAB(l—U)l_Aﬁ(l—u)f

d ~ a9s "' N >N 7

d  OH B(1—u)S B(1—u)S A4
= = AT AT e (A.14)
dds _ _9H _

dt  OR
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Para encontrar el valor 6ptimo de la variable de control, se deriva el Hamiltoniano con
respecto a u(t):

OH BIS . BIS
A A
IS IS
. Qe —=N)BIS
2BN '

Donde el valor 6ptimo de la variable de control u*(¢) se encuentra entre:

(Ao — Al)/BIS)} '

*(t) =min |1
uw*(t) mm{,maa:((), SBN

Resolviendo el problema de optimizacién planteado en (A.12)) para encontrar el valor éptimo
de la variable de control u(t), se sustituye el valor de u*(t) en el sistema (A.9)) y se resuelve
nuevamente. El sistema resultante es:

ds*(t) A —w ()" ()5 (1)

dt N ’
dR* (1)

& Y(EI(t).

En este caso S*(t), I*(t) y R*(t) son los valores 6ptimos de las variables de estado después
de calcular u*(t).

A.6.4 Simulacion modelo SIR usando control é6ptimo

Para simular el modelo SIR utilizando control éptimo, se deben establecer las condiciones
iniciales de las variables de estado S(0), I(0) y R(0), asi como los parametros 5(t) y 7(t)
que varian en el tiempo para cada etapa del analisis del comportamiento de la enfermedad
COVID-19.

En las simulaciones, se han asignado valores arbitrarios a los factores de peso con el propdsito
de recrear posibles escenarios que ilustren cémo afecta la variable de control en la disminucion
de contagios. Es importante mencionar que estos valores arbitrarios no reflejan necesaria-
mente la realidad, sino que se utilizan para dar consistencia al problema de optimizacion.
Sin embargo, es necesario considerar las unidades fisicas que deben tener los factores de peso
para que el problema sea consistente.

Los resultados de las simulaciones se presentan en el Anexo |[B| de este trabajo, donde se
muestran los escenarios y sus respectivas evoluciones.

JWU:mm/WMK®+BM@Mt (A.16)

t1
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La funcién objetivo del problema de control 6ptimo, representada por la ecuaciéon ,
busca minimizar los costos asociados a los infectados y a la implementacion de medidas de
control. A pesar que los factores de peso utilizados en el andlisis tienen valores arbitrarios, es
importante realizar un analisis de unidades para interpretar adecuadamente los resultados.

Tabla A.3: Factores de peso modelo SIR

Pardametro Unidades
A Dinero - Infectados™*
B Dinero
I(t) Infectados
u(t) Adimensional

Eliminando las unidades en la funcion objetivo, se obtiene un resultado expresado tinicamente
en Dinero. Esta cantidad representa el costo total asociado a la enfermedad y a la imple-
mentacién de medidas de control.

A.6.5 Generalizacion del modelo SIR optimizado

Las ecuaciones (A.13), (A.14) y (A.15) optimizan un solo coeficiente. Sin embargo, como

se discuti6 previamente, los coeficientes de transferencia cambian con respecto al tiempo.

Por esta razén la variable de control u(t) debe variar el mismo intervalo de tiempo que

los coeficientes de transferencia, para este caso es de 7 dias. Por lo tanto, se debe aplicar el

principio de Pontryagin para la variable de control u(¢) el mismo niimero de veces que cambian

los coeficientes de transferencia para un periodo determinado de tiempo de la enfermedad.
dX Bi(l — )l

@ - NN S
—Z=_A F S P [ S
di TNy T
d)s

— =0.

dt

Para la variable de control u(t)

o Qe X)BIS
T 2BN

Donde i representa el cambio en los valores de los coeficientes de transferencia y la variable
de control u para periodos de tiempo de 7 dias que corresponden a 1 semana epidemioldgica.
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Anexo B

Resultados y analisis modelo SIR dinamico

En este apéndice se muestran los resultados obtenidos de resolver el modelo STR dindamico.
Estos resultados se presentan de manera similar a como se hizo en el capitulo [4]

En esta parte se presentan los resultados del modelo SIR sin variable de control. En las fi-
guras se muestra el comportamiento del COVID-19 en Honduras durante el anio 2020, dividido
en 6 etapas.

Modelo SIR infectados dia 1 al 28 Modelo SIR infectados dia 29 al 42

wwwwwwwwwwwwww

e
Dias Di
(a) Modelo SIR dias 1-28 (b) Modelo SIR dias 29-42
Modelo SIR infectados dia 43 al 70 Modelo SIR infectados dia 71 al 112
500 || 1 Ilectados modelo / mmmmmmmmmmmmmm
rd
§ 2500 § 15000
3 g 7
2000 < 0000
.
s
Dias Dias
(¢) Modelo SIR dias 43-70 (d) Modelo SIR dias 71-112

Modelo SIR infectados dia 113 al 168 Modelo SIR infectados dia 169 al 287
130000
.,/

120000

60000

50000
110000

5 § 100000
& 40000 8

3

8

E
3
& & 90000

80000
30000

70000

20000 60000 %"
10 20 30 a0 50 20 0 60 80 100
Dias Dias

(e) Modelo SIR dias 113-168 (f) Modelo SIR dias 169-287
Figura B.1: Modelo STR sin control 6ptimo.

La figura muestra los graficos de ajuste generados por el modelo STR dindmico (verde)
con respecto a los datos reales (azul), debido a que el comportamiento de una enfermedad
contagiosa como el COVID-19 es variable, para obtener mejores resultados se decide separar
el tiempo de andlisis en 7 intervalos para lograr mejores ajustes.
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En las subfiguras (a), (b) y (c¢) se puede observar la influencia de la calidad de los datos para
realizar el ajuste, ademads para estas subfiguras se observa que los intervalos de andlisis son
cortos, a nivel grafico no se observa que la curva del modelo STR dindmico siga la misma
forma que los datos reales.

Con el avance de la pandemia se comenz6 a detectar mayor cantidad de infectados, en las
subfiguras (d), (e) y (f) se observan mejores ajustes del modelo STR dindmico a los datos
reales. Otra caracteristica que se puede observar son los intervalos de anélisis los cuales son
mas prolongados, sumado a ello se observa que la curva del modelo STR dinamico tiene forma
similar a los datos reales, esto se aprecia mejor en la subfigura (f) cuyo intervalo de andlisis
es el mas extenso, este comprende del dia 169 al dia 287 dia en el cual termina el anélisis
para el ano 2020.

Modelo SIR infectados dia 288 al 348
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—=— |2 Infectados datos

13 Infectados modelo
170000 - -

160000
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150000
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140000

130000

M"“"" I I
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120000

(a) Modelo STR dfas 288-348

Comportamiento modelo SIR dinamico previo a vacunacion
200000 T T T T T
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—— R2 Recuperados datos
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150000 ~
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50000 -

0 1
50 100 150 200 250 300
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(b) Comportamiento modelo SIR previo a vacunacién

Figura B.2: Comportamiento STR dindmico previo a vacunacién

La figura muestra la curva de ajuste para el ultimo periodo previo a implementar las
jornadas masivas de vacunaciéon. En la subfigura (a) del modelo STR dindmico se observa
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que se realizo el ajuste para un periodo mas extendido, este resultado se debe al nivel de
deteccién de las personas contagiadas.

El gréfico (b) de la figura[B.2brinda el panorama general del comportamiento de la COVID-19
en Honduras previo a la implementacién de las campanas de vacunacion masiva, mostrando
el grafico de las dos (2) variables de estado que comprende el modelo STR dindmico. El
modelo STR clasico considera coeficientes de transferencia constantes para periodos de tiempo
prolongados, pero en el caso de Honduras, debido a la calidad de los datos y las limitaciones
del sistema de vigilancia no es posible considerar coeficientes de transferencia constantes.
En cambio la modificaciéon propuesta al modelo STR clésico en este trabajo de investigacién
considera que estos coeficientes deben ser dependientes del tiempo.

En esta parte se aborda la capacidad de prediccién del modelo STR dinamico, los resultados
se presentan en las siguientes graficas.

La figura [B.3| describe la capacidad de prediccién del modelo STR dindmico, en esta figura se
muestra el ajuste de datos usando el modelo STR dindmico (negro), los datos reales (verde)
y las funciones de prediccién (rojo). Las funciones de prediccién se hicieron recortando el
intervalo de tiempo de analisis del modelo STR dindmico con estos datos se hizo el ajuste
usando polinomios con el objetivo de hacer predicciones, las funciones generadas por los
ajustes se evaluaron en todo el intervalo de analisis.

Al igual que en las graficas de ajuste de la Figura se puede notar en la subfigura (a) la
influencia de la calidad de los datos al momento de buscar la funciéon que mejor se ajuste a los
datos reales para hacer predicciones, graficamente existen diferencias entre los datos reales y
los de la funcién usada para predecir, este resultado también se observa en la subfigura (b).
En las subfiguras (d), (e), (f) y (g) se observa que las curvas de prediccién generadas por los
polinomios de ajuste son similares a los datos reales, con estos resultados a nivel gréafico se
observa la influencia de la calidad de datos para hacer predicciones aceptables.

Tabla B.1: Errores de ajuste y prediccién modelo STR dindmico
Dias de analisis FError de ajuste Error de prediccién

1 al 28 21.61% 51.55%
29 al 42 8.68% 18.16%
43 al 70 10.24% 1.79%
71 al 112 6.90% 8.28%
113 al 168 0.67% 4.54%
169 al 287 1.19% 3.12%
288 al 348 0.31% 2.80%

Para comprobar la informacién de las figuras, se elaboré la tabla [B.1] En ella se reflejan
los errores de ajuste y de prediccién en ambos casos, v se puede observar que estos valores
disminuyen a medida que se mejoran los datos.
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Figura B.3: Predicciones de modelo STR usando polinomios

61

En esta parte se presentan los resultados de las simulaciones usando el Principio Mdximo de
Pontryagin (PMP) del modelo SIR dindmico, aplicando la variable de control 6ptimo u(t)
para disminuir el valor del coeficiente de contagio 3(t).

En la figura [B.4] se muestran las simulaciones de cada etapa de la pandemia para el modelo
SIR dindmico usando control 6ptimo (rojo), el modelo STR dindmico (verde) y los datos

reales (azul).
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Figura B.4: Modelo STR con control 6ptimo

Los resultados muestran la influencia de la variable de control 6ptimo sobre la cantidad de
infectados que se reportaron a lo largo de cada intervalo de tiempo, las curvas que genera la
simulacion dependen de los valores asignados al factor de peso, este valor esta relacionado
con la variable de control éptimo u(t) por estd razén en algunas gréficas se nota mas rapido

la influencia de dicha variable.
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Las subfiguras (a) y (b) corresponden a los intervalos de anélisis que presentan menor calidad
de datos. Para las subfiguras (c), (d), (e), (f) vy (g), las simulaciones muestran la influencia
mas rapida de la variable de control. En estas subfiguras se muestran diferencias marcadas
desde el inicio de la simulacion entre la curva de infectados y la curva de los datos reales.

Tabla B.2: Disminucion de infectados SIR
Dias de andlisis % de cumplimiento Disminucién porcentual de infectados

1 al 28 42.30 37.71
29 al 42 57.34 15.32
43 al 70 20.58 16.05
71 al 112 38.8 26.24

113 al 168 54.74 27.75
169 al 287 34.66 26.84
288 al 348 85.71 19.03

Para profundizar en la interpretacion de las simulaciones del modelo STR dindmico opti-
mizado, se presenta la tabla [B.2l En esta, se muestran los valores de la variable de control
éptimo u(t), los cuales pueden interpretarse como el porcentaje teérico de cumplimiento de
las medidas de bioseguridad para cada intervalo de tiempo.

Ademas del porcentaje de cumplimiento, se muestra la disminuciéon porcentual promedio de
infectados. El valor mas alto de reduccion de contagios se observa en el primer intervalo
de tiempo correspondiente a los dias 1 al 28, con una disminucién del 37.71% con respecto
a los datos del modelo STR dindmico sin control éptimo. Sin embargo, a pesar de que se
muestra la mayor reduccion de contagios, este resultado se obtiene debido a la baja cantidad
de infectados para esta etapa.

Para los intervalos de tiempo de analisis que van desde el dia 71 al 287, en promedio se muestra
una reduccién mayor al 25% en la cantidad de infectados. Los valores de cumplimiento tedrico
generados por la simulaciéon dependen de los valores arbitrarios de los factores de peso que
se eligen para cada intervalo de analisis.

En la tabla se muestra los valores numéricos del nimero basico de reproducciéon Ry sin
control 6ptimo y aplicando la variable de control 6ptimo. Este ntimero determina la velocidad
de propagacién de una enfermedad contagiosa. Como se observa en los valores de Ry de la
tabla, en algunas semanas existe una reduccion significativa en este parametro cuando se
aplica la variable de control 6ptimo.

La figura [B.5 muestra el comportamiento grafico del niimero bésico de reproduccién Ry, el
cual cambia semanalmente. Este parametro epidemioldgico define la velocidad de propa-
gaciéon de una enfermedad contagiosa. La figura [B.5 es generada usando los datos de la

tabla [B.3l
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Tabla B.3: Cuadro comparativo entre los valores de Ry modelo STR

Semanas Ry SIR Ry SIR Optimizado Semanas Ry SIR Ry SIR Optimizado

1 16.6319 5.2275 25 1.8044 0.9811
2 7.181 2.0965 26 1.6757 0.9469
3 19.8399 8.4915 27 2.295 1.3295
4 2.7502 1.1696 28 2.2923 1.394
5 3.7411 2.6622 29 2.1817 1.3051
6 8.7919 4.0575 30 2.3266 1.2987
7 7.4602 3.0579 31 2.7649 1.6216
8 5.0408 2.04 32 1.8385 1.3759
9 10.6407 7.1325 33 2.473 1.8468
10 12.2793 9.9278 34 1.8101 1.4821
11 5.6026 4.4373 35 3.1222 2.336
12 8.927 4.6411 36 2.7844 2.024
13 12.0887 5.8377 37 2.518 1.7304
14 9.5828 3.836 38 1.8304 1.2187
15 7.5698 3.9461 39 2.2838 1.7346
16 7.2094 3.144 40 6.3059 0.9011
17 4.4636 1.8216 41 8.2447 1.1782
18 3.7453 1.7019 42 6.1173 0.8742
19 5.8579 2.6279 43 15.3168 2.1888
20 4.2968 2.3748 44 11.8685 1.696
21 3.8802 1.9665 45 6.1543 0.8794
22 3.5942 1.3406 46 4.0166 0.574
23 2.3669 1.3293 47 3.9646 0.5665
24 1.5296 0.9271 48 — —

Poblacion
T
|

Dias

(a) Comportamiento Ry SIR sin optimizar

Figura B.5: Valores de Ry Modelo SIR optimizado y sin optimizar
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