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Una cota inferior para el rango de
Mordell-Weil de la fibra genérica de una
superficie K3 eliptica dada como el cubriente
doble ramificado de una superficie eliptica
racional particular

Oswaldo Sevilla

Resumen

Se encuentra una cota inferior para el rango de Mordell-Weil de
una fibracién eliptica semi-estable de una cuperficie K3 construida
como un cubriente ramificado de una superficie eliptica racional con
seccién. Esto se obtiene aplicando la formula de Shioda-Tate y obte-
niendo una inyeccion del grupo de secciones de la superficie racional
eliptica en el grupo de secciones de la superficie K3.

1. Introduccién

Las superficies K3 son un tema de estudio muy relevante, encontrandose
en la interseccion de estudios en Geometria Compleja, Geometria Algebraica
y Geometria Aritmética. Las superficies K3 aparecen también en algunos
estudios de Teoria de Cuerdas en Fisica. Son variedades de Calabi—Yau de
dimension 2, una generalizacién natural de las curvas elipticas. Algunas de
sus propiedades algebro-geométricas son notablemente dificiles de calcular,
particularmente sus nimeros de Picard y el comportamiento de los ntimeros
de Picard en familias de superficies K3.

Las superficies K3 tienen una relacion interesante con las curvas elipticas.
En particular, toda superficie K3 con nimero de Picard al menos 5 posee una
fibracion eliptica, que se conoce como superfice K3 eliptica. La férmula de



Shioda—Tate muestra una relacién admirable entre la aritmética de las curvas
elipticas y la geometria de las superficies K3 elipticas, y es una herramienta
valiosa para poder estudiar el niimero de Picard de estas superficies.

En este trabajo se presenta un caso especial de superficies K3, y se calcula
para un caso especifico una cota inferior de su nimero de Picard usando una
fibracion eliptica.

2. Curvas elipticas

Para detalles sobre variedades algebraicas, y términos que por el enfoque
del articulo no se han discutido, véase [5]. Como referencia sobre curvas
elipticas, véase [10].

Una curva algebraica es una variedad algebraica de dimensién (algebraica)
1.

El género g de una curva algebraica compleja lisa coincide con su género
topoldgico: es su nimero de asas, i.e., la curva es homeomorfa a una suma
conexa de g toros topoldgicos St x St.

Definicién 1 Una curva eliptica sobre un campo K es un par (E,O) donde
E es una curva algebraica completa y lisa de género 1 definida sobre K y O
es un punto K-racional distinguido en E.

Note que una variedad sobre C es completa si y solo si es compacta en la
topologia usual de C (llamada topologia trascendente en este contexto).

En este trabajo, a menos que se indique lo contrario, se trabajara con
curvas elipticas sobre C.

Observe que frecuentemente se llama curva eliptica a una curva lisa de
dimensién 1 sin tomar en cuenta un punto distinguido.

Para una curva eliptica E definida sobre @Q, el conjunto de los puntos
racionales de la curva E, denotado por F(Q), tiene estructura de grupo.
Este grupo es llamado el grupo de Mordell-Weil de la curva E . El punto
distinguido es el elemento neutro del grupo.

El teorema de Mordell-Weil dice que el grupo de Mordell-Weil de una
curva eliptica es un grupo abeliano finitamente generado (ver [10]). El rango
de la parte libre de este grupo se llama el rango de Mordell-Weil de la curva
eliptica.



En general, calcular el rango de MW de una curva eliptica es una tarea
que puede volverse complicada. Se puede simplificar este calculo en algunos
casos especificos. Para ejemplos de estos célculos puede verse [10].

Observacién 2 Note que para superficies elipticas sobre K se define el grupo
de Mordell-Weil de una forma que coincide con el grupo de puntos K(C')-
racionales de la curva sobre el punto genérico de la curva base C. En ese
caso no estudiamos los puntos sobre Q.

3. Superficies algebraicas

Aqui se precisan algunos términos sobre superficies algebraicas a ser usa-
dos en el articulo. Para detalles sobre superficies algebraicas complejas véase
[2].

Una superficie algebraica sobre un campo K es una variedad algebraica de
dimension 2 definida sobre K. Se puede ver desde el punto de vista clasico y de
manera mas intuitiva como un conjunto que posee una cubierta por abiertos
que dados por variedades algebraicas afines, tal que el pegado de estas cartas
funciona bien. En el resto de este trabajo consideramos los campos C y Q,
se trabajara sobre C a menos que se especifique el campo.

Ejemplos sencillos de superficies sobre Q son:

= el espacio afin de dimensién 2 sobre Q (puede verse como Q?).

= ¢l conjunto de puntos racionales que son ceros de un polinomio en tres
variables con coeficientes racionales.

= ¢l plano proyectivo racional Pé.

La relacién de birracionalidad es muy importante en geometria algebraica.
Puede decirse de manera breve que dos variedades X, Y son birracionales si
existen mapeos birracionales X — Y y Y — X tales que al restringirse a
abiertos de Zariski dados en ambas variedades definen un isomorfismo. Para
detalles sobre relacion birracional de superficies véase [5].

Definicién 3 Una superficie se llama racional si es birracional a P? (el
plano proyectivo de dimension 2 ).

Definicién 4 La irregularidad q(S) de una superficie compleja compacta S
es la dimension de H'(S,C).



Si la superficie es simplemente conexa entonces ¢(S) = 0.

Definicién 5 El género geométrico py(S) de una superficie compleja com-
pacta S es la dimension de H?(S,Og)

Este nimero coincide con la dimensién del espacio de secciones globales
de 2-formas holomorfas.

Definicién 6 Cuando este espacio de secciones globales estd generado por
una 2-forma holomorfa global, se dice que su clase canonica es trivial

Cuando la clase canénica de S es trivial, p,(S) = 1.

Observaciones 7 Los la irreqularidad y el género geométrico de una super-
ficie S se pueden definir a partir de sus nimeros de Hodge: q(S) = h%'(S) y
py(S) = h**(S).

Se escribird simplemente ¢ y p, cuando no haya ambigiiedad al respecto
de la superficie de la que se esté hablando.

Los blowups de puntos de una superficie son la base de la relacién bi-
rracional entre superficies algebraicas. Encontrar invariantes birracionales es
sumamente importante en teoria de superficies.

Denotemos por Bl,(.S) el blowup de una superficie S en un punto p. La
cohomologia de la superficie S tiene un comportamiento interesante bajo
blowups:

Lema 8 (/1, Lemma 11.1.5]) Para una superficie algebraica S
H'(BL,(S)) = HY(S) y H*(BL,(S)) = H*(S) @ Z

La irregularidad y el género geométrico son invariantes bajo ciertas rela-
ciones. En particular bajo blowups y blowdowns:

Proposicién 9 q y p, son invariantes bajo blowups y blowdowns de un punto
en una superficie.

Deomostracion: Por el lema 8, cada blowup (blowdown) deja invariante ¢(5) =
h%1(S), y aumenta (reduce) el segundo niimero de Betti 5?(S) en uno.
Por la descomposicion de Hodge de S se tiene que

b*(S) = h(S) + 2n%%(S) = hM(S) + 2py(9)



Luego, la tnica posibilidad es que h'(S) aumenta en uno con cada blo-
wup. y cada blowdown lo reduce en uno. En consecuencia, p,(S) se mantiene
constante. Q.E.D.

La irregularidad y el género geométrico son invariantes bajo un tipo mas
general de relaciones entre superficies: son invariantes birracionales.

Proposicién 10 q y p, son invariantes birracionales de superficies.

Deomostracion: Esto sucede como consecuencia del teorema de contraccién
de Castelnuovo para superficies algebraicas birracionales (cf. [6], [1] o [5] y las
referencias en ellos). El teorema de Castelnuovo nos dice que dos superficies
birracionales pueden transformarse una en otra mediante un nimero finito
de blowups y blowdowns. En consecuencia, tanto la irregularidad como el
género geométrico de una superficie son invariantes birracionales. Q.E.D.

Definicién 11 El grupo de divisores de Weil de una variedad algebraica es
el grupo abeliano libre generado por las subvariedades de codimension 1.

Como recordatorio, en una superficie las subvariedades de codimensiéon 1 son
curvas.

Definicién 12 Un divisor principal es un divisor asociado a una funcion
meromorfa f en la superficie, dado por (f) = (f)o — (f)eo, donde (f)o es la
subvariedad de ceros de f y (f)s € la subvariedad de polos de f.

Definicién 13 Dos divisores son linealmente equivalentes si su diferencia es
un divisor principal.

Definicién 14 Un divisor de Cartier de una variedad algebraica es un divi-
sor localmente principal.

Para referencia sobre divisores localmente principales, el lector puede re-
currir a [9] y [5].
Definicién 15 FEl grupo de Picard Pic(X) de una variedad algebraica X estd
definido como el grupo de haces lineales invertibles.

Alternativamente, el grupo de Picard se puede definir como el grupo de
divisores de Cartier modulo equivalencia lineal.

Definicién 16 El grupo de Néron-Severi NS(X) de una variedad X es el
grupo de Picard de X mddulo equivalencia algebraica.

Definicién 17 El numero de Picard de una variedad es el rango de su grupo
de Néron—Severi.



4. Superficies elipticas

Las superficies elipticas son de gran interés y poseen muchas aplicaciones
en geometria. Un ejemplo interesante es el articulo de Schoen [8], donde
se construyen variedades Calabi—Yau a partir de superficies elipticas, y se
calculan sus numeros de Hodge usando propiedades de esas fibraciones.

Definicién 18 Una superficie eliptica es una superficie proyectiva lisa S que
posee una fibracion sobre una curva base C, cuyas fibras son todas, excepto
un numero finito, curvas lisas de género 1.

Sea 1) : & — P! una superficie eliptica. Denote por piei(S) (o simplemente
Herit) al conjunto de valores criticos de 1, i.e., el conjunto de valores en P! a
los que les corresponde una fibra singular. Este conjunto tambien se conoce
como el conjunto discriminante de ).

De particular interés son las superficies elipticas minimales:

Definicién 19 Se dice que una fibracion eliptica es minimal st ninguna de
sus fibras posee un componente que sea curva -1.

Como recordatorio, las curvas -1 son las curvas cuya autointerseccion es
-1 segun la forma de interseccién de la superficie ambiente.

Definimos ahora los divisores verticales, los cuales tienen un papel impor-
tante en el estudio de una superficie eliptica:

Definicién 20 Un divisor D sobre una superficie eliptica S es vertical si
para toda fibra F' se cumple
D-F=0.

Para superficies elipticas minimales, tenemos el siguiente resultado sobre
su clase canonica:

Proposicion 21 Dada una superficie eliptica minimal S, su clase candnica
tiene autointerseccion nula, i.e.

KZ=0.

Deomostracion: Para una fibra general F', se tiene, al usar la férmula de
adjuncion, que Ks - F' = 0.



Usando el lema de Zariski (cf. [2]), se obtiene que Ks es suma de multiplos
racionales de fibras. Por tanto K% = 0. Q.E.D.

En lo que resta del articulo sélo se trabajard con superficies elipticas
minimales.

Si la superficie eliptica admite una seccién, se llamarda superficie eliptica
con seccion.

Definicién 22 Para una superficie eliptica 7 : S — C, una seccion se define
como un morfismo

o:C — 8§ tal que mo o =idg

En lo que sigue de esta seccién, S denota una superficie algebraica que
es de otra manera arbitraria, S una superficie eliptica y & una superficie
eliptica racional (a definirse adelante). Ademds, a menos que se indique lo
contrario, se consideran solamente superficies elipticas con seccién.

Sea 7 : § — (' una fibracién eliptica con una seccion dada o. Este o elige
en cada fibra un punto, definiendo asi una fibraciéon por curvas elipticas.

Llame MW(S) al conjunto de todas las secciones de la superficie eliptica
S (es decir, secciones de 7). La adicién fibra por fibra induce una ley de
grupo en MW(S) con ¢ como elemento neutro.

Definicién 23 El grupo MW(S) de secciones de una superficie eliptica con
seccion w: S — C' se llama el grupo de Mordell-Weil de S (o de 7).

Observacion 24 Para superficies elipticas compactas el grupo de Mordell—-
Weil es finitamente generado.

Uno de los objetivos de este trabajo es calcular el grupo de Mordell-Weil
de superficies elipticas racionales semi-estables.

Definicion 25 Una fibracion eliptica es semi-estable si todas las fibras sin-
gulares son de tipo Kodaira I,.

Definicién 26 Una superficie eliptica racional (SER) & es una superficie
eliptica birracional a P2.

Lema 27 Para una superficie eliptica racional S se tiene ¢(&) = 0 yp,(S) =0



Deomostracion: Observe que al ser la irregularidad y el género geométrico
invariantes birracionales, y al ser & racional, se tiene:

q(&) =q(P*) =0

Py(6) = py(P*) =0

Q.E.D.
Tenemos el siguiente resultado para SER semi-estables:

Proposicion 28 FEl numero total de componentes de las fibras singulares en
una superficie eliptica racional semi-estable es 12.

Deomostracion: Usando la féormula de Noether:

KZ+e

Como K& = 0 para una superficie eliptica minimal, tenemos que

e

X(Os) = 12°

Note que para superficies elipticas racionales,
X(Os) =1—-4(6) 4 py(6) =1

Como consecuencia

e(8) = 12. (1)

Para & — (', una fibracion eliptica semi-estable cualquiera sobre una
curva ) llame F a una fibra general y E. a la fibra sobre ¢. Tomando en
cuenta que e(F) = 0, podemos calcular su caracteristica topoldgica de Euler:

e(S) = e(E)e(C\pterie) + > (e(E.) — e(E))
= Z 6<EC)

CE fherit



Para una superficie eliptica racional semi-estable esto se simplifica a:

(&)= Y (B

= Z #componentes(E,)

CE herit

Esto sucede pues el nimero de componentes de una fibra de tipo Kodaira
I,, y su nimero de nodos n coinciden. Asi, usando (1) obtenemos

12 = Z #componentes(E,) . (2)

CE [herit

Por tanto, el nimero total de componentes de las fibras singulares en una
superficie eliptica racional semi-estable es 12. Q.E.D.

Observaciones 29 Fste resultado es importante al simplificar la formula
de Shioda—Tate para calcular el nimero de Picard de una superficie eliptica
racional.

Observe ademds que este resultado es importante en otras situaciones,
e.g. al estudiar las simplificaciones para las formulas en [8].

Es interesante notar que si la superficie no es minimal, el total de com-
ponentes de las fibras singulares puede ser mayor que 12.

Ahora calcularemos el nimero de Picard de una superficie eliptica racio-
nal.

Proposicion 30 Una superficie eliptica racional tiene niumero de Picard 10.

Deomostracion: Sea & una superficie eliptica racional. Para una superficie
lisa cualquiera S, sean ¢(S) su irregularidad y p,(S) su género geométrico.

Denote por b"(.S) the n-ésimo ntimero de Betti de S, y sea pg el nimero de
Picard de esta superficie. Llame a A(S) = b*(S) — ps el nimero de Lefschetz
de S.

A, ¢ ¥ pg son invariantes birracionales, como consecuencia del teorema
de contraccion de Castelnuovo para superficies algebraicas birracionales. En
particular, observe que b? aumenta en uno con cada blowup y p tambien
aumenta en uno con cada blowup, por tanto A es invariante bajo blowups.

Dado que & es una superficie racional, ¢(&) = ¢(P') = 0, p,(&) =
Pa(BY) = 0y A(6) = A(B?) = 0.



Usando esta informacién y la proposicion 4, el numero de Euler estd
relacionado con el nimero de Picard por las ecuaciones

e(6) = 12 = 26°(&) — 201 (&) + b*(&)

=2-44(6) + ps
=2+ ps
=12
Por tanto, se sigue que
P = 10.

Q.E.D.

De aqui en adelante, nos enfocaremos solamente en fibraciones elipticas
semi-estables.

Ahora encontraremos una relacién entre el rango de Mordell-Weil y el
nimero de valores criticos. Note que el rango de MW de una superficie eliptica
es igual al rango de MW de la fibra sobre el punto generico (en el sentido de
esquemas, véase [5]).

Proposiciéon 31 Para una fibracion eliptica S — C' con seccion, se satisface
la tormula de Shioda—Tate:

ps=r+2+ Z(#componentes(é’c) —1).
ceEA

donde r es el rango de Mordell-Weil de la fibracion, S. es la fibra sobre ¢ € C
y A es el conjunto discriminante de la fibracion.

Para su demostracién, véase [7, corolario VII.2.4].

Teorema 32 FEl rango de Mordell-Weil r de (la fibra genérica de) & satis-
face:

r= #Hcm’t — 1

Deomostracion: La férmula de Shioda—Tate para & es

ps =1—+2+ Z (#componentes(X,) — 1).

CE fherit

10



En consecuencia tenemos que

100=r+2+ Z (#componentes(X,) — 1)

CE [hcrit

Usando (2) esto se simplifica a:

10 = 7+ 2+ 12 — H#pteris

Por tanto
r= #ﬂcrit —4.
Q.E.D.

Usando los numeros de Hodge anteriormente calculados, concluimos que
el diamante de Hodge de una superficie eliptica racional & es

1
0 0
0 10 0
0 0
1

Observe que (&) =0, Kg # 0y K& = 0; entonce & es una superficie de
Enriques.

5. Superficies K3

Definicién 33 Una superficie K3 definida sobre C es una variedad proyec-
tiva lisa de dimension 2 con clase candnica trivial y de irreqularidad cero.

Las superficies K3 pueden verse como una generalizacién de las curvas
elipticas en dos dimensiones.

El diamante de Hodge de una superficie K3 X es

1
0 0
1 20 1
0 0
1
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La sucesion exponencial en este caso muestra que el grupo de Picard
Pic(X) se inyecta en la cohomologia intermedia H?(X,Z). Asi, Pic"(X) es
trivial, luego el grupo de Picard y el de Néron—Severi son isomorfos. Por el
teorema (1,1) de Lefchetz, tenemos que el rango de Néron—Severi de X (i.e. su
niimero de Picard) estd acotado superiormente por la dimensién de A (X),
que es 20.

Las superficies K3 cuyo nimero de Picard es 20 se llaman singulares.

Es notable que existen variedades K3 que alcanzan un ntmero de Pi-
card 22. Estas se llaman super-singulares, pero sélo pueden construirse sobre
campos finitos.

6. Algunas superficies K3 elipticas

Es conocido que si el nimero de Picard de una superficie K3 es al me-
nos 5, esta posee al menos una fibracién eliptica. Las fibraciones elipticas
son herramientas de calculo muy valiosas, brindan informacion topolégica y
geométrica. También tienen un papel importante en Teoria-F (Fisica).

Construiremos superficies K3 como un cubriente doble ramificado sobre
fibras no singulares de superficies elipticas racionales.

Dada S, una superficie K3, denote su nimero de Picard por

ps = p(S) :=rank(NS(9))

Defina S como el pullback de una fibraciéon eliptica de una superficie
eliptica racional con seccién v: & — P! dado por el diagrama:

S -5 6

I 3)

Pl —— P!
2:1

Donde el cubriente doble 7 no se ramifica sobre ninguna curva singular.
Sea Y; (resp. X;) la fibra de S (resp. &) sobre t.

Proposicion 34 S es una superficie K3.

Deomostracion: S6lo necesitamos demostrar que la irregularidad es cero y la
clase canodnica es trivial.

12



Sea X, una fibra S que se mapea a la fibra X; de &, y sean a, b los puntos
de ramificacién del cubriente doble de P'. De esta forma tenemos:

Kg = 7" Kg + Ramificacion = —2X + X, + Xp ~ —2X o + Xoo + Xoo ~ 0

Por tanto la clase canénica es trivial.

Se puede usar la sucesion espectral de Leray para demostrar ¢ = 0.

Una forma alternativa para probar ¢ = 0 es tomar en cuenta que las fibras
singulares se duplican todas, asi que la caracteristica topologica de Euler de
la fibracion es e(S) = 2e(S) = 24 . Usando la férmula de Noether y el hecho
de que K2 = 0 (pues S es minimal), obtenemos:

X(Og) =24/12 =2

X(Os)=1-qg+p;,=2—¢q
De esta manera ¢ = 0. Q.E.D.

Usando los resultados de la seccion 4, el rango MW rg de la fibra genérica
de & satisface:
re = #Hflai(S) — 4

donde fiit(f) es el conjunto de valores criticos de la fibracién f. Podemos
escribir puee (superficie) si la fibracién de la superficie es conocida y si no hay
riesgo de confusién.

Teorema 35 FEl rango de MW de G da una cota inferior para el rango de
MW de S | i.e., rg>rg.

Deomostracion: Dada una seccion o de &, existe un mapeo natural a una
seccién 7 de S, dado por

o 7, = (0o Fidg).

Esto da un homomorfismo del grupo de secciones de & al grupo de sec-
ciones de S.

Este homomorfismo es inyectivo: suponga que se tienen dos secciones o
y 0y tales que 7,, = 7,,. Entonces, para cada z € P! se cumple

01(F(2)) = 02(F(2))
Como F' es sobreyectiva, 01 = 09, y en consecuencia el homomorfismo es
inyectivo.
Dado que este homomorfismo es inyectivo, da una cota inferior para el

grupo de secciones de S.
Q.E.D.
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Teorema 36 Para una supeficie K3 eliptica S definida como en el diagrama
3,
pPs Z 22 — #NCT"Lt(G) .

Deomostracion: La féormula de Shioda-Tate para S es:
ps =rs+2+ Z (#componentes(Y,) — 1) .
Ceﬂcrit(s)

Dado que 7 no se ramifica en fibras singulares, esta formula puede sim-
plificarse, pues el cubriente doble duplica todas las fibras singulares:

ps =T1s+2+2 Z (#componentes(X.) — 1) = rg+2+2(12 — #p1erit (6))
CEHcrit(G)

Ademds, dado que rg > rg = #pait(S) — 4, obtenemos una expresion
simple para la cota inferior del rango de Mordell-Weil de S:

ps 2> e (S) — 4+ 2+ 2(12 — #pein(6)) = 22 — #pei(6)  (4)
Q.E.D.

7. Calculo de la cota inferior del rango de
Mordell-Weil para un caso especifico

Usaremos esta cota para calcular explicitamente una cota para una su-
perficie K3 asociada a una superficie eliptica racional.
Defina en coordenadas locales de P! x P! el siguiente pincel:

¢=(z+1/z)(y+1/y) = p

donde z e y corresponden a (x : 1) y (y : 1) respectivamente.

Este es un pincel de curvas elipticas en P! x PL. Esto puede comprobarse
usando la férmula de adjuncién considerando que toda curva en este pincel
es parte del sistema lineal anti-canénico, o considerando que P! x P! es una
variedad térica definida por un poligono reflexivo y usando directamente los
resultados de Batyrev en [3]. Este pincel posee 8 puntos base distintos,con
coordenadas:

(lugar base) = {((0: 1), (£i: 1)), ((£i:1),(0:1)),
((1:0),(1:+4)),((1:=+i),(1:0))}
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Este pincel puede resolverse al hacer blowup de los 8 puntos base, lo cual
incrementa en 8 el numero de Picard de la superficie. Asi, si llamamos & a
la superficie después de estos blowup, tenemos

p(&) =p(P' xP)+8=2+8=10

Conocemos de antemano que p(P! x P!) = 2, ya sea usando la férmula
de Kiinneth, o considerando que P! x P! es una superficie térica.

Observe que el nimero de Picard de & concuerda con el nimero de Pi-
card de una superficie eliptica racional. Claramente esta superficie eliptica es
racional pues es blowup de P! x P! que es racional.

S posee al menos una seccion. Esto es claro pues el divisor excepcional
correspondiente a cada punto base define una seccién.

Para ver explicitamente una de estas secciones, considere la expresion del
pincel en una carta afin de P! x P! = {((z : 2), (y : w)) | (z: 2), (y : w) € P'}
dada por z =1y w = 1:

F=@+1)*+1) —pary =0

Ahora, cambiemos variables para trasladar el punto base x = i,y = 0 al
origen, escogiendo x = u +1,v = y.

Realizamos el blowup en el origen. El divisor excepcional E es una recta
proyectiva. Dando las coordenadas naturales a los puntos del divisor excep-
cional, (s : t) € E , al tomar el abierto de E dado por s = 1 obtenemos un
abierto afin de la variedad. Ahi, el pincel tiene la siguiente expresion:

{ F=(u+i*+1)*+1) —pulu+i)v=0
v =1tu

Observe que en cada fibra se cumple
F=ulu+2i)(v>+1)— plu+ijp=0
Luego en la cerradura, se tiene
20 —iput =0

es decir, ¥(t) = 2/t.

De esto se obtiene una expresion para una seccion o:

o(t) = 2/t
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Es claro que ¢(o(t)) =t para toda t # 0, c0. Como esto se cumple en un
abierto de Zariski, concluimos que o es una seccion.

Se comprobara ahora que G es minimal.

Un célculo explicito muestra que el conjunto discriminante de esta super-
ficie es Herit = ,ucrit(6) = {O, :i:4; OO}

Analizando las matrices hessianas de las singularidades, se concluye que
todas son nodales. Un célculo directo muestra que los componentes de las
fibras singulares son todos reducidos, por tanto la fibracion es semi-estable.

Los tipos de fibras singulares son:

p |0 -4 —4 oo
tlpO‘Ll [2 IQ I4

Al hacer blowup en un punto sobre una curva disminuye la autointersec-
cion de esa curva por 1.

Los 8 puntos base estan distribuidos de esta forma: hay 2 puntos base en
cada componente de la fibra y = oco.

En P! x P! cada componente C' de la fibra y = oo tiene autointerseccién
0, luego en & cada uno tiene autointerseccion -2.

Los componentes de la fibra ;4 = 0 son todas rectas, teniendo cada una dos
puntos base en P! x P!, siendo cada una linealmente equivalente en P! x P!
a un componente de u = oo, por tanto cada uno de los componentes tiene
autointerseccién -2 en G.

Hay dos componentes irreducibles para cada una de las fibras u = +4.
Explicitamente, para la fibra sobre u = 4, las ecuaciones de las componentes
en coordenadas locales x,y son

xy—1+i(r—y)=0
zy—1—i(z—y)=0
Cada una de estas componentes toca 4 puntos base. En P! x P!, son
curvas de bigrado (1,1), luego su autointerseccién es 2. De esta forma en &
cada una de estas componentes tiene autointersecciéon 2 — 4 = —2.

Por tanto, la fibraciéon es minimal.
De esta forma se tiene que el rango de Mordell-Weil de & es

TGZ##Crit_4:4_4:O

Con lo que obtenemos
s Z 0
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Y también obtenemos una cota inferior para el nimero de Picard de S:

Ps > 22 — #/chrit =18

Como consecuencia de este calculo, podemos ver que esta construccion
particular puede indicar una posible forma de encontrar superficies K3 sin-
gulares (es decir, con pg = 20), o mas en general, una forma de construir
superficies K3 en las que es de interés analizar la modularidad de su funcion
L cohomoldgica.

Observacion 37 FEs interesante notar que pueden usarse otras técnicas para
afinar la cota del nimero de Picard de una superficie K3 obtenida de esta
forma. En particular se pueden usar métodos computacionales para calcular
la funcion Zeta y con ello tener una estimacion del valor sobre C, pueden
usarse los métodos en campos finitos de [4] para encontrar una cota uperior
y puede luego obtenerse un refinamiento de esta cota superior mediante la
técnica de [11].
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UN METODO FWI USANDO DEL METODO DE
OPTIMIZACION DE CHEN

RESUMEN. Los métodos de inversién de forma de onda completa (FWI por sus
siglas en inglés), son técnicas para la caracterizacién geotécnica del suelo y se
basan en la minimizacién de una funcién de costo, para ello se emplean méto-
dos de optimizacién, que pueden ser métodos basado en busqueda (usualmente
iterativos). En este trabajo se estudia la solucién un problema prototipico de
inversién mediante el uso del método de bisqueda en curva de Chen derivado
del método de Shi y Shen para minimizar la funcién de costo de un proble-
ma FWI, éste es un método computacionalmente eficiente pues requiere poca
memoria y no necesita el cilculo de matrices relacionadas con la matriz Hessia-
na; ademads reduce el nimero de evaluaciones de la funcién y de su gradiente.
Ademads se comparan los resultados de utilizar este método con los obtenidos
al utilizar el método de gradiente conjugado Fletcher—Reeves.

ABSTRACT. The full waveform inversion methods (FWI) are techniques for the
geotechnical characterization of the soil and are based on the minimization of
a cost function, to do this, optimization methods are used; which can be
methods based on search (usually iterative). In this work the solution of
a prototypical inversion problem is studied by using the Chen curve search
method derived from the Shi and Shen method to minimize the cost function
of an FWI problem, this is a computationally efficient method as it requires
little memory and does not need the calculation of matrices related to the
Hessian matrix; also reduce the number of evaluations of the function and its
gradient. In addition, the results of using this method are compared with those
obtained using the Fletcher—Reeves conjugate gradient method.

1. INTRODUCCION

Los métodos de inversién de forma de onda completa (FWI por sus siglas en
inglés) estdn dentro de las técnicas més recientes para la caracterizacién geotécnica
de un sitio [10]. En dichos métodos se usan ondas sismicas para evaluar el sitio en
investigacion, colocando vibradores sismicos en la superficie; las ondas generadas
por los vibradores se propagan a través del suelo, ocurriendo miltiples reflecciones
y refracciones; la respuesta del sitio a las ondas enviadas, es medido por gedfonos
también colocados en la superficie de la tierra. Para realizar un perfilado basado
en este método hacen falta dos componentes principales: un modelo computacional
para la simulacién de ondas en un domino semi-infinito [7]; y un método de opti-
mizacion a través del cual las respuestas calculadas son ajustadas a las respuestas
medidas, mediante ajustes iterativos de un modelo inicial asumido. Desde una per-
spectiva matematica, un FWI es un problema de inversiéon no lineal que puede ser
interpretado como un problema de optimizacién local o global [2].

Fecha: 19 de abril de 2021.
Palabras y frases clave. Waveform inversion — Inverse theory — Numerical modelling — Wave
propagation.

19



2 UN METODO FWI USANDO DEL METODO DE OPTIMIZACION DE CHEN

Para resolver este problema de optimizacién, es posible utilizar métodos itera-
tivos, comunmente métodos basados en busquedas o métodos basados en regiones
de confianza, en [2] propone el uso de métodos AGO (optimizacién por gradiente
adaptativo, por sus siglas en inglés) para la solucién del problema de optimizacién
derivado del método FWI.

En este trabajo se estudiara la aplicacion, a la solucién del problema de opti-
mizacién derivado de resolver un problema FWI, de un método de optimizacion
basado en busqueda presentado por Chen en 2018 [4], y que es derivado del método
de Shi y Shen de 2005. Estos son métodos de minimizacién utilizando una regla de
busqueda en curva [13], que se asemeja a la regla de busqueda de Wolfe [15]. Ademads
se analizard de forma comparativa con los resultados obtenidos utilizando el método
de gradiente conjugado de Fletcher—Reeves (FB), con los resultado obtenidos con
el método de Chen.

2.  JUSTIFICACION

Este trabajo estd ubicado dentro de la linea de investigacién de Optimizacién
Numérica de la Orientacion en Ingenieria Matematica de la Maestria en Mateméticas
de la Universidad Nacional Auténoma de Honduras. Los estudios en el campo de
la optimizacién resultan de mucha importancia en multiples disciplinas, ya que
siempre es de interés conocer los valores 6ptimos de algin fenémeno o problemas.
Ademds, muchos problemas de interés pueden ser reescritos como problemas de
optimizacién.

Los métodos de optimizacién tienen muchas aplicaciones en campos como la
economia, ingenieria y de la fisica, por ejemplo, los inversores buscan crear portafo-
lios que eviten riesgos excesivos consiguiendo las méximas tasas de retorno, los
manufactureros buscan la maxima eficiencia en el diseno y operacién de sus pro-
cesos de producciéon y los sistemas fisicos tienden a estados con minima energia
[9].

Si bien es cierto existen muchos métodos que se han estudiado anteriormente
en otros trabajos y que pueden ser aplicados para resolver estos problemas de
optimizacién, resulta significativo resaltar la utilidad que tiene contar con métodos
de optimizacién innovadores y eficientes, y validar su aplicacién y eficiencia en la
solucion de problemas especificos, debido a que la eficiencia de un método puede
variar de acuerdo al problema.

En este trabajo, se estudia la aplicacion del método optimizacién con regla de
bisqueda en curva de Chen, basado en el método de Shi y Shen [13], dado que
éste es adecuado para resolver problemas a gran escala [4]. Se estudiard como este
método puede aplicarse para la soluciéon de problemas FWI.

Los métodos FWI, es un tema de estudio de vanguardia en el campo de la
geofisica, y resultan de mucha utilidad practica para el estudio de suelos en In-
genieria Civil, éstos métodos se utilizan para la caracterizacién geotécnica de los
suelos [10]. Por tanto este trabajo contribuye al eje de investigacién de desarrollo
economico y social de UNAH, teniendo importantes aplicaciones en el tema de
infraestructura y desarrollo territorial.

3. ANTECEDENTES

La inversiéon de forma de onda completa tiene como objetivo derivar un modelo
mediante la minimizacién de la diferencia entre las formas de onda observadas y las
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UN METODO FWI USANDO DEL METODO DE OPTIMIZACION DE CHEN 3

formas de ondas medidas, utilizando una norma, usualmente la Ly-norma [2]. Por
tanto este método puede verse como un problema de minimizacién sin restricciones
donde la funcién objetivo es una funcién de ajuste basada en una norma.

Un problema de minimizacion sin restricciones, UP por sus siglas en inglés, se
define de la siguiente forma:

x* = argmin f(z), x € V" (3.1)

donde f: V® — R es una funcién continuamente diferenciable y V™ es un espacio
vectorial.

La mayoria de los algoritmos iterativos mas conocidos para la solucién de UP,
basados en estrategias de busqueda, tienen la forma:

Tpt1 = T + apdy (32)

donde dj, es la direccién de busqueda y oy es un tamano de paso positivo; por lo
general, estos algoritmos iterativos dependen del gradiente de la funcion Vf y de
una matriz relacionada con la matriz Hessiana, usualmente una aproximaciéon de la
inversa de la misma. La implementaciones concretas de estos algoritmos depende
de como se escojan d y ag.

Sea f la funcién objetivo presentada en el problema de minimizacién (3.1), zy €
R"™ la aproximacién de la solucién de (3.1) en la k-ésima iteracién y z* € R™ el
valor donde la funcién f alcanza un minimo, y por tanto una solucién de (3.1). Por
simplicidad, llamamos gx a V f(z), el gradiente de la funcién objetivo evaluada en
xk; fr a f(xg), la funcién objetivo evaluada en xy y f* a f(z*), la funcién objetivo
evaluada en z*.

Para solucionar un UP con un algoritmo basado en busquedas existen muchos
métodos que implementan la ecuacién (3.2). Estos son algunos métodos que con-
sideraremos clasicos, pues son de pleno conocimiento en esta drea.

Si la direccién de bisqueda se define como dy = —gy, el método se conoce como
método de maximo descenso (Steepest descent method). Este método tiene una
baja tasa de convergencia en muchos casos; sin embargo, no requiere el calculo
y almacenamiento de matrices relacionadas con la matriz Hessiana de la funcién
objetivo.

Si la direccion de busqueda se define como: dy = —Hygy, donde Hy, es la inversa
de la matriz Hessiana o, usualmente, una matriz que la aproxima, el método se
conoce como método de Newton (Newton-like method). A diferencia del método
del maximo descenso, aqui si se necesita calcular y almacenar matrices relacionadas
con la inversa de la matriz Hessiana. Sin embargo, este método tiene una razén de
convergencia mucho mas rapida que el método del maximo descenso, e incluso de
otros métodos que se cometan mas adelante.

Si tomamos dj, como:

de = 9k sik=1
P —gk + Brdp— sik > 1,

se define una familia de métodos llamados métodos de gradiente conjugado, el
parametro [y define cada uno de los diferentes métodos dentro de esta familia. Estos
métodos resultan ser una herramienta apropiada para la solucién de problemas a
gran escala; ya que, al igual que el método del méximo descenso, evita el calculo
y almacenamiento de matrices. Sin embargo, muchos de estos métodos no tienen
una convergencia global [13].
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4 UN METODO FWI USANDO DEL METODO DE OPTIMIZACION DE CHEN

Por otro lado, tenemos métodos mas recientes, que aplican nuevas técnicas para
abordar la solucién de estos problemas de optimizacién. Miele y Cantrell en 1969
[11] estudiaron el método de gradiente con memoria para la solucién de UP; este
método utiliza informacién de la iteracién anterior para determinar la direccién de
busqueda. Cragg y Levy en 1969 [6], propusieron un método de supermemoria que
es una generalizacion del método de Miele y Cantrell utilizando la informacién de
varios pasos iterativos anteriores para determinar la direccién de bisqueda.

Este método también fue investigado por Wolfe y Viazminky [14]. Tanto el
método de gradiente con memoria como el método de gradiente con super memoria
son mas eficientes que el método de gradiente conjugado expuesto anteriormente.
Sin embargo, hay que resaltar que hay muy pocos resultados sobre convergencia
para funciones objetivos no cuadraticas para estos métodos.

Otra familia de métodos utilizados en esta area son los métodos de busqueda
en curva para solucién de problemas sin restriccién, como los métodos ODE [3] (o
métodos dindmicos), en estos métodos se determina la direccién de bisqueda en
cada iteracién mediante la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria. Dado
que estos métodos utilizan un camino de buisqueda curvilineo, que es méas general
que el camino de bisqueda lineal que se usa de forma tradicional [12]; es posible
obtener mejores resultados de convergencia.

Cabe mencionar el articulo publicado por Ford [8] donde se estudia una nueva
clase de método casi-newtoniano multi pasos, que ofrece excelentes resultados de
convergencia; pero de igual forma requiere calcular y almacenar algunas matrices
en cada iteracién.

Esta rapida vista a otros métodos nos da un panorama sobre las caracteristicas
que son deseables para un nuevo método para la solucién de UP mediante estrategias
de busqueda para problemas a gran escala. El método debe tener una tasa de
convergencia alta, debe evitar el calculo y almacenamiento de matrices relacionadas
con la matriz Hessiana, y debe poseer una convergencia global.

El algoritmo presentado por Shi y Shen [13], cumple con todas estas carac-
teristicas, si bien no tiene una convergencia mayor que la de los métodos newto-
nianos, su tasa de convergencia es lineal. Shi y Shen prueban en su articulo que
dicho método tiene convergencia global. Ademds, el método, al igual que método
del gradiente conjugado, solo necesita del gradiente de la funcién objetivo en cada
paso iterativo, por lo que no es necesario el calculo y almacenamiento de matrices
asociadas a la matriz Hessiana.

Este es un método de bisqueda en curva; sin embargo, no es necesario resolver
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cada iteracion; la bisqueda se
hace a través de una curva dada. Sin embargo, en cada iteracion, el siguiente punto
iterativo se determina por una regla de bisqueda en curva que se asemeja a la regla
de bisqueda lineal de Wolfe [13], lo que requiere que se hagan muchas evaluaciones
de la funcién y de su gradiente para determinar el valor del tamano de paso que
cumple con la regla de bisqueda de Wolfe.

El método de Chen [4] parte del método de Shi y Shen; y generaliza algunas
ideas presentadas en [16], con este nuevo método se presenta un versién més efi-
ciente del algoritmo; donde el tamano de paso y la direccién de busqueda no se
calculan simultdneamente en todas los pasos iterativos, esto representa una mejora
considerable en el tiempo de ejecucion del método. La regla modificada de Wolfe
que se mencioné anteriormente en el método de Shi y Shen, solo se usa en el primer
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UN METODO FWI USANDO DEL METODO DE OPTIMIZACION DE CHEN 5

paso iterativo, en los siguientes pasos se usa otra estrategia, con una férmula basada
en la direccién de busqueda y el gradiente de la funcién, la direccién de busqueda
se sigue tomando en una curva, siendo funcién del tamano de paso; sin embargo
se utiliza el tamano de paso de la iteraciéon anterior para calcular la direccién de
busqueda, lo que implica también una mejora en tiempo de ejecucién del algoritmo.

4. PROBLEMA FWI EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

En esta seccién se revisard de forma breve que es un problema FWI en el do-
minio del tiempo. Sea X € R™, un vector que define las coordenadas espaciales, con
n € {1,2,3} y t € [0, T] una coordenada temporal; ademés sea M = {m : R® — R¥}
una familia de funciones que representaran pardmetros fisicos dependientes de la
posicién (velocidad, densidad, etc). Definiremos Vops(Xg, ¢/ Xs) v Vape (Xg, t|Xs)
como los datos observados y aproximados respectivamente; donde los datos obser-
vados se obtiene utilizando fuentes de ondas sismicas colocadas en las coordenadas
Xs € X; registrandolas con geéfonos colocados en las coordenadas X, C X en el
tiempo t. Los datos aproximados son generados mediante el modelo directo que
depende del vector de parametros fisicos, que en general depende de la posicién,
m(X) = [mi,....,mp|T ; donde m; € M; ademds, se define V,.s(X,,t|Xs) como
Vapx(XgaﬂXS) - VoI)S(ngﬂXS) [2]

El objetivo del método FWI es minimizar una funcién de ajuste, generalmente
basada en la Lo-norma, de la diferencia entre los datos observados y los datos
aproximados, usando un criterio de ajuste por minimos cuadrados. Por lo que
podemos definir una funcién de coste € : M™ — R como:

1 N, Ng .7
() =535 [ Woea (XX (41)

s=1g=1
Por tanto el problema de minimizacién a resolver de forma iterativa sera:
m* = arg min e(m). (4.2)
meMP
Para resolver el este problema de forma iterativa, se selecciona un modelo inicial
para el vector de pardmetros fisicos m(X) y se emplea un proceso de biisqueda
iterativo similar al de la ecuacién (3.2):

MEy1 = Mg + agdy. (43)

Problema prototipico: Con el objetivo de observar el comportamiento del
nuevo algoritmo de optimizaciéon de Chen, se plantea el siguiente problema de in-
version simplificado:

Sea L,T € R, la longitud y el tiempo. = € [0, L] y t € [0,T]; ademés ¢ : [0, L] —
R,U:[0,L] x[0,T] = Ry F:[0,L] x[0,T] — R. Tenemos el siguiente modelo
que representa una onda unidimensional, con condiciones de borde nulas:

( )282U(x,t) 02U (z,1)
x —
0x? ot2

= F(z,1t) (4.4)
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6 UN METODO FWI USANDO DEL METODO DE OPTIMIZACION DE CHEN

U,t) =U(L,t) =0

U(t,0) = U(t,0) =0,
este puede ser interpretado como una cuerda fija en los extremos que inicialmente
no estd moviéndose y que es sometida a un forzamiento externo que la hara vibrar.

Notemos que que dada una funcién ¢(z), es posible encontrar U correspondiente
a c(x), utilizando (4.4), por tanto diremos que U es funcién de ¢ y lo representamos
como U(c). Dada un data medida experimentalmente, que llamaremos U,,, siendo
esta una constante respecto de ¢, se desea encontrar ¢*(x), de tal forma que al
utilizarlo para resolver (4.4) reproduzca los datos experimentales. Esto se hard
mediante el siguiente problema de optimizacién:

T
& = arg min%/o U (2, )} (€) — Unn (. )2l

En general ¢(x) es funcién de z, sin embargo en este problema consideramos que ¢
no varia con x. Para resolver el problema de optimizacién necesitamos encontrar
el gradiente de € = Z|{U(x,t)}(c) — Up(w,¢)]|* como funcién de ¢
de oOU
e=—=—U.
dc  Oc

Utilizamos (4.4) para derivar una ecuacién para el gradiente de U:

0 (L,0PU\ 0 (02U 0
ac<cax2>‘a:(at2>—ac(F>

2 2 2
P oD (20 (2
C

922 " 9c \ 9a2 ot
262 (86%) _ 82 (%%) — 72682U (4 5)
02 ot? Ox2 '

Para encontrar ¢*, damos una funcién ¢y, usualmente una funcién constante;
luego para aplicar nuestro método de optimizacion, necesitaremos evaluar la funcién
objetivo y su gradiente; hacer dichas evaluaciones correspondera a resolver las ecua-
ciones diferenciales (4.4) y (4.5) en cada pasa iterativo, se utilizard el método de
diferencias finitas para dicho propésito.

5. DESCRIPCION DEL METODO DE CHEN

El método de Chen [4], es una extensién del método de Shi y Shen [13]; estos
métodos son innovadores en su tipo; sin embargo estan motivados por otros métodos
ya existentes, la principal caracteristica de éste, es su regla de bisqueda en curva,
la cual es una derivacién de la regla de bisqueda de Wolfe [15] propuesta por Philip
Wolfe en 1969, conocida también como condicion de Wolfe. La regla de busqueda
de Wolfe se compone de dos partes:

La regla de Armijo [1]:

flay + ardy) — fr < gt d. (5.1)
Y la condicién de curvatura:
g(wp + ardy)di, > pogi di (5.2)
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donde dj, € R™ es la direccién de bisqueda, o € RT es el tamafio de paso y
0 < p1 < pe < 1 son dos constantes que se pueden adecuar de acuerdo al problema
estudiado. El objetivo de esta regla es delimitar el valor de oy que se debe uti-
lizar en cada iteracién de tal forma que se obtenga el mejor avance posible hacia la
solucion del problema. Mas adelante se mostrara la versién de esta regla presentada
por Shi y Shen en su método y luego utilizada por Chen en su versién avanzada del
algoritmo.

Para garantizar la convergencia del método de Shi y Shen se asumen las siguientes
hipotesis:

Hipotesis 1. La funcion tiene una cota inferior en:
Lo={z e R" | f(z) < f(z0)} (5.3)

Hipdtesis 2. El gradiente g es Lipschitz continuo en un conjunto convexo abierto
B, que contiene a Ly. Es decir, existe un L > 0 tal que:

lg(x) — gl < Lllz —yll, Yo,y € B. (5.4)

Las hipétesis del algoritmo de Chen son las mismas que las del algoritmo de Shi
y Shen, presentadas en (5.3) y (5.4).

Hay muchas formas de escoger el tamano de paso «, como el expuesto por Cohen
en 1981 [5]; Shi y Shen en [13] proponen la siguiente regla de biisqueda, basadas en
la regla de Wolfe (5.1) y (5.2):

En cada iteracién, fijado s > 0, el tamano de paso « debe satisfacer:

fay + ady (@) = fr < puadigi, dy(a) (5.5)
g(xp + ady(a)d(a) > pagi di(a) (5.6)

Donde,u1<%<,u2<1y:

as as
dk<a) = — <1 — k ) gk — kadkfk (57)

1+«

El algoritmo de Chen, utiliza esta regla solo en la primera iteracion, luego uti-
liza un férmula basada en el en la direccion de bisqueda, el valor de gradiente y la
constante L presentada en (5.4). A continuacién presentamos el algoritmo de Chen.

Algoritmo de Chen: Dado un punto inicial 21, una constante positiva € y tres
parametros 1, o v p tales que: 0 < pp < % < <1, % < p < 1. Definimos k := 1.

Paso 1: Si ||V f(x)| < € parar. Sino ir al paso 2.
Paso 2: Se define:

{ P sik=1
k= PV £ (i) |2 :
IV FEP+A—p) [V @) Tdrt] S k>2
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Paso 3: Calcular la direcciéon de busqueda:
di(op) = —skVf(zg) sik=1
ROIZ o (1 ) V) — (1= p) iy sik 22

Paso 4:

= Si k =1 calcular o usando la regla de Wolfe, las desigualdades 5.5 y 5.6

= Si k> 1 calcular ay, usando la siguiente relacién:
V()" di
Li||dk |

Donde: pL < Ly < myL y {m} es una secuencia positiva con una cota superior
suficientemente grande y L es la constante requerida en 5.4.

o =

Paso 5: Calcular zp 1 = xp + apdy,
Paso 6: k:=k+ 1, ir al paso 1

Por tanto se propone aplicar el algoritmo de Chen, como de describi6 en esta
seccién, para resolver el problema prototipico de inversién propuesto en la seccién
4.

6. EXPERIMENTOS NUMERICOS

6.1. Comparacion de desempeno de algoritmos de minimizacion basa-
dos en busqueda. Inicialmente se hard una comparacion de desempeno del método
de Chen, para ello se usara el siguiente problema de minimizaciéon comparando el
rendimiento del algoritmo de Chen, con el algoritmo de Shi y Shen y con un algo-
ritmo de gradiente conjugado de tipo FR:

1
" = arg m]iRn §\|Ax — b3
zeR™
para A € R™*™ y b € R™ dados.

Para comparar el rendimiento de los algoritmos, se realizaron 50 experimentos,
donde la matriz A de 30 por 50, se definié de la siguiente forma:

A=R+1

donde R es una matriz con entradas aleatorias normalizadas de 30 por 50 e [ es la
matriz identidad conformarble para la suma. Ademsds, se escogié de forma aleatoria
los vectores b e xg para cada experimento, el vector xy representa el vector inicial
en el proceso iterativo.

Se obtuvieron los resultados que se muestran en las figuras 1 y 2; donde se ob-
serva que el método de Chen no es superior a ninguno de los otros dos métodos
el términos de la cantidad de iteraciones a realizar, sin embargo debido a que las
cantidad de evaluaciones de la funcién objetivo y su gradiente es mucho menor, si
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FIGURE 1. Comparacion de iteraciones

se observa una ventaja significativa en términos del tiempo de ejecucién.

6.2. Solucién de problema prototipico con una fuente. En el siguiente ex-
perimento numérico se aplicé el algoritmo de Gradiente Conjugado y el algoritmo de
Chen para la solucién del problema de inversiéon prototipico propuesto en la seccién
4. Se considerd una cuerda de longitud 1, vibrando durante 10 unidades de tiempo;
ademds un valor de ¢ = 0.55 y una funcién de forzamiento Q(0,t) = 500sin(z), se
generaron datos de prueba U,,(x,t) que simularan los datos medidos en problema
real. Luego, se procedié a resolver el problema de inversién; que consiste en recu-
perar el valor de ¢ a partir de los datos U,,.

En la seccion anterior se observé que el método de Chen tenia un mejor de-
sempeno que el método de gradiente conjugado FR para el problema de prueba
utilizado; aqui se pretende comparar ambos métodos en la solucién de un problema
de inversion.

Al aplicar el método Chen, se utilizaron los siguiente pardmetros p; = 0.38,
o = 0.85, p = 0.58 y L. = 10. Al aplicar el método de gradiente conjugado FR se
utilizan los siguiente pardametros p; = 0.38, us = 0.85.

Ademsds, en cada iteracién fue necesario resolver la ecuacién (4.4); para ello se
utiliz6 el método de diferencia finitas de Crank-Nicolson, utilizando una particién
en 200 unidades para el espacio y en 100 unidades para el tiempo.
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FIGURE 2. Comparacion de tiempo de ejecucion

Los resultados se obtienen ejecutando el siguiente cédigo de Octave, donde se
ejecuta el archivo SingleTest, disponible en cédigo fuente de este trabajo.

1 > SingleTest

2 Getting matrix:

3 Elapsed time is 0.01438 seconds.

4 Getting testing data:

5 Elapsed time is 0.00756001 seconds.
6 Solving invertion problem with Chen:
7 Elapsed time is 5.92566 seconds.

8 Error on recovered data:

9 ans = 7.1683e-12

10 Iterations:

11 k = 37

12 Solving invertion problem with GC:
13 Elapsed time is 65.0365 seconds.

14 Error on recovered data:

15 ans = 6.9522e-12

16 Iterations:

17 k = 33

Los resultados obtenidos fueron los siguientes:
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TABLE 1. Comparacién del método de Chen con el método de
gradiente conjugado

Gradiente conjugado Chen
Tteraciones 33 37
Tiempo de ejecucion 64.1226 seg 5.71083 seg
Error en el valor de ¢ 6.9522e-12 7.16e-12

TABLE 2. Ejecucion del método de Chen en paralelo

Tiempo de ejecucion 31.5808
Error en valores de ¢ | 2.0911e-11

6.3. Solucién de problema prototipico con multiples fuentes. Se realizé
ademas otro experimento numérico, donde se explora la solucion de N problemas
prototipicos en paralelo; dado que una extensién del problema prototipico es que
en lugar de una cuerda, se tenga una superficie que se estd haciendo vibrar en N
puntos diferentes; en cuyo caso es necesario resolver N problemas como los presen-
tados en en la seccién anterior.

Para ellos se aplican técnicas de computo de alto rendimiento, mediante el uso
del paquete Parallel de Octave. En este caso, se considera un problema con 10
fuentes aplicadas en 10 puntos diferentes. En cada punto de tienen los siguientes
valores para c: 0.55, 0.78, 0.82, 0.61, 0.79, 0.63, 0.7, 0.8, 0.9 y 0.6. Se utiliza la
misma funcién de forzamiento, distancia y tiempo de mediciéon que en la seccién
anterior para simular los datos para cada uno de los valores de c.

Ademas, se utiliza el método de optimizacién de Chen con los mismos parametros
que en la seccion anterior. Los resultados se obtienen ejecutando el siguiente cédigo
de Octave, donde se ejecuta el archivo MultiTest, disponible en cédigo fuente de
este trabajo.

1 > MultiTest

Getting testing data..

Solving invertion problem:
Elapsed time is 31.5808 seconds.
ans = 2.0911e-11

T W N

Los resultado obtenidos fueron los siguientes:

Notemos que si resolvemos de forma secuencial los 10 problemas, utilizando los
resultados de la seccién anterior, esperariamos un tiempo de soluciéon de 57.1 se-
gundos.

7. DISPONIBILIDAD DE DATOS

El cédigo Octave desarrollado para este trabajo esta disponible por consulta via
correo electrénico a la direccién victor@unah.hn
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8. CONCLUSIONES

= Para resolver un problema de optimizacién por bisqueda, utilizando la regla
de Wolfe, es necesario evaluar varias veces la funcion objetivo y el gradiente
de la misma en cada iteracion.

= El método de Chen solo utiliza la regla de Wolfe en la primera iteracién, lo
que reduce la cantidad de evaluaciones necesarias; dado que en un método
de inversion evaluar la funcién objetivo y su gradiente implica resolver una
ecuacién diferencial en cada caso; el método de Chen reduce mucho la can-
tidad de evaluaciones necesarias, por lo que resulta mas conveniente para
resolver este tipo de problemas.

= Cuando el problema de inversién se generaliza a un problema con varias
fuentes, resulta conveniente aplicar técnicas de programacion de alto rendimi-
ento para resolverlo, ya que el problema se puede paralelizar. Segun los ex-
perimentos numéricos realizados el tiempo de ejecucién se reduce a la mitad
cuando el problema se paraleliza.

9. TRABAJOS FUTUROS

En este trabajo solo se estudié un problema prototipico, para una dimensién,
considerando un tnico pardmetro que no varia con la posicién. Ademas, se estudié
la extensién del problema prototipico cuando se tienen varias fuentes. En trabajos
futuros se estudiara el problema de inversién en dos dimensiones, con parametros
variables con la posicién y con varias fuentes. Ademds se compararan los resultados
que se obtengan, con los que se obtendrian utilizando un método de gradiente
adaptativo.
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IDENTIFICACION DE MODELOS ESPARCIDOS EN DINAMICA
ECONOMICA DE ALTA DIMENSIONALIDAD

KERIN CARDONA

RESUMEN. En este documento, se presentan aplicaciones de algunas técnicas
tedricas y computacionales, para la aproximacién estructurada de sistemas
dindmicos basados en datos econdémicos. La investigacion realizada en este
articulo estd enfocada a modelos de alta dimensionalidad con aplicaciones en
economia y finanzas. Las técnicas antes mencionadas se comparan, por medio
de algunas simulaciones numéricas, con los métodos mas recientes y efectivos
en el drea de modelacion esparcida de alta dimensionalidad.

1. INTRODUCCION

La construccién de modelos basados en datos es una pieza fundamental en apli-
caciones en ciencias e ingenieria. La identicacion de sistemas representa un conjunto
de técnicas desarrolladas para construir modelos matematicos de sistemas dindmi-
cos a partir de datos observados.

Es de nuestro interés modelos de alta dimensionalidad, los cuales han ganado una
importante relevancia en muchas dreas de la economia [5], finanzas [6] y aprendizaje
automatico [16]. Por ejemplo los modelos autorregresivos vectoriales (VAR) son
considerados la clave para el andlisis de informacion estructurada en la evolucién
conjunta de series de tiempo macroecondémicas.

Los modelos VAR estdandar no suelen incluir més de diez variables [3], sin embar-
go es de interés para los econometristas poder observar cientos de series de datos.
Dado que el nimero de pardmetros crece de manera cuadratica con respecto al
tamano del modelo, fue necesario extender los modelos VAR a modelos de factores
estimados (FAVAR) [17]. Bernanke utiliz6 modelos FAVAR en [4], para estimar los
efectos de las politicas monetarias.

Algunos ejemplos de aplicaciéon de modelos de alta dimensionalidad son los datos
de tipo panel a gran escala [18], matrices de volatividad [10], riesgo y construccién de
portafolio y modelos de riesgo crediticio. En general los problemas de alta dimensién
proponen un gran reto en la estimacién de parametros, debido a que pequenos
errores en la estimacién de los elementos dan como resultado grandes errores en las
matrices.

Fecha: May 3, 2021 .
Palabras y frases clave. modelos esparcidos, identificacién de sistemas, matrices estructuradas.
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Los modelos esparcidos representan una de las mejores alternativas para tratar
problemas de alta dimensién [15]. La idea principal es asumir que el vector de
pardmetros contiene muchas componentes exactamente cero o lo suficientemente
pequenas. Dicha suposicién es de gran importancia para lograr la identificacién
del verdadero modelo subyacente, especialmente si solo se cuenta con una muestra
pequena.

El propésito de este documento es aplicar algunas técnicas tedricas y compu-
tacionales presentadas en [31], para la aproximacién de sistemas basados en datos
economicos de alta dimensionalidad. Nuestro enfoque es implementar los métodos
y algoritmos presentados en [30] y [31] que nos permitan identificar, basados en
datos, los modelos que posteriormente pueden ser usados para un analisis detallado
de la estructura y dinamica del fenémeno.

2.  JUSTIFICACION

Extraer informacién de datos econdmicos, tomando en cuenta caracteristicas
especiales de dichos datos y la informacién a priori de la teoria econémica, es uno
de los objetivos principales que persigue la econometria [14, 12]. El estudio de
series temporales y ecuaciones en diferencias se han convertido en una fuente de
inspiracién para el desarrollo de la estadistica en los tltimos afios.

Debido al gran avance en las ciencias computacionales, los datos de alta dimen-
sion han surgido en muchos campos de la ciencia, ingenieria, humanidades y la eco-
nomia. Diversos temas como ser comercio electrénico, mercadeo, genética. imagenes
biomédicas y muchos mas, proporcionan datos a gran escala que requieren de nuevas
técnicas tedricas y cumputacionales para un tratamiento mas efectivo.

Los sistemas dindmicos aplicados a los mercados financieros actualmente reciben
mucha atencién a medida que la informacién de los mercado se vuelve disponible
[10]. Construir modelos de los mercados financieros es un problema inverso, da-
do que no se cuenta con principios fundamentales, como en el caso de la fisica e
ingenieria.

El tema presentado en este documento se enmarca en el eje prioritario de inves-
tigacién de la Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH): poblacién
y condiciones de vida, dentro del tema cultura, ciencia y educacién. Ademsds la
Modelacién Matematica es una de las lineas de investigacion de la Maestria en
Matematica con orientacién en Ingenieria Matematica, por lo cual este proyecto
contribuye a la soluciéon de problemas de gran relevancia para el pais.

3. ANTECEDENTES

La econometria ha inspirado el desarrollo de modelos de series de tiempo y
ecuaciones en diferencias. Por ejemplo los primeros trabajos en series de tiempo
en [34, 32], el desarrollo de una teorfa asintética para el estimador de minimos
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cuadrados (LS) para ecuaciones lineales estocésticas en diferencias (sistemas AR)
presentada en [21] y su posterior extensién a sistemas simultdneos, donde LS no es
consistente, desarrollada en [19].

Importantes avances en los modelos ARMAX fueron propuestos en [9] y poste-
riormente en [11]. Adicionalmente los modelos de errores en variables, que suceden
cuando hay alteraciones en las medidas de entrada y salida tienen un origen en el
analisis econométrico.

Los vectores autorregresivos VAR, introducidos por Christopher Sims en [26],
definieron un nuevo marco macroeconémico muy prometedor. Un modelo VAR es
un modelo lineal de n-ecuaciones y n-variables donde el valor actual de una variable
es proporcionado por sus valores anteriores mas los valores pasados de las n — 1
variables restantes. Este sencillo proceso permitié una mejor visién de la dindmica
en series de tiempo y ademds las herramientas estadisticas que conllevan los VARs
son faciles de usar e interpretar.

Bernanke, Boivin y Eliasz investigaron en [4] soluciones a problemas que sur-
gieron en la implementacién de los modelos VAR. Estos problemas se deben a la
informacién limitada que generalmente se utiliza en estos modelos empiricos. La me-
todologia implementada FAVAR, es decir, VAR con factor aumentado, fue aplicada
con éxito en la identificacién de los efectos de politica monetaria en la economia.

Durante la dltima década los métodos basados en datos se han desarrollado de
gran manera, esto debido a la gran cantidad de datos y evolucién de técnicas analiti-
cas. En [24] se estudian modelos cuadraticos esparcidos basados en polinomios, en
los cuales la dinamica depende de un nimero reducido de variables e interacciones
de segundo orden. En particular, en dicho trabajo se detallan estrategias de mues-
treo que conllevan a la identificacién exacta de sistemas dindmicos de primer orden,
aun cuando solo se cuenta con un nimero reducido de muestras.

En [25] se presenté una aplicacién del algoritmo iterativo de Douglas-Rachford
como una opcioén eficiente para resolver el problema de minimos cuadrados pena-
lizado que surge en [24]. Para un tratamiento completo del método de Douglas-
Rachford revisar, por ejemplo [1].

En el caso del modelo de regresion lineal

(3.1) y=Xp+e,

donde y = (y1,...,yn)” esun vector n-dimensional de respuesta, X = (1, ..., z,)7
es una matriz de n X p, y € es un vector de ruido n-dimensional. Consideremos el
caso de un modelo canénico lineal con matriz ortogonal reescalada X7 X = nl,. El

problema de minimos cuadrados penalizado (PLS) es

)1 -
(3:2) miy %Hy—Xﬁl\ﬁ;px(lﬁjl) :
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donde || - ||2 denota la norma en Ly y py es una funcién de penalizacién para
A>0.

Con este proceso de regularizacién del método convencional de minimos cuadra-
dos, se espera una mejor estimacion de los coeficientes de regresién con estimadores
esparcidos.

4. MODELOS AUTORREGRESIVOS

En esta seccion se presentan algunas técnicas utilizadas para modelar y pronos-
ticar series temporales. El prondstico de series temporales es una de las dreas més
importantes en el estudio de variables econémicas [35], donde observaciones pasadas
de una o varias variables son recolectadas y analizadas para desarrollar modelos que
describan una relaciéon subyacente. Los modelos autorregresivos son ampliamente
utilizados en muchos campos de las ciencias e ingenieria, por ejemplo en la pre-
diccidn de precios de acciones financieras [7], en la prediccién de la dindmica de la
vegetacién utilizando datos satelitales remotos [23], entre otros.

Un proceso autorregresivo de orden p, el cual en lo sucesivo denotaremos por
AR(p), es un proceso donde el valor de una serie de tiempo en el tiempo t, y;, es
la suma ponderada de los p valores pasados mas un término de ruido denotado por
g¢. El proceso lo podemos representar por la siguiente ecuacién en diferencias

(4.1) Yt = a1Yt—1 + a2Yp—2 + ... + apYr—p + €4,

donde &; ~ N(0,02). Si utilizamos el operador lag, denotado por L, el cual
aplicado a la variable en el tiempo ¢ se obtiene el valor de la variable en el tiempo
t —1, esto es Ly = y;—1, el proceso (4.1) lo podemos expresar de la forma

(1 — alL — a2L2 — ... apr)yt = &¢

o de forma compacta

(4.2) a(L)ys = &;.

donde el polinomio autorregresivo a(L) est4 definido por a(L) = 1—a; L—asL? —
... —apLP. Para estimar los coeficientes a;,7 = 1, ...,n, podemos utilizar el método
de minimos cuadrados haciendo el cuadrado del error alcanzar su minimo [33]
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A=arg min ||Y - AX|%
A

cR1xP
_ (XTX)_leY,
donde
y(p) y(p—1) y(1) y(p+1)
_ y(p+1) y(p) y(2) v y(p+2)
YIN-1) y(N-2) - y(N-p) y(N)

N representa el tamano de la serie de tiempo.

Un proceso de medias moviles de orden p, el cual de forma abreviada denotaremos
por MA(p), es un proceso de sumas ponderadas de ¢ elementos autorregresivos de
disturbio més un término contemporaneo de disturbio, de la forma

(4.3) y(t) = boer + bier—1 + ... + bger—q,

lo cual se puede representar en forma abreviada

(4.4) yr = b(L)ey,

donde e; ~ N(0,0?), b, ..., by son constantes y b(L) = bo+by L+...+byL? repre-
senta el polinomio de medias méviles de grado ¢q con by # 0. Los procesos AR y MA
presentados anteriormente se pueden unir para generar el proceso autorregresivo de
medias mdviles, el cual denotaremos por ARMA(p, q) y estard representado por

(4.5) Yt = a1Yi—1 + aoYi—2 + ... T apYi_p + ¢ + bie_1 + ...+ bqat_q

o de forma compacta

(4.6) a(L)y: = b(L)e;.

Es posible identificar un modelo ARMA(p, ¢) utilizando una técnica autorregre-
siva de dos pasos. El método funciona de la siguiente manera:
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1. Se inicia realizando una identificacién de un modelo autorregresivo de orden
m para ¥, es decir encontramos y; = Z;n:l A;yt,j. Luego definimos u; de
la forma

ur =yt — Ui,
lo cual representa una estimacion de los residuos u;.

2. Utilizando la estimacién encontrada para u; se procede a realizar una iden-
tificacién del modelo autorregresivo para y; de la forma

p q
ve="> A+ A
j=1 j=1

Los procesos ARMA pueden dar un modelo reducido con relativamente menos
pardmetros desconocidos. Nos dan una alternativa a los modelos AR y MA de
alto orden utilizando una combinacién de ambos procesos. Si se incluyen variables
determinadas de forma exdgena, esto es que su valor estd determinado por factores
externos al modelo, se conoce como proceso ARMA con variables exégenas y lo
denotaremos por ARMAX. Si utilizamos la variable x; para la variable exdgena, el
proceso ARMAX lo podemos representar de la forma

(4.7) a(L)y: = b(L)er + g(L)e.

El grado del polinomio g(L) nos proporciona el nimero de elementos pasados
de la variable exégena x¢, que influyen en la variable endégena y;, es decir que su
valor estd determinado por factores dentro del modelo. Una extensién multivariada
del modelo AR es el proceso autorregresivo vectorial VAR, el cual tiene la siguiente
representaciéon general

(48) Xt = A1Xt_1 + AQXt_g + ...+ ApXt—p + St + &4,

donde x; = (21,4, ...,Zn¢)? es una serie de tiempo multivariada; A;, i =1,...,n
son matrices de n x n; e, = (€14, ..., 5n7t)T es ruido blanco multivariado con matriz
de covarianza Qy s¢ = (1.4, ..., snyt)T es un vector de términos deterministicos. En
términos del operador L, un modelo VAR se puede escribir de la forma

x; = (A1 L+ A L%+ .. + ApLP)xy + 8¢ + €.

En la mayoria de las aplicaciones, el término determinista s; consiste en términos
constantes, por ejemplo s; = v, donde v; es un vector constante. Un modelo de
series de tiempo univariado esta limitado por solo una parte de toda la informacion
y por tanto una extensién natural son los modelos VAR. Sin embargo, en el caso que
se tenga disponible mucha informacién en series de tiempo, no resulta conveniente
incluir todas las variables en el modelo. Tratar de estimar més pardmetros puede
llevar a resultados imprecisos, especialmente en los modelos VAR, donde el ntimero
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de pardmetros a estimar crece de manera cuadratica con respecto al niimero de
variables.

En la siguiente seccién se presenta una alternativa para incluir més informacién
en el modelo utilizando técnicas de reduccién de orden. El modelo aproximado
factorial dindmico presentado en [27] nos permite hacer predicciones de variables
macroeconémicas de alta dimensionalidad.

5. MODELOS FACTORIALES DINAMICOS APROXIMADOS

Un modelo utilizado para prondsticos en macroeconomia se basa en el llamado
Modelo factorial dindmico aprozimado. En este modelo series de tiempo que de-
penden solo de un nimero esencial de factores son observadas con cierto ruido. Los
modelos factoriales descomponen el comportamiento de una variable econémica x;;
en componentes controladas por algunos factores Fy, los cuales son comunes para
todas las variables, pero con efectos especificos en cada una de ellas [27]. La variable
a pronosticar depende de una combinacién lineal de sus valores pasados y también
depende de los siguientes factores a estimar

(5.1) xy = AF; + Xy,

donde x; es el vector de observaciones en el tiempo t; A = (A, ..., A\y)T es una
matriz de cargas de N x r; F; es el vector de factores de r x 1 y Ty es un vector que
representa ruido o incertidumbre de medicién. En nuestro caso x; es medido, F; y
7; son desconocidos. Generalmente en modelos macroeconémicos la dimensién de
x¢ es mayor que la dimensién de Fy. La variable a ser pronosticada y:y1 se asume
que sigue el siguiente modelo dindmico

(5.2) Yer1 = BTF, +y(L)ys + v,

donde y;41 es la variable a ser pronosticada; 8 = (81, ..., 3,)%; F; es el mismo
vector de factores de (5.1); v(L) es un polinomio autorregresivo similar a (4); z; =
(z1ty oy T Nt)T; v es un vector que representa ruido aleatorio o errores de medicién.
La ecuacién (5.2) implica que los y;41 estdn formados por los factores previos,
sus elementos autorregresivos y ruido. La ecuacién (5.1) implica que la variacién
de las N variables estd determinada por r factores. En [8] se utilizé este tipo de
modelo para pronosticar la tasa de crecimiento de produccién industrial, la tasa de
desempleo y la tasa de inflacién en la economia de Taiwan. Los datos contienen 95
variables macroecondémicas y 87 series de tiempo internacionales durante 1981-2006.

La presencia de alta dimensionalidad conlleva un gran reto en el desarrollo de

la teoria econométrica. Debido a la habilidad de resumir informacién de conjuntos
de datos grandes, los modelos factoriales se han convertido en una herramienta
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indispensable en economia y finanzas. Una revisiéon importante del aporte de los
modelos factoriales en estimacién e inferencia estadistica se puede encontrar en [2].

6. PROBLEMAS DE ERROR EN VARIABLES (EIV)

La identificaciéon de sistemas dinamicos lineales, donde los datos de salida del
sistema provienen de mediciones distorsionadas por ruido, ha sido ampliamente
estudiado. Diferentes soluciones a dicho problema se han presentado, por ejemplo
en [20, 29]. Por otro lado, la identificacién de sistemas cuando los datos de entrada
también estdan contaminados por errores de medicién se considera un problema con
mayor grado de dificultad. Este tipo de problemas es conocido como modelos de
error en variables (EIV, por sus siglas en inglés). Una motivacién para el estudio de
modelos EIV resulta de la situacién presentada en la seccién anterior, donde datos
con alta dimensionalidad son aproximados por un pequeno numero de factores, lo
cual constituye la motivacién del analisis factorial.

Se considera el siguiente sistema dinamico lineal como ejemplo prototipo, con
medidas de entrada-salida distorsionadas por ruido como se muestra en la siguiente
figura

¥(1)
+

t e it
uo(r) SYSTEM Yolr)  + O ¥(1)

+

i(r) ult)
=

FIGURA 1. Prototipo para el problema EIV, Fuente: [28].

Sea u(t) = uo(t) +u(t), y(t) = yo(t) +y(t), donde uo(t) y yo(t) son sefiales libres
de ruido que estén relacionadas por una ecuacion lineal de diferencias de la forma

A(L)yo(t) = B(L)uo(t),
donde A(L) y B(L) son polinomios autorregresivos en términos del operador L

definido en la seccién (4) de la forma

A(L) =14+ a1 L+ asl* + ... + a,, L™
B(L) =1+biL+byL* 4 ... + b, L™

El problema consiste en determinar las caracteristicas del sistema, es decir, dadas
las muestras de sefiales de entrada-salida con ruido {y;,u;}Y ,, determinar una
estimacién del vector de pardametros del sistema
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0 = (a1, ooy Gy, b1y ey by )T

Luego si consideramos el sistema dindamico de la forma

y(t) =" ()0 +(t),

con o(t) = (—y(t —1),...,—y(t — ng),u(t — 1), ...,u(t —np))", donde el efecto

del ruido se puede expresar como £(t) = A(L)y(t) — B(L)u(t). El sistema se puede
representar en su forma matricial como:

PO—Y,
donde
—y(n) o —y(l—ng +n) u(n) oo u(l=—np+n)
Syt 1) e y@—natn) u(ntl)
& _ . ) .
YN 1) y(Nema) u(N 1) (N )
y(n+1)
Y = .
y(N)

con n = max(ng, np).
El método de minimos cuadrados total (TLS, por sus siglas en inglés) se puede
utilizar para resolver el sistema sobredeterminado de ecuaciones anterior, donde

tanto la matriz de coeficientes, como el lado derecho de la ecuacién estan sujetos a
errores de medicién. El problema consiste en encontrar 075 tal que

(6.1) Orps =arg min ||[®0— Y|%.
o€

R”a +ny

El siguiente resultado presentado en [13], nos permite aproximar de forma explici-
ta el problema anterior de minimos cuadrados total

Orrs = (@T® — 1) '@y,
donde o es el mayor valor singular de ®.

Una desventaja de utilizar el método TLS para encontrar la solucion de (6.1)
es que no explota la estructura de la matriz ®. Con el objetivo de aprovechar tal
aspecto estructural, algunas extensiones al método TLS se han desarrollado. Por
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ejemplo en [22] se introduce el método minimos cuadrados totales estructurados
(STLS, por sus siglas en inglés).

7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este documento se hace una revisiéon de los modelos clasicos univariados pa-
ra series de tiempo basados en procesos autorregresivos AR, ademaés su extensién
a modelos multivariados VAR. Como un primer tratamiento en la identificacion
de modelos econdémicos, los modelos clasicos aportan suficientes elementos para el
prondstico de variables macroeconémicas. A medida crece el niimero de variables y
los datos se vuelven de alta dimensionalidad, los modelos clasicos no son adecuados
y es necesario la implementacién de modelos estructurados, por ejemplo el mode-
lo factorial dindmico aproximado. Dicho modelo es un caso especial de una clase
de modelos llamados error en variables EIV. El problema general EIV se puede
solucionar mediante el método de minimos cuadrados total TLS, pero presenta el
inconveniente que no garantiza que la solucién sea esparcida. Un enfoque por ex-
plorar en el futuro es la extensién del TLS al método de minimos cuadrados total
estructurado STLS. En todos los casos presentados, el problema de la estimacién
de los parametros de los modelos, al final se reduce a encontrar la solucién de un
sistema sobredeterminado de ecuaciones de la forma AX =~ B, donde A es una
matriz de m x n. En general el tipo de soluciones del sistema anterior depende del
método seleccionado. En trabajos futuros se buscard desarrollar métodos tedricos
y computacionales que permitan generar soluciones esparcidas en la estimacién de
los parametros de modelos econémicos de alta dimensionalidad.
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IDENTIFICACION APROXIMADA DE SENALES EN
RECONOCIMIENTO DE PATRONES

WILLIAM FUNEZ

RESUMEN. En este articulo estudiamos un sistema de identificacién y clasifi-
cacién de senales que utiliza el algoritmo de descomposiciéon en valores sin-
gulares (SVD) y anélisis de componentes principales (PCA). El algoritmo se
basa en un enfoque de “eigenfaces”para los primeros experimentos realizados,
que representa un método de PCA en el que se utiliza un pequeno conjunto
de caracteristicas significativas para describir la variacién entre las imagenes.
Se muestran resultados experimentales para diferentes numeros de “eigenfa-
ces”para verificar la viabilidad del método propuesto.

ABSTRACT. In this article we study a signal identification and classification
system which uses the Singular Value Decomposition (SVD) and Principal
Component Analysis (PCA) algorithm. The algorithm is based on an eigen-
faces approach for the first performed experiments, which represents a PCA
method in which a small set of significant features is used to describe the va-
riation between images. Experimental results are shown for different numbers
of eigenfaces to verify the feasibility of the proposed method.

1. INTRODUCCION

Una de las demostraciones mas llamativas de la descomposicién en valores sin-
gulares (SVD) y anélisis de componentes principales (PCA) es la identificacién o
clasificacién de imdgenes. En este problema, PCA (es decir, SVD en datos de resta
de la media) se aplica a un conjunto de imdgenes para extraer las correlaciones mas
dominantes entre las imdgenes. El resultado de esta descomposicién es un conjunto
que se le llama “eigenfaces” que definen un nuevo sistema de coordenadas donde las
imégenes pueden representarse en estas coordenadas tomando el producto escalar
con cada una de las principales componentes [9]. El problema llamado “eigenfa-
ce”fue estudiado por primera vez por Sirovich y Kirby en [11]. Su aplicacién al
reconocimiento facial automatizado fue presentado por Turk y Pentland en [10].
Este problema se resuelve mediante PCA, la cual es una técnica de proyeccién que
encuentra un conjunto de vectores de proyeccién disenados para que los datos pro-
yectados retengan la mayor parte de la informacién sobre los datos originales. Los
vectores més representativos son los autovectores correspondientes a los autovalores
més altos de la matriz de covarianza [9]. Este método reduce la dimensionalidad del
espacio de datos al proyectar datos desde el espacio de dimensién M al espacio de
dimensién N, donde N << M. En la siguiente seccién se presenta la justificacién

Fecha: Abril 19, 2021.

Palabras y frases clave. Descomposicién en valores singulares, anélisis de componentes princi-
pales, identificacién, eigenfaces.

Asesor Dr. Fredy Vides.
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del proyecto, donde se dara la importancia y lineas de investigacién relacionadas
con el proyecto.

2.  JUSTICACION

La importancia de este trabajo recae en la creciente interseccion de los métodos
basados en datos, optimizacién, estadistica y otros temas de la matemadtica. La
mayoria de los programas de pregrado en ingenieria y los campos de la ciencia en la
UNAH, tienen poca exposicién a los métodos de datos y optimizacion, el objetivo es
proporcionar una introduccién a la ciencia de datos. Se ha elegido SVD y PCA por
su relevancia, simplicidad y generalidad, esto ya que cada vez mas los investigadores
estan utilizando enfoques basados en datos.

El descubrimiento basado en datos esta revolucionando actualmente la forma
en que modelamos, predecimos y controlamos sistemas complejos. Los problemas
cientificos y de ingenieria mas apremiantes de la era moderna no son basados en
principios bésicos, esto hace que cada vez mas los investigadores recurren a enfoques
basados en datos para una amplia gama de sistemas complejos como, la turbulencia,
el cerebro, el clima, la epidemiologia, las finanzas, la robdtica, la autonomia, entre
otros [9]. Estos sistemas son tipicamente no lineales, dindmicos, de escala multiple
en espacio y tiempo, de alta dimensién, con patrones dominantes que deben ser
modelados para el objetivo eventual de deteccién, prediccién, estimaciéon y control
[2, 7].

Las aplicaciones que se presentaran en este trabajo sera la identificacion y de-
teccion de imdagenes, ya que uno de los enfoques de PCA més simples y efectivos
utilizados en los sistemas de identificacion de imagenes es el llamado enfoque de
“eigenfaces”. Este enfoque transforma los rostros en un pequeno conjunto de ca-
racteristicas esenciales, las “eigenfaces”, que son los componentes principales del
conjunto inicial de imagenes de aprendizaje (conjunto de formacién), en la seccién
5 se brinda mas detalles sobre la idea principal de lo son las “eigenfaces”.

La identificacién se realiza proyectando una nueva imagen en el subespacio de
“eigenfaces”, después de lo cual la persona se clasifica comparando su posicién en
el espacio de eigenfaces con la posicién de los individuos conocidos [11]. La ventaja
de este enfoque sobre otros sistemas de identidicacion es su simplicidad, velocidad e
insensibilidad a los cambios pequenos o graduales en el rostro. El problema se limita
a los archivos que se pueden utilizar para identificar el rostro. Es decir, las imagenes
deben ser vistas de manera frontal y vertical. También se utiliza la modificacién de
los algoritmos en [3] y un resultado presentado en [1].

La teorfa de aproximacién esparcida (representacién esparcida) trata con solu-
ciones esparcidas para sistemas de ecuaciones lineales, las técnicas para encontrar
éstas soluciones y explotarlas en aplicaciones han encontrado un amplio uso en el
procesamiento de imédgenes en [4], en este caso se presentard una aplicacién me-
diante SVD para clasificacion de imagenes. Para mejorar ciertas debilidades de
este método se desarrollard andlisis robusto de componentes principales (RPCA),
que busca descomponer una matriz de datos A en una matriz estructurada L de
“low-rank” y una matriz esparcida S [5]. A continuacién se mostrard la lineas de
investigacion entre las cuales este proyecto esta relacionado.

La Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH), estipula como uno de
sus ejes de investigacién el estudio de la Poblacién, dentro de éste se define como
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tema prioritario de investigacion, entre otros, ciencia, de esta manera, el presente
estudio se enmarca en este eje prioritario. Considerando que éste articulo cubre el
andlisis de datos, este es un tema de interés enfocado en la linea de investigacién
de optimizaciéon matematica, anélisis numérico de la Maestria en Matematica con
Orientacién a Ingenieria de la UNAH, ya que los sistemas suelen ser no lineales,
dindmicos y de alta dimensién, con patrones dominantes que deben caracterizarse
y modelarse para el objetivo eventual de deteccién, prediccion, estimacién y con-
trol. En la siguiente seccién se expone una perspectiva histérica sobre como se ha
desarrollado la tematica del articulo desde sus inicios hasta como se logré llegar a
los conceptos mas modernos.

3. ANTECEDENTES

La SVD tiene una larga y rica historia, que va desde los primeros trabajos de
desarrollo de los fundamentos tedricos hasta el trabajo moderno sobre estabilidad
y eficiencia computacional. Hay una excelente revisién histérica de Stewart en [6],
que proporciona contexto y muchos detalles importantes. La revisién se centra en
los primeros trabajos teéricos de Beltrami y Jordan (1873), son los progenitores de
la SVD, Beltrami en virtud de la primera publicacién y Jordan por la integridad y
elegancia de su tratamiento. La contribucién de Beltrami aparecié en el Journal of
Mathematics for the Use of the Students of the Italian Universities y su propédsito
era alentar a los estudiantes a familiarizarse con las formas bilineales. Sylvester
(1889), escribié dos documentos sobre el tema de la SVD, también una nota al pie
de pédgina que aparece al final de un articulo en The Messenger of Mathematics,
en el documento Sylvester describe un algoritmo iterativo para reducir una forma
cuadratica a una forma diagonal, en la nota senala que se puede usar una iteracién
andloga para diagonalizar una forma bilineal. Schmidt (1907), logra que la historia
ahora pase del dominio del dlgebra lineal a las ecuaciones integrales, uno de los te-
mas candentes de las primeras décadas del siglo XX, en el tratamiento de ecuaciones
integrales con ntcleos asimétricos, Erhard Schmidt (de la fama de Gram-Schmidt
y un estudiante de Hilbert) introdujo el andlogo de dimensién infinita de la SVD.
Pero fue mas alla de la mera existencia de la descomposiciéon al mostrar cémo se
puede utilizar para obtener aproximaciones 6ptimas de low-rank a un operador, al
hacerlo, transformé la SVD de una curiosidad matematica a una importante he-
rramienta tedrica y computacional. Autonne (1913), extendié la descomposicién a
matrices complejas. Hotelling (1933), como alternativa al anélisis factorial (técnica
estadistica de reduccién de datos usada para explicar las correlaciones entre las
variables observadas en términos de un nimero menor de variables no observadas
llamadas factores). Eckart (1936) y Young (1939) lo extendieron a matrices rectan-
gulares y redescubrieron el teorema de aproximaciéon de Schmidt, que a menudo (e
incorrectamente) se llama el teorema de Eckart-Young. La SVD fue introducida en
el anglisis numérico por Golub y Kahan (1965). En las siguientes secciones se dard
una breve descripciéon de SVD y propiedades que se utilizaran para el desarrollo del
proyecto.

4. DESCRIPCION DE SVD

Como en este proyecto la informacién que necesitamos requiere ser almacenada
en una matriz A, que a su vez el propdsito principal es representar e identificar la
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informacién de dicha matriz, se hara uso de la técnica de SVD. En términos genera-
les la SVD es una factorizacién matricial que nos proporciona ciertas caracteristicas
de la matriz A, también es una generalizacién del teorema espectral, ya que en es-
te caso podemos hacer la descomposiciéon para cualquier matriz rectangular y no
simétrica, nos permite describir el mapeo lineal asociado a la matriz A mediante el
sistema Ax = b.

En términos generales para cualquier matriz A € R™*™ se puede obtener una fac-
torizacién de la forma A = UXVT, donde U € R™™ V € R™X™ son matrices
ortogonales y ¥ = diag(o1,---,0,) son los valores singulares de A, se tiene que
r = rankA, esto equivale al Teorema 2.6.3 de [1]. Una vez obtenida la SVD es
posible acceder a una gran cantidad de informacién de la matriz A, por ejemplo el
rango de la matriz, la norma espectral y el nimero de condicién [1, 2]. También
podemos resolver sistemas de ecuaciones que consideren a la matriz A como la ma-
triz de coeficientes y es importante en algunos problemas de optimizacién, estos
problemas nos ayudaran a obtener una mejor aproximacion de “low-rank”.

Otra propiedad que se puede extraer de la SVD es la asociada con sus normas, ya
que para la SVD los valores singulares juegan un papel muy importante, se tendra
que hacer uso de lo siguiente [1]:

1. Norma Espectral: ||A||2 = o7.
2. Norma de Frobenius: ||A]|3 = Y7, o7

.
En la siguiente seccion se presenta la idea principal detras de las “eigenfaces”, su
calculo y como se representan en una base.

5. IDEA PRINCIPAL DETRAS DE LAS EIGENFACES

Suponga que I' es un vector de tamafio N2 x 1, correspondiente a una imagen I
de tamano N x N, donde la imagen tiene N pixeles de alto y IV pixeles de ancho.
La idea es representar I' (& = I'" — cara media) en un espacio de baja dimensién:

K
(5.1) d — media = Zwiui
i=1

Cadlculo de las Eigenfaces. La ecuacion (5.1) representa las caras sobre una base se
da maés detalle de esta ecuacién al final de esta seccién, a continuacién se muestra
el proceso de como realizar el calculo de las “eigenfaces”:

Paso 1: Se obtendra las imagenes de las caras Iy, Io, ..., ;.
*Obs. Las imagenes de la cara deben estar centradas y deben tener el
mismo tamano [4].
Paso 2: Representar cada imagen I; como un vector I';.
Paso 3: Calcular el vector de cara promedio V:

1 M
W:M;Fi

Paso 4: Restar la cara media
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Paso 5: Calcular la matriz de covarianza C:
M
1
C=; ;@@T = AAT,  (Matrix de N2 x N?),

donde A = [®;--- @], (Matrix de N? x M).

Paso 6: Calcular los autovectores u; de AAT
Paso 6.1: Considerando la matriz AT A (de tamaiio M x M).
Paso 6.2: Calcular los autovectores v; de AT A.

AT Av; = piv;
AATA’Ui = ,UJZAUI
CA’Ui = UiUg donde U; = A’Ui.

Por tanto, AAT y AT A tienen los mismos valores propios y sus vectores
propios estan relacionados de la siguiente manera: u; = Av;.
Obs. 1. AAT puede tener hasta N? autovalores y autovectores.
Obs. 2. AT A puede tener hasta M autovalores y autovectores.
Obs. 3. Los M autovalores de AT A (junto con sus correspondientes autovec-
tores) corresponden a los M autovalores més grandes de AAT (junto con sus
correspondientes autovectores).

Paso 6.3: Calcular los M mejores vectores propios de AAT: u; = Av;.

Obs. Normalizar u; tal que ||u;]| =1
Paso 7: Mantener solo K autovectores (correspondientes a los K autovalores mds
grandes)

Representar las caras sobre una base. Cada cara (menos la media) ®; en el conjunto
se puede representar como una combinacién lineal de los mejores vectores propios
de K:

K

- ) T
(I)i — media = E W;Uq, (wi = U; (I)i),
i=1
cada cara normalizada ®; esta representada en una base por un vector
T -
I, i=1,--- , M.

En la siguiente seccién se presenta el uso de “eigenfaces”para identificacion y de-
teccion de imégenes.

6. IDENTIFICACION Y DETECCION

El analisis de componentes principales (PCA) transforma un conjunto de datos
obtenidos de variables posiblemente correlacionadas en un conjunto de valores de
variables no correlacionadas llamadas componentes principales [9]. El ntimero de
componentes puede ser menor o igual al nimero de variables originales. La primera
componente principal tiene la varianza maés alta posible, y cada uno de las compo-
nentes siguientes tiene la varianza mas alta posible bajo la restriccién de que debe
ser ortogonal a la componente anterior. Se desea encontrar las componentes prin-
cipales, en este caso vectores propios de la matriz de covarianza de las imégenes.
Lo primero que debemos hacer es crear un conjunto de datos de entrenamiento. La
imagen I; se puede representar como un vector concatenando filas [10]. Lo antes
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mencionado es lo que se mostré en la seccion 5, a continuacién se presentara el uso
de “eigenfaces” para identificacion y deteccién de imagenes con sus correspondientes
pasos.

Algorithm 1 Identificaciéon.

Input: Dada una imagen desconocida I' (centrada y del mismo tamafio que el
conjunto ingresado al inicio), se debe seguir lo siguiente:
1: Normalizar I': =T — ¥
2: Proyectar en el eigenspace
K
®; — media = Zwiui, (w; = ul ®;)
i=1
3: Representar ® como: Q = [wy -+ wk]T
4: Encontrar e, = min; [|Q — Q||
5: Si e, < T, entonces I' se reconoce como la cara [ del conjunto.

Algorithm 2 Deteccién.

Input: Dada una imagen desconocida I'" (centrada y del mismo tamano que el
conjunto ingresado al inicio), se debe seguir lo siguiente:
1: Calcular ® =T - ¥
2: Calcular

K
(I)i — media = E w;Usg, (wl = u?@l)
i=1

3: Calcular eq = ||®; — ®|
4: Si eq < Ty, entonces I es la cara.

En la siguiente seccién se presenta un experimento numérico que muestra como
resolver la identificacién y deteccion de imagenes.

7. EXPERIMENTO NUMERICO

El experimento numérico muestra como resolver la identificacién de imégenes, se
toma un grupo de imégenes de un hombre en este caso del actor Sylvester Stallone
y otro de una mujer en este caso la cantante Taylor Swift se toma 20 imégenes de
cada persona (ver figura 1), las cuales fueron extraidas de internet, recordar que
todas las imagenes deben estar centradas y tener el mismo tamano, cada imagen
tiene 200 pixeles de alto y 175 pixeles de ancho donde cada una de las imagenes
que se utiliza se ha reformado en un vector columna con 200 x 175 = 35,000 ele-
mentos, a continuacion se presenta el algoritmo 1 el cual nos permite identificar
las imdgenes en dos grupos (ver figura 4), mediante las técnicas descritas en las
secciones anteriores, también nos permite detectar una imagen ingresada después
del conjunto inicial, para lo antes mencionado se utiliza GNU Octave con técnicas
computacionales utilizadas en [12].

48



IDENTIFICACION APROXIMADA DE SENALES EN RECONOCIMIENTO DE PATRONES 7

FicUuraA 1. Algunas imdgenes del conjunto de las 20 imdgenes que
se cargan para cada grupo para realizar el experimento.

Tt Toto ToTs o 1o To o Fo o Fo o o oo oo Foto Fo o o o o Fo o Fo o o o o oo o Fo o
% ALGORITMO 1

% Identificacion

% Deteccion
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(A) Imagen de una mujer la cual no (B) Imagen de Stallone, solo que
es Taylor Swift, ademés cuenta con estd imagen cuenta con rasgos dis-
danos en su rostro, notaremos que tintos al grupo de 20 imégenes que
sé aleja en la identificacién. se ingresé al inicio.

FicuraA 3. Iméagenes que se desean detectar, para cada uno de los
distintos grupos.

clear all
close all
clc

% Tamafio de cada imagen
m = 200;
n = 175;

% Numero de imagenes (muestra)
N = 20;

avg = zeros(m#*n,1); ¥ la cara promedio
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10000

5000 L
]

PCA3
®
-

-5000
-

-10000

15000

10000

15000

-15000 15000

FIGURA 4. En el siguiente grafico se muestra la identificacién de
los dos grupos, los puntos de color rojo son los correspondientes
a Stallone y los de color azul a Taylor Swift, donde las imégenes
ingresadas al final estdn de colores distintos para la imagen de Sta-
llone con rasgo distinto se tiene en color verde la cual se mantiene
en el grupo, asi que detecta bien las caracteristicas principales del
rostro, para la imagen de la mujer con danos en el rostro que no
es Taylor Swift se tiene en color negro podemos ver que se aleja
del grupo, lo cual estd bien, ya que no corresponde al grupo de
imagenes de Taylor Swift.

A= [1;

%% Cargar imagenes de Sylvester Stallone
count = 0;
for j = 1:N
figure(1)
ff = [’faces/stallone’,num2str(j,’%02d’),’.jpg’];
u = imread(ff); % Leer la imagen en una matriz
imshow (u)
if(size(u,3)==1)
M=double(u);
else
M=double (rgb2gray (u)) ;
end
pause(0.1);
R = reshape(M,m*n,1);
A = [A,R];
avg = avg + R;
count = count + 1;
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end

%% Cargar imagenes de Taylor Swift

for j = 1:N
figure(1)
ff = [’faces/taylor’ ,num2str(j,’%02d°),’.jpg’];
u = imread(ff); J Leer la imagen en una matriz
imshow (u)

M = double(u(:,:,1));
R = reshape(M,m*n,1);
A = [A,R];
pause(0.1);

avg = avg + R;
count = count + 1
end
avg = avg /count;

%% Calcular el "promedio" de cada cara
avgTS = uint8(reshape(avg,m,n));
figure(1), imshow(avgTS);

%% Centrar las imagenes de la muestra en el "origen"
figure(1)
for j = 1:2%N
AC:,3) = AC:,j) - avg;
R = reshape(A(:,j),m,n);
imshow (R) ;
set(gcf,’Position’, [100 900 500 500])
pause(.1);
end

%% Calculando la SVD
[U,S,V] = svd(A,’econ’);
Phi = U(:,1:2%N);
Phi(:,1) = -1*Phi(:,1);
figure(2)
count = 1;
for i=1:3
for j=1:3
subplot (3,3, count)
imshow (uint8(25000*reshape (Phi(:,count) ,m,n)));
count = count + 1;
end
end

%% Proyectar cada imagen sobre la base
for j = 1:N
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imvec = A(:,j);

STAL(:,j) = imvec’*Phi(:,1:3);
end
for j = 1:N

imvec = A(:,N+j);

TLR(:,j) = imvec’*Phi(:,1:3);
end

figure(3)

plot3(STAL(1,:),STAL(2,:),STAL(3,:),’r.’, ’MarkerSize’,30)
hold on

plot3(TLR(1,:),TLR(2,:),TLR(3,:),’b.’, ’MarkerSize’,30)
xlabel (’PCA 1°)

ylabel(’PCA 2°)

zlabel (’PCA 37)

legend (’STALLONE’ , >TAYLOR’)

%% Agrega algunas imagenes fuera del conjunto

u = imread(’faces/pruebastallonel.jpg’);

figure(4)

subplot(1,2,1)

imshow (u) ;

u = double(rgb2gray(u));

ustal = reshape(u,m*n,1)-avg;

stalpts = ustal’*Phi(:,1:3);

v = imread(’faces/pruebaconjunto2.jpg’);

subplot(1,2,2)

imshow (V) ;

v = double(rgb2gray(v));

vterm = reshape(v,m*n,1)-avg;

termpts = vterm’*Phi(:,1:3);

yyA

figure(3)

plot3(stalpts(1),stalpts(2),stalpts(3),’g.’, ’MarkerSize’,30)
plot3(termpts (1) ,termpts(2),termpts(3),’k.’, ’MarkerSize’,30)

En la siguiente seccién se presenta las conclusiones del trabajo realizado para
resolver la identificacion y deteccién de imdgenes, utilizando el analisis de compo-
nentes principales.

8. CONCLUSION

Se utilizé una base de datos que contiene 40 imagenes de 2 personas diferentes
(20 imdgenes por persona), utilizando el anélisis de componentes principales para
realizar este proceso, de los resultados obtenidos mediante el experimento numérico
podemos notar que la identificacién y deteccién de imagenes es aceptable, pero
se puede realizar una mejora a este método, haciendo una pequena observacion
también que la tasa de identificacién aumenta con el nimero de im&dgenes por
persona. Es obvio que si la distancia minima entre la imagen de prueba y otras
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imdagenes es cero, la imagen de prueba coincide completamente con la imagen de la
base. Si la distancia es mayor que cero, pero menor que cierto umbral, es una persona
conocida con otra expresion facial, de lo contrario es una persona desconocida.

9. TRABAJO A FUTURO

Para mejorar el sistema de identificacion de seniales utilizado en este trabajo, en
esta mejora se utilizard el algoritmo de descomposicién en modo dindmico (DMD),
donde esta técnica se basa en la descomposicién ortogonal adecuada (POD), que
utiliza la (SVD) computacionalmente eficiente de modo que escala bien para pro-
porcionar reducciéon de dimensionalidad en sistemas de alta dimensién. La DMD
es una técnica que permite extraer las caracteristicas de flujo dindmicamente re-
levantes de datos experimentales o numéricos. En esta técnica, un mapeo lineal
se construye a partir de una serie de datos resueltos en el tiempo, para este tipo
de experimento se considerard la descomposicién de Koopman en relaciéon con la
DMD, considerando la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS)
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ANALISIS DINAMICO EN REACCIONES QUIMICAS
MODELADAS CON SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES DE
ORDEN FRACCIONARIO

OSCAR MOLINA

RESUMEN. La construcciéon de modelos para la resoluciéon de los problemas
de la sociedad actual es un tema que ha ido en auge en la ciencia contemporéanea
y ha marcado tendencia en la investigaciéon. Podemos ver como la matematica
relacionada con otras disciplinas, generalmente apoyadas de la informética e
inteligencia artificial, pueden generar modelos que ayudan a dar solucién a los
problemas méas complejos de la ciencia y la sociedad. En base a lo anterior
podemos afirmar que la ciencia contemporédnea tiene un interés dominante en
construir modelos mateméticos que permitan comprender la dindmica de los
sistemas y como mejorar el control sobre los mismos. Es por ello que en este
articulo se expone un caso de la ingenieria quimica, en la que primero se toma
la cinética de una reaccién quimica, representada por un sistema dindmico de
orden entero y luego se convierte a un sistema de orden fraccionario aproxi-
mado. Para realizar esto se utilizan las definiciones de las derivadas de orden
fraccionario, asi como sus propiedades para convertir dichos modelos. Ademés,
se realiza una simulacién numérica en la que se obtiene la respuesta del sistema
dindmico asi como los retratos de fase y su diagrama de bifurcacién.

ABSTRACT. The construction of models to solve the problems of current
society is a topic that has been on the rise in contemporary science and it
has set a trend in research. We can see how mathematics related to other
disciplines, generally supported by computer science and artificial intelligence,
can generate models that help to solve the most complex problems of science
and society. Based on the above we can affirm that contemporary science has
a dominant interest in building models that allow the understanding of the
dynamics of systems and how to improve control over them. That is why this
article presents a case of chemical engineering, in which first a kinetic chemical
reaction represented by a dynamic system of integer order is taken and then it
is converted to an approximate fractional order system.To do this, the defini-
tions of the derivatives of fractional order are used, as well as their properties
to convert said models. In addition, a numerical simulation is carried out in
which the response of the dynamic system is obtained as well as the phase
portraits and its bifurcation diagram.

1. INTRODUCCION

La representacién matemaética de un fenémeno ya sea fisico o quimico, se
modela usualmente utilizando ecuaciones diferenciales; sin embargo existen pro-
blemas en que dichas ecuaciones no tienen solucién analitica, especialmente las que
no son lineales. Estas generalmente presentan comportamiento cadtico, de ahi el

Date: abril, 2021.
Key words and phrases. Cinética, calculo fraccionario, caos.
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interés en apoyarse en el uso de diversas herramientas para entender estos compor-
tamientos y poder controlarlos [1].

Un sistema no necesita ser complejo o de dificil mediciéon experimental para
mostrar un comportamiento cadtico, pero si ocurre cuando es de tipo no lineal. Tal
es el caso que la fuente del caos son precisamente este tipo de sistemas no lineales.
El caos también es caracterizado por una alta sensibilidad a las condiciones ini-
ciales, el paso de la unidad individual a la simetria recursiva entre niveles de escala
y el poseer mecanismos de realimentaciéon. Sin importar con que precision se midan
estos sistemas, la prediccién de su futuro se vuelve radicalmente erréneo luego de
cierto tiempo [2].

Las ecuaciones diferenciales fraccionarias, han despertado un interés considerable
en la matematica aplicada, han sido utilizadas en muchas aplicaciones fisicas y pro-
cesos quimicos. Los tépicos matematicos y sus métodos de resolucién para este
tipo de ecuaciones han sido discutidos ampliamente por muchos autores, los cuales
han arrojado soluciones més exactas comparado con otros tipos de sistemas; para
el caso que nos compete, se emplea una herramienta computacional para realizar
un andlisis dindmico del sistema como ser: eigenvalores, bifurcacién, retratos de
fase, entre otros. Asi mismo, se hace una comparacién con un sistema dindmico no
lineal de ecuaciones diferenciales de orden entero [3].

Este trabajo pretende mostrar que el el cdlculo fraccionario es una herramienta
mas precisa para resolver este tipo de sistemas derivados del modelamiento matema-
tico de la cinética de reacciones quimicas.

2. JUSTIFICACION

Las reacciones quimicas estan siempre presente en la materia y son responsables
de innumerables fenémenos de constante transformacién de una cosa en otra, tales
como: los cambios atmosféricos, la fotosintesis, la combustién de la gasolina, la co-
rrosion de los metales, la digestion de los alimentos, la fermentacién de licores, por
mencionar algunos ejemplos bésicos. Consecuentemente, el conocimiento sobre las
reacciones quimicas es importante no solo para comprender las formas y métodos de
supervivencia de los humanos, sino también porque, para poder atender las necesi-
dades y/o comodidades de los humanos, las industrias buscan nuevos métodos que
permitan hacer mas rentables sus procesos fisico-quimicos. Para poder hacer mas
eficientes dichos procesos, es necesario tomar en cuenta el modelado matematico de
reacciones cinéticas quimicas de algunos 6rdenes que conduce a la formacién de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Estos sistemas pueden ser lineales o no lineales,
dependiendo del orden de la cinética en la reaccién quimica [4].

Algunas reacciones quimicas se comportan de forma cadtica, siendo modeladas
por medio de un sistema dindmico no lineal. Esta dindmica no lineal se encuentra
en casi todas las areas de trabajo en la industria quimica, por ejemplo: operaciones
unitarias no convencionales como la separacién con membranas (ultra filtracién y
didlisis) y, procesos convectivos y difusivos en medios tortuosos (poros absorbentes,
empaques de torres, granos de catalizador, filtros y lechos fluidizados, entre otros).
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Es importante comprender que la reacciéon quimica, es uno de los fenémenos donde
la irreversibilidad termodindmica permite la auto-organizacién para sistemas abier-
tos y lejos del equilibrio. La sola ley de “accion de masas” hace no lineales las
ecuaciones de la cinética quimica, maxime si se introduce el factor exponencial
de Arrhenius, para dar cuenta de los efectos de la temperatura. Asi mismo, las
reacciones quimicas y el flujo turbulento son ejemplos en donde las leyes del caos
prometen importantes avances para la industria de procesos quimicos. El estudio
del caos podria facilitar la respuesta a muchas inquietudes vigentes al dia de hoy,
como ser el comportamiento variable de una reaccién quimica a pequenas varia-
ciones en sus condiciones iniciales [2].

Este estudio se enmarca dentro del eje de investigacion: Ambiente, Biodiversidad
y Desarrollo, de las lineas de investigacién de la Universidad Nacional Auténoma
de Honduras (UNAH); en el cual se pretende realizar un andlisis sistemédtico de un
sistema dindmico no lineal, ademaés se puede encuadrar dentro de la linea de inves-
tigacién de Modelacién Matemaética de la Orientacién en Matemética Aplicada, de
la Maestria en Matematica de la Facultad de Ciencias de la UNAH, de modo que
pueda aportar al desarrollo académico e industrial de este pais.

3. ANTECEDENTES

La dindmica quimica o cinética quimica comprende el estudio de las interacciones
entre las particulas presentes en las sustancias utilizadas en una reaccién quimica,
en un sistema o en la naturaleza. Por otra parte, un sistema dinamico observa como
estos sistemas evolucionan en funcién del tiempo, cuyo comportamiento se puede
caracterizar determinando los limites del sistema, los elementos y sus relaciones;
de esta forma se pueden elaborar modelos que buscan representar la estructura del
mismo sistema [5].

El modelado matematico de reacciones cinéticas quimicas de algunos érdenes
conduce a la formacién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden. Por tanto, toda relacién entre dos variables que no responde a una
relaciéon de proporcionalidad como la anterior serd no lineal. Es facil ver que la
mayoria de los sistemas que se encuentran en la naturaleza son no lineales y, de
hecho, se han encontrado fraccionalidades, es por ello que, las derivadas de orden
fraccionario, nos brindan un nimero infinito de grados de libertad para predecir el
comportamiento futuro de las cantidades deseadas, como ser la concentracién C(t)
de un reactivo con respecto al tiempo [4].

Fue hasta en 1921 que se publicé el primer trabajo sobre una reaccién oscilante,
y fue desarrollado por Willian C. Bray, quien mediante una reaccién cuyo producto
es la descomposicién catalitica del peréxido de hidrégeno bajo la influencia de iones
yodito, presentaba oscilaciones en cuanto al cambio de color [6]. La respuesta de
muchos quimicos fue de probar que la causa de las oscilaciones se debia a impurezas
heterogéneas desconocidas. Esto hizo pensar a la mayoria de los quimicos de la
época que las reacciones oscilantes eran imposibles. Sin embargo, en las décadas de
los 30 a los 50 se logré establecer que no habia diferencia entre sistemas homogéneos
y heterogéneos en cuanto a comportamientos oscilantes. Y hasta el ano de 1973 el
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problema de las reacciones quimicas oscilantes con el ion yodato fue explicado con
los trabajos de Briggs y Rauscher [7]. Las implicaciones de estos descubrimientos
experimentales han sido llevadas al plano de la modelacién matemaética, en la que
destaca la reaccion Belousov-Zhabotinsky o reacciéon de B-Z.

Después de la reaccion de B-Z, han sido reportadas un niimero importante de
reacciones quimicas y bioquimicas, especialmente en oxidacién organica: una de
ellas es la oxidaciéon de p-xileno a 4cido tereftdlico; esta reaccién es cadtica, a
menudo precedida por oscilaciones regulares; también existen reacciones de oxi-
dacion en catalisis heterogénea, procesos de oxidacién con O electro-disolucion de
metales, estas generalmente presentan oscilaciones irregulares; asimismo hay reac-
ciones enzimaticas oxidasa-peroxidasa, polimerizaciéon de radical libre del vinil ace-
tato que han permitido descubrir la presencia de caos por doblamiento de periodo
e histéresis, etc. [2].

Asimismo, las aplicaciones del célculo fraccinonario se han empleado en muchos
campos de la quimica aplicada. Por ejemplo, Kashif y colaboradores [8] desarro-
llaron una investigacién utilizando operadores diferenciales de orden fraccionario
llamados Caputo-Fabrizio y Atangana-Baleanu, en la que analizaron la distribucién
de temperatura para diferentes tipos de nanoparticulas suspendidas en etilenglicol,
cobre y 6xido de aluminio. Kashif y Aguilar [9] llevaron a cabo un anélisis compar-
ativo del modelo de alcohol en sangre utilizando también operadores fraccionarios
Caputo-Fabrizio y Atangana-Baleanu. Otro ejemplo donde estos operadores frac-
cionarios fueron utilizados se percibe en Qureshi y colaboradores [10], quienes in-
vestigaron las ecuaciones de gobierno utilizadas en el modelado de la cantidad de
alcohol en sangre humana en cualquier momento.

Continuando con los ultimos avances del cédlculo fraccionario en la quimica,
Qureshi y Atangana [11] propusieron tres nuevos modelos no clésicos para el dengue
y mostraron su mejor desempeno en comparacion con el modelo cldsico. También
validaron sus nuevos modelos a través de datos reales. Qureshi y Yusuf [12,13]
analizaron modelos no clasicos de epidemiologia y al presentar sus datos se en-
contré que tenian una mejor eficiencia que el modelo clésico existente. Yusuf y
colaboradores [14] investigaron la versién no clasica del modelo epidémico de dos
cepas y presenté la singularidad de su solucién, mientras que Atangana y Bonyah
[15] presentaron un enfoque estocdstico no clésico para capturar la heterogeneidad
entre varios fendmenos naturales y fisicos. Bonyah y colaboradores [16] presentaron
tres nuevos enfoques basados en operadores no clasicos para modelar diferentes tipos
de atractores cadticos no encontrados antes en la literatura disponible. Se pueden
consultar otras aplicaciones del mundo real del céalculo fraccionario incluidas en
[17] para familiarizarce con este nuevo campo de la ciencia matemdtica emergente.
Ademsés, no sélo se investigan las ecuaciones diferenciales ordinarias bajo el do-
minio del célculo fraccional, sino que también se han estudiado varios modelos
matematicos interesantes basados en ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones
integrales y ecuaciones integrodiferenciales para obtener nuevos resultados [18].
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4. CONCEPTOS PRELIMINARES

Se introduce en esta seccién algunos conceptos basicos del calculo fraccionario,
mismos que seran utilizados en secciones posteriores.

Definicién 1. (Integral fraccionaria de Riemann-Liouville) Sea o > 0. Se define la
integral fraccionaria de Riemann-Liouville para una funcién y(t) de orden « como:

(4.1) Joy(t) = /0 (t —w)* ty(w)dw, t>0

I(a)
donde T es la funcién gamma definida por I'(z) = / 2* e dy,
0

Definicién 2. (Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville) Sea o > 0. Se define
la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville para una funcién y(t) de orden «
como:

42 Dial) =

t
- t— n—a—1 d t
T | e >0

donde (n—1) <a<neN.

Definicién 3. (Derivada fraccionaria de Caputo) Sea a > 0. Se define la derivada
fraccionaria de Caputo para una funcién y(t) de orden a como:

(43) D5(t) =y | =0y e, >0

T —a)
Propiedades del operador de derivada de orden fraccionario:
(i) D°f(t) = £(2)
(i) D" f(t) = :Lit" cuando n es un entero positivo.
(ii) D*DPf(t) = D** f(t)

donde (n —1) < a@ <n €N, Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y
Caputo estan relacionadas por:

n—1 (k) ¢ —c)k—a
) D lt) = D le) - Y- L=

k=0

donde (n — 1) < a < n € N, y(t) € C" ¢, t] y y™ es una funcién integrable
en [c,t]. También vale la pena senalar que la derivada fraccionaria de Caputo se
prefiere a la de Riemann-Liouville en problemas aplicados por la razén de tener
orden de nimeros enteros en condiciones iniciales suministradas con el primero [4].
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Definicién 4. La transformada de Laplace para el operador derivada fraccional de
Caputo de orden real arbitrario o > 0 de una funcién y(t) es la siguiente [4]:

n—1

(4.5) LIDGy(t)] = s“Lly6)] = Y s* 1y "(o).

k=0

Las derivadas de orden fraccionario tanto de Caputo como de Riemann-Liouville
son utiles en este trabajo ya que para convertir la cinética de la reaccion, repre-
sentada por un sistema dindmico de orden entero, se tiene que derivar el modelo
original, usando cualquiera de las dos derivadas de orden fraccionario, ademaés de sus
propiedades para poder obtener el sistema dindmico de orden fraccionario aproxi-
mado. La transformada de Laplace de orden fraccionario se utilizard en el futuro
para poder obtener una sistema de orden fraccionario exacto.

5. MODELADO MATEMATICO DE LA REACCION CINETICA CASO LINEAL

Las velocidades de las reacciones quimicas se investigan generalmente bajo el
dominio de la cinética quimica, en la que el tratamiento matematico de esta cinética
se logra mediante el uso de modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales
sujetas a algunas condiciones iniciales o de frontera. El interés estd orientado a
determinar los perfiles de concentracion dependientes del tiempo de las diferentes
especies que reaccionan entre si. En aras de la simplicidad, asumiremos que no hay
participacion de reactivos intermedios, entonces la reaccién avanza solo un paso de
la siguiente manera:

(5.1) C, 25 0.

donde k7 se conoce como la constante de velocidad de la reaccién que brinda infor-
macién sobre la lentitud o rapidez de la reaccién, esta constante puede depender
de la reaccion en si y de otros parametros ambientales como la temperatura, pero
no depende de las concentraciones de las especies que participan en la reacciéon
quimica; por otro lado, si la especie a se transforma en un producto ¢ a través
de una especie intermedia b, entonces este tipo de mecanismo de transformacién
secuencial esta representado por:

(5.2) C, 0 22 0

Como la velocidad de la primera reaccién no depende de la concentracion de la
especie b, entonces:

(5.3) Colt) = —k1Cy (1),

por el contrario, C}, estard dado por:
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(5.4) Cy(t) = k1C,(t) — kaCp(2).
por tdltimo C.(t) estd dado por:
(5.5) C.(t) = kaCp(2).

El modelado anterior conduce al siguiente sistema dinamico lineal auténomo ho-
mogéneo de ecuaciones gobernantes, sujeto a las siguientes condiciones iniciales:

(5.6) %C(t) — AC(1), C(t=0)=Cy,

al mismo tiempo el sistema dindmico que se obtiene es el siguiente:
Ca(t) = —k1C, (1), C,

)
(5.7) Cy(t) = k1C,(t) — k2Cy(2), Cy
Cu(t) = kaCo(t),  Cult = 0) =

y por el balance de masa C, + C, + C. = 1, luego se obtiene:

—kq 0 O
(5.8) A= 1|k —ky O
0 ke 0

Obteniendo los tres eigenvalores A\; = 0, A\oa = —ky, \3 = —ko. Hay un eigenvalor

igual a cero por ser A una matriz singular. Sin embargo, los otros dos eigenvalores
negativos sugieren que la solucién se acerca al punto de equilibrio a lo largo de
las lineas paralelas a sus respectivos eigenvectores asociados. También se puede
observar que la suma de todas las ecuaciones en (5.7) es constante e igual a 0. Por
esta razdén se debe utilizar el operador fraccionario de tipo de Caputo, ya que la
derivada de Caputo de una funcién constante es 0.

Luego aplicando el operador fraccionario de tipo Caputo al sistema (5.7) para
fraccionalizarlo, se obtiene el siguiente sistema:

(5.9)
C[%Ca(t)] = F(ll—a)/o (t —w) *Cl(w)dw = —k{C,(¢), Co(t=0)=1
C[;%Cb(t)] = ﬁ/o (t —w)"*Cp(w)dw = k}C,(t) — kS Cy(t), Cy(t=0)=0
C[%Cc(tﬂ = ﬁ/o (t —w)~Cl(w)dw = k§Cy(t),  Ce(t =0) =0,
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Luego, para resolverlo se aplica la transformada de Laplace y su inversa para el
operador fraccional de Caputo en (5.7), esto genera las siguientes soluciones [5]:

Calt) = e™19),
(5.10) @l =15
- 1
ok — ko

(e(*kz)t — e(fklt)),

C.(t) (kpe TRVt _ (2t 4 1),

las soluciones anteriores muestran como evolucionan las especies reactantes a, b y
¢ con respecto al tiempo para el caso lineal, en la préxima seccién se verd la mod-
elacién para el caso no lineal.

6. MODELADO MATEMATICO DE LA REACCION CINETICA CASO NO-LINEAL

Para el caso que nos compete tomaremos como punto de partida el modelo
cinético ya existente de la reaccién B-Z, que se desarrolla de la siguiente forma:

A—)X, TM, :k/l, ki:kl[MA]o

(6.1) A=Y, Ta, = ky[X], Ky = ka[ClO,]

4X =Y = P, Ty = S Ky = k[ ]o-

Utilizando las siguientes transformaciones X = ax, Y = by, 7 = ct, a =
k) K . . -
Vu, b= uk—;, ki,, v = % y B = 3. Obtenemos el siguiente sistema bidimen-
2

sional [19]:
de dzxy
a T T e
(6.2) q
9 _ Br(1 — L)’
dt 1422
donde:

x,y — determinan las concentraciones de las especies que reaccionan inicialmente,
v +— parametro cinético,

B — parametro cinético.

para este sistema dindmico se obtiene un tnico punto positivo de equilibrio y es:

2

v

P=(11+L1
(5’ +25>’

resultando la siguiente derivada fraccionaria de Caputo para el sistema:
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dxy

D* i =D Yy -2~ )
2 )

a—1_. _ a—1 _ Y
Dy =D (px(1 714_362)),

Debido a la propiedad del operador de la derivada de orden fraccionario se convierte
en:

4
DY =D 1 (y -2 — 7:@2),
1+
(6.4) y
D%y = D (Bx(1 -
y (B2(1 - 1-55)).
o en su equivalente:
dxy
D% = | D¥(v—x — dt
x / (v—2 = 5)dt,

(6.5)

Doy = /D"‘(B:c(l - fo))da

dx
Tomando en cuenta que D%x ~ T para un 0 < o < 1, la solucién aproximada

del sistema de orden fraccionario es:

dxy dxy
D= | DY~y —z— ~my
66) v / Sk Dt Al prapec
' y
D%y = | D* 1-— dt ~ 1-—
y= [ Dot - i a1 - ),

la cual, en su forma reducida se expresa como:

4y
D* :( -4 )7

(6.7) A 1;x2
D%y = (Bz(1 - m))»

Cercano ambos modelos al punto de equilibrio, se utilizé el algoritmo FO-Solver,
en el Software Octave, el cual presenta el comportamiento caético mostrado en las
figuras 1, 2 y 3. En la figura 4 se muestra el diagrama de bifurcacién en el tiempo
para la especie reactante x.
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Sistema B-Z orden clasico vs orden fraccionario
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——— Orden Entero

> ' ' L L L
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tiarnp1c)5(sac)
FIGURE 1. Evolucién en el tiempo para la especie reactante x con
y=25yun 8 =10

Sistema B-Z orden clasico vs orden fraccionario
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Orden Fraccionario

—— Orden Entero

a0
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1iemp105(seC)
FIGURE 2. Evolucién en el tiempo para la especie reactante y con
y=25yun 8 =10

Sistema B-Z orden clasico vs orden fraccionario
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F1GURE 3. Retrato de fase para ambos sistemas con un v = 25 y
un 8 =10
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FIGURE 4. Bifurcacién en el tiempo para la especie reactante x
con y = 25.

Tanto en la figura 1 como en la figura 2 se puede ver la evolucién en el tiempo
para la especie reactante x, donde se aprecia la comparacién de la respuesta del
sistema de orden fraccionario en comparacién con la respuesta del sistema de orden
entero. Al poder modelar la cinética de una reaccién quimica, los pardmetros de
la misma, asi como el de orden fraccionario, se puede aproximar mas a la repre-
sentacion del sistema quimico en la realidad que con un sistema dindmico de orden
entero.

Se puede ver en la figura 3 el comportamiento caotico de las variables reactantes
x y y. Se puede notar como las oscilaciones generan un ciclo limite inestable cuyo
dominio de atraccion es el punto de equilibrio del sistema. Este ciclo limite inestable
puede causar resultados adversos cuando se realice un experimento de laboratorio,
ya que la poblacién de ambas especies podrian colapsar.

Las regiones de la figura 4 de la grafica de bifurcacion muestran donde el sistema
dindmico entra en régimen caético, basicamente cuando 8 ~ 50 se entra en una
transicion de caos.

7. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En el retrato de fase se pudo observar que el dominio de la atracciéon de las
variables de estado tiende al tinico punto de equilibrio, por lo que se concluye que
es un atractor autoexcitado (self-excited).

En este trabajo se realiza una presentacién de las aplicaciones del célculo frac-
cionario a los sistemas dindmicos derivados de la cinética de reacciones quimicas,
en el cual se implementaron las propiedades del célculo de orden fraccionario para
convertir el sistema de orden entero a orden fraccionario aproximado, mostrando
una comparacion entre el modelo clésico y el modelo fraccionario derivado del mo-
delo clésico.

En el futuro se pretende resolver el sistema dindmico de manera exacta, por

medio del siguiente procedimiento: linealizar por series de Taylor, aproximar la
parte no lineal por funciones de Bessel y resolver el sistema con aproximaciones
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numéricas, creando las rutinas especificas en Octave y/o Matlab, para la solucién
del sistema, para luego compararlo con la solucién tedérica. Ademads, en el futuro se
pretende realizar un analisis dindmico mas exhaustivo en el que se deberd incluir
los exponentes de Lyapunov y Kaplan-Yorke, de modo que estos sirvan para la ob-
tencién de un supresor de caos por retroalimentacién de estados.

En este articulo se demuestra tanto analitica como numéricamente las ventajas
de los modelos o sistemas dindmicos de orden fraccionario en comparacién de los
sistemas de orden entero, ya que con dichos modelos se puede representar con ms
fidelidad muchos sistemas fisicos que se encuentran tanto en las ciencias como en
las ingenierias; por ejemplo, los sistemas dinamicos de orden fraccionario nos sirven
para poder modelar problemas de la quimica, fisica, biologia, sistemas mecénicos,
sistemas eléctricos y de energia, sistemas econémicos, sistemas sociales, etc. Por
esta razén los resultados presentados en este reporte proveen evidencia de cémo
la matemaética aplicada pueden ser empleada tanto en la academia asi como en la
investigacion y desarrollo.
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CRITICIDAD AUTO-ORGANIZADA
“EL MODELO DE LA PILA DE ARENA”

NORMAN R. SABILLON

REesuMEN. Este articulo introduce el significado de SOC (criticidad autoor-
ganizada). SOC es un método de sistemas interactivos a gran escala que se
aproxima a los fen6menos naturales, anteriormente no tenian una explicaciéon
secuencial. El modelo trata de cémo integrar la teoria, a lo fisico. Al introdu-
cir conocimientos importantes sobre el prototipo cientifico, comenzaremos a
estudiar el “modelo de pila de arena” y veremos cada uno de los estados, hasta
que alcanza un punto de equilibrio. Su composicion y configuracién también se
basara en sus reglas basicas, la existencia de todo el modelo y sus definiciones
de recepcién grupal, que nos permiten ver muchas caracteristicas del sistema
tema.

Abstract. This article introduces the meaning of SOC (self-organized criti-
cality). SOC is a method of large-scale interacting systems approach to na-
tural phenomena, which previously had no sequential explanation. The model
deals with how to integrate theory into the physical. By introducing important
knowledge about the scientific prototype, we will begin to study the "sand pile
model.2nd look at each of the states, until it reaches a point of equilibrium. Its
composition and configuration will also be based on its basic rules, the exis-
tence of the whole model and its definitions of group reception, which allow us
to see many features of the subject system.

1. INTRODUCCION

Este articulo estudia la teoria de la criticidad autoorganizada, que tiene como
objetivo explicar fendémenos naturales que antes no podian ser analizados. En la
primera parte, comprenderemos algo de la descripcion de la teoria. Esta es una his-
toria nueva, pero por su Desarrollo rapido y forma especial: Escalar fenémenos muy
grandes en el eje del espacio y el eje del tiempo para encontrar alguna relacion entre
los dos ejes. Por tal razon, muchas ramas de la ciencia han decidido adoptar esta
técnica con el fin de observar el comportamiento de fenémenos fisicos importantes.

Se recorrera la labor de ciertos actores importantes de esta teoria, sus trabajos y en
qué rama de la ciencia se aplicaron, teniendo la consciencia de que existe muchos
més. De autores que se dedicaron a examinar sobre esta linea de investigacion.

En la Seccién 3, veremos cuél es la definiciéon y caracteristicas de la Pila de Arena
Abeliana. Se descubre los estados que atraviesa el sistema, se definira las reglas mas
importantes de la teoria. Aunque las normas son simples, deben basarse en nuestro
modelo. Qué realicen cambios estratégicos al sistema original.

Date: 4 de mayo de 2021.
Key words and phrases. SOC, Pilas de Arenas, Derrumbe.
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2 NORMAN R. SABILLON

En la cuarta parte se explica el modelo paso a paso, se precisa el subconjunto y las
condiciones que se deben cumplir, cual es el entorno de disipacién, y también se
define una de las normas béasicas (regla de avalancha) de los elementos del sistema.

Se observan los conceptos basicos para comprender el término configuracion y tam-
bién se presenta la regla de la avalancha y dos grupos necesarios, la especificacion
de teoremas y lemas. La buisqueda de ejemplos que sean tutiles para implementar
cualquier idea definida.

2. JUSTIFICACION

Una de las principales razones para estudiar este tema es que diversos fenémenos
naturales pueden modelarse a gran escala, y por esta razon es que forma parte de
la direcciéon de investigacion de la maestria en matemaéticas aplicadas de la UNAH,
en el apartado 5 “Celular Autémata” y en el tema del desarrollo de la energia en el
tema prioritario ntimero 13.

Este tipo de modelo se utiliza para el anélisis 2D en una red de transmisiéon de
energia. En la red, el efecto dominé aumentara por pequenas perturbaciones en
el estado critico y pequefios eventos afectaran cualquier elemento del sistema. En
abundantes casos, no se permite el estado de equilibrio. Una cosa que necesita
especial atencion es que muchas veces no se habla de agentes que no existen fuera
del sistema. Existe el peligro de autoorganizacion en la red eléctrica [2, 13], ha
habido décadas de investigacion sobre la vulnerabilidad energética en las redes de
corte de energia, este es un tema global, es muy importante poder controlar la red
de transmision que evite fallas de energia. [10, 17, 19, 29].

En las redes eléctricas también existen la modelacién de la pila de arenas con el
propésito de ver la evolucidon simultédnea y a su vez afirmar la viabilidad de estudios
de fallas eléctricas por simulacién de SOC [30], una de las caracteristicas de los
sistemas SOC es pasar de un estado no critico por un estado critico por la auto-
organizacion, lo cual se ha convertido en objeto de estudio.

3. ANTECEDENTES

Con el surgimiento de una teoria, la teoria intenta explicar como sistemas com-
plejos con muchos grados de libertad observados en la naturaleza pueden generar
relaciones de ley de potencia de acuerdo con sus patrones de estructura de distri-
bucién o reglas simples. Esta relacionado con sus vecinos mas cercanos, y esta idea
aparecié a mediados de los anos ochenta.

El principal motivo de esta teoria es el escalamiento de fendmenos demasiados gran-
des, para llevarlo a un eje temporal y espacial, observado en una amplia gama de
sistemas disipativos con enormes grados de libertad.

El concepto tardio de Per Bak de Criticidad Auto-organizada (SOC), establecido
por primera vez en sus articulos seminales por Tang y Wiesenfeld [3, 4].

En 1987, Per Bak y sus colaboradores presentaron un modelo que evoluciona hacia
un estado critico sin ningun ajuste externo. Este modelo a menudo se denomina
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modelo de arena de Per Bak o el modelo de Bak-Tang-Wiesenfeld (BTW).

En primer lugar, la motivacion de BTW para presentar la idea de SOC, que se
expuso con mayor claridad en [11], la cual expone una representacion de un modelo
simple de la evolucion de un sistema dindmico que evoluciona a una estructura
sin escala. Los autores consideraban que esa no era la mejor representacion ni la
mas realista pero que si era un modelo que funcionaba para el comportamiento
de escalamiento, esto debido al surgimiento de los sistemas dinadmicos disipativos
extendidos. Este estudio fue llevado a cabo por la razéon de que el universo tiene
una distribucion fractal [11].

Derivado de estos estudios se logré identificar que la teoria de SOC tiene las si-
guientes caracteristicas.

e Los eventos son estadisticamente independiente, espacial y temporal;

e El tamano o la distribuciéon de frecuencia de ocurrencia es libre de escala y
se puede caracterizar por una funciéon de la ley de potencia en algin rango
de tamano;

e La evolucion espacial y temporal detallada es compleja e implica una geo-
metria fractal y caracteristicas de tiempo fluctuantes estocésticas.

Después de todos estos descubrimientos, comenzoé la investigacion sobre terremotos.
Los autores Carlson y Langer [8], al considerar el comportamiento de un modelo
mecanico simple, en el lugar donde la caracteristica no lineal es el deslizamiento
entre las placas, también en su otro articulo [7], mostré como el elemento no lineal
del modelo es la friccion deslizante entre el bloque y la superficie, el espectro de la
ley de potencia generado por la simulaciéon es similar al observado en la naturaleza.
Estos articulos proporcionan importantes avances para la investigacion sismica, lo
que nos permite profundizar en este campo.

En 1992, el modelo SOC de incendios forestales disenado por los autores Turcotte
y Malamud [26] comenz6 a usarse en fenémenos que antes no tenian modelo. Bak
[22] en su articulo probo la posibilidad de alcanzar un potencial punto de equilibrio
dinamico, con la expresion de parametros de control y la posibilidad de evolucién
dindamica. En otro articulo coeditado con Tang y Weisenfeld, revisaron el concepto
de SOC y su posible aplicacion en la investigacion del transporte en plasma confi-
nado magnéticamente [9].

El evento extremo que cambi6 la sociedad global se llama cisne negro. Estos se
mencionan en la literatura de Taleb [23]. La distribucion de frecuencia de muchos
fenomenos naturales suele estar muy cerca de la distribuciéon de la ley de potencia
(fractal). El evento que supera estas inferencias se describe como el Rey Dragon, co-
mo lo califican los autores Sachs, Yoder, Turcotte, Rundle y Malamud. Este articulo
considera eventos extremos como terremotos, erupciones volcanicas, incendios fo-
restales, deslizamientos de tierra e inundaciones [21].

También se han desarrollado los temas en torno a los fenémenos en el espacio, la
corona solar es una region muy dindmica que es la fuente de muchos fenémenos (por
ejemplo, brotes solares, eyecciones de masa coronal, eventos de particulas energé-
ticas solares), los brotes solares (incluidos los micro y nanoaflores) son uno de los
ejemplos mas convincentes del comportamiento de tipo SOC.
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Unos de los fenémenos en el espacio mas estudiados son las flores estelares, las
distribuciones acumulativas y diferenciales de la tasa de destellos se construyeron y
se ajustaron con diferentes métodos. Se encuentra que las leyes de poder describen
aproximadamente las distribuciones descritas por Audard, Giidel, Drake y Vinay
L. Kashyap [1]. Muchos de estos fenémenos pueden ser descritos por un modelo
generalizado FD-SOC, “Criticidad Auto-Organizada Fractal-Difusa”.

Sachs en 2012, encuentra que las distribuciones de tamano de frecuencia global de
terremotos y erupciones volcanicas exhiben un comportamiento de ley de potencia
para tamafios pequenos [24, 25]. SOC en las ciencias ambientales [6, 27|, donde se ve
la tierra como un sistema complejo donde muchos componentes biologicos y fisicos
interactiian tanto en espacio y tiempo, también se muestra la compleja evolucion
espacio-temporal de los cambios climaticos a escalas locales, tratando de reducir el
complejo sistema que representa la tierra.

Existe maés literatura sobre el desarrollo de este tema, que cubre una amplia gama
de subtemas y muchos campos de interés en la investigacion de fendémenos. Hay
libros dedicados a este método, que muestran fenémenos y modelos que simulan
el SOC. Esta es una literatura especifica sobre SOC, comenzando con Bak (1996),
Jensen (1998), Turcotte (1999), Charbonneau y otros. (2001), Hergarten (2002),
Sornette (2004), Christensen y Moloney (2005), Aschwanden (2011), Crosby (2011)
y Pruessner (2012) al final.

HD B D D D

Mediados de 1980 1987 1930-1399 2000-2010 2011-2013
Inicia estudios en

Inicia la idea que sistemas Se introduce el terming fendmenos que ocurren el
no lineales complejos tiene SOC “Self-Organized gspacio, terrematos,
un relacidn simple de Criticality" aplicado a una incendios forestales

interaccidn con los diversidad de gama de inician experimentos con
VECinos cercanos. disciplinas. pilas de arena, para

alcanzar valores criticos.

Se ve aplicacidn en la Funciones VORE. frecuencia
distribucidn de plantas global de terremotos y
solares, estudio de Flores erupciones volcanicas.
estelares, estudios de distribucidn de frecuencia
neurociencia y sociologia, en los datos de los
reactores de fusin. fendmenos en observacidn

F1GUuRrA 1. Estos son los temas sobre la teoria SOC de mayor consideracion

4. CARACTERISTICAS DEL MODELO DE PILAS DE ARENAS

Consideremos a Z? hay ntimeros enteros en cada vecindario o celda, iniciando
una breve descripcion de lo que es un modelo de pilas de arenas Abeliano, primero
se define el umbral que se convertira en la regla mas simple, donde si al menos tiene
cuatro particulas, se permite derribar de la celda (x,y), lo cual permite eliminar
4 particulas de esa vecindad y se agregan a las celda mas cercanas a (x,y) donde
se repartiran 1 a (x,y-1),(x,y+1),(x-1,y) ¥ (x+1,y), esto hasta que ninguna celda
contenga no mas de 3 particulas.

Las celdas con menos de 4 células se llaman estables y todo el proceso se llama
estabilizacion. Este modelo es un autémata celular (Clase IV)! con regla de transi-
cion simétrica, lo cual se observa mas claro en la Figura 2 y la Figura 3.

1Es una combinacién entre la clase II y la Clase III, donde el llenado del sistema es por secuencias
cadticas (Complejas)[28]
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La Figura 3 es una representaciéon unidimensional de lo que sucederé en la Figura
2 que es la representacién geométrica del Z2.

Vecindades von Neumann Avalancha Disipacion Equilibrio

FiGuRrA 2. Estados de la pila de arena Abeliano en 2D

Se define cada estado de nuestra pila de arena, lo méas sencillo posible:

Vecindades von Neumann: La organizaciéon de nuestro sistema en vecin-
dades o células, que van de izquierda a derecha, desde arriba hasta abajo.
Avalancha: También conocida como activo o propagacion, distribuye las
unidades (granos o particulas) a las vecindades mas cercanas de forma in-
dependiente, de modo que cada uno de los estado de las vecindades reciba
una unidad.

Disipacion: Son las unidades que se pierden en los limites, donde una de
las vecindades méas cercana se encuentra fuera de nuestro sistema y es por
ese motivo es que se pierde la particula.

Configuracion final en equilibrio: Es el estado alcanzado por nuestro
sistema al no contener en ninguna de sus vecindades no mas de 3 particulas,
evitando asi posibles avalanchas o disipaciones.

Progresion del tiempo: Es el progreso en el tiempo donde todos las
vecindades se actualizan en paralelo, cuando todos los sistemas activos se
actualizan a la vez [18].

© Avalancha
@
° o\
o o
o e O o e O
(a) (b)
o
v @ e ¢ 6 ' O o
Disipacion ® o o () () Disipacion ® o © o ®
e 6 6 o o e 6 6 o o
(c) (d)

F1aurA 3. Estados de nuestra pila de arena, (a) Vecindades de
von Neumann (b) Una Avalancha (c) Disipacion (d) Configuracion
final en equilibrio
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La regla mas importante y simple dentro del sistema es el valor en el umbral, este
es el que determina en un vecindario de von Neumann los estados de equilibrio.

Al momento en que una vecindad alcanza el umbral esta modifica su estado pro-
duciendo una avalancha, la cual puede propagarse a las vecindades si y solo si las
vecindades también se encuentran en el umbral. Como consecuencia se da inicio
a avalanchas en paralelo, por lo que a pesar de la simplicidad de la regla, puede
producirse avalanchas de todos los tamanos en el sistema.

Se espera que, en la progresion del tiempo, se repliquen multiples propagaciones en
las vecindades, hasta que se alcance un equilibrio dindmico, dejando como resulta-
do pilas de diferentes tamanos. Una de las formas sencillas de recordar la regla de
avalancha es ver el numero de vecindades o vértices conectados a nuestra vencida
de estudio, el nimero de particulas no debe exceder el umbral.

En este articulo se trabaja con d = 2, donde d viene de Z¢ con d > 2, también
comprender que al hablar de “Abeliano”? es mencionar la propiedad abeliana del
modelo de pilas de arena. Una de la caracteristica esencial es la simetria y los sitios
de disipacion.

5. DESCRIPCION DEL MODELO DE PILAS DE ARENAS

5.1. Composicién del Modelo. Sea V un subconjunto finito de Z2. Se dice que
una matriz de valores enteros AV, ,, indexados por z,y € V, es una matriz de
derrumbamiento si cumple las siguientes condiciones:

) Ve,yeV,z#y, AV, =AV, , <0,

2) Ve eV, AV, , > 1,

B) VzeV, ZyevAVyJ >0,

4) Zx,erAVz,y > 0.

La cuarta condicién es sobre los limites donde ocurre la disipacion, para las cuales la
condicion tercera es estricta. Esto es fundamental para tener la regla de la avalancha
vy que AV sera las vecindades o celosias con otras condiciones, mas explicitamente:

AVyr =2d si x eV
(5.1) AV =S AV, ., =-1 si z,y son vecindades cercanas
AVy, =0 en otro caso

5.2. Configuracion. Es un mapa natural es donde V' € N, asignando a cada sitio
un namero natural n(x) > 1 (el nimero de particulas en el sitio x).

Una configuracion 7 € NV es llamada estable si para todo z € V, n(z) < AV, ,,
de caso contrario es inestable. Se denota como €y al conjunto de todas las celosias
con una altura estable o en el umbral, y el numero maximo de €2y se va a denotar
M (x) = AV,, ¥V x€V.Parane NV y V' CV,n|V para denotar como la
restriccion de n a V.

230n aquellos donde se define una operacién aditiva, Dhar llamo6 este modelo generalizado el
Modelo Abeliano de Pilas de Arena (ASM por sus siglas en inglés: Abelian Sandpile Model ).
Mostr6 también una correspondencia 1-1 entre las configuraciones recurrentes del ASM [12].
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5.3. Regla de Avalancha o Derrumbe. La avalancha en la matriz AV son las
asignaciones T,.

T,: NV >N
Indexado por V, y definido por:

(5.2) To((n)(x)) =
La regla de derrumbe conmuta entre configuraciones inestables. Lo que significa es
que para z,z € V y 1 tal que n(z) > AY  y n(z) > AY .

(5.3) T,o0T,(n)=T,0T,(n)

Al elegir una enumeracion xy,--- ,x, del conjunto V, la transformaciéon que se
derrumba es la asignacion [20].

n(y) en otro caso.

TAV SNV%QV

N
(5.4) Tav(n) = H Ty, (1)

Ahora se define el grupo derrumbado, que es el conjunto de vecindades que fueron
derrumbados al menos una vez durante la estabilizaciéon. Por otro lado, el grupo
visitado, son las vecindades que recibieron una particula después de un derrum-
be, el grupo derrumbado y visitado durante la estabilizacién, estan estrechamente
relacionados entre si.

Example 5.1. Imagina que el calculo de ambos grupos ya existe con un ntmero
inicial n de particulas. Es importante pensar que una vez, al agregar més particulas
al nimero original, estda claro que ambos grupos creceran también. Eso también
debe ser probado.

Para poder comprender mejor como identificar estos dos grupos es necesario la
definicién de un radio, el cual es el conjunto de vecindades V' y el radio maximo
supz yevmaz(|z|, ly|) + 1, si V esta vacio. El mayor de nuestro interés es el radio
del grupo derrumbado de nuestra configuracién inicial, su forma esté determinado
por el teorema 5.3, que fue probado por Fey-den Boer y Reding [15].

Theorem 5.2. Para todo entero positivo n > 4 la configuracion inicial con n
particulas, en el origen y el nivel del suelo 2 termina y el derrumbamiento es un
cuadro centrado cémo origen.

El mejor limite conocido es y/n > r > 4/r, sus extremos son triviales [14].

Theorem 5.3. FEl grupo de derrumbamiento de las pilas de arenas Abeliana para
n particulas en el origen y en el nivel de suelo 2 es un cuadrado, centrado que es
el origen, y radio a mucho 4(1 4 o(1))y/n.

Lo mas dificil para demostrar este teorema es la eleccion para calcular el radio,
y también el namero de particulas en cada vecindad, como funcién explicita de n,
pero la dltima configuracion muestra ciertos patrones que se repiten para muchas
de las vecindades (ver Figura 4).
Lemma 5.4. El radio del grupo derrumbado de la pila de arena Abeliana para n
particulas en el origen y al nivel suelo es a lo sumo (1 + o(1))y/n.

74



8 NORMAN R. SABILLON

FI1GURA 4. cuadricula cuadrada para diferentes valores de N, N =
128 (arriba a la izquierda), 198 (arriba a la derecha), 243 (abajo
a la izquierda) y 521 (abajo a la derecha). El esquema de color es
el siguiente: naranja = 0 fichas, rojo = 1 ficha, verde = 2 fichas y
azul = 3 fichas [16].

Lemma 5.5. El cuadrado S, lleno de 4 particulas en el nivel del suelo 2, crece a
lo sumo de 2, es decir el grupo derrumbado de su estabilizacion tiene un radio de a
lo sumo 2r.

Una vez que ya tenemos el lema 5.4 y lema 5.5 disponibles, demostramos el
teorema 5.3.

5.4. Parametros. [5] El comportamiento del modelo se analiza en funcion de di-
ferentes parametros, como:

e Tamano de modelo,

e Numero de dimensiones de vecindades,

e Conservacion de masas, es decir, si el nimero de particulas extraidas de un
derrumbe es igual a la suma de particulas que recibieron sus sitios vecinos,

e Condiciones de contorno.

Se pueden pensar diferentes tipos de condiciones de contorno:

e Abierto: si un sitio cercano a la frontera se derrumba, algunos de sus par-
ticulas abandonan el sistema (hay disipacion),

e Cerrado: el sitio cercano a la frontera no se colapsa completamente, pero
mantiene las particulas que se caerian en un caso abierto.

e Periédico: el sistema no tiene limites, es decir, el volcado cerca del borde
esta envuelto.

e Mezclado: por ejemplo, la celosia es periddica
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6. EJEMPLOS

Example 6.1. En este primer ejemplo se utiliza un sistema de 5x5 con un recuento
inicial de 16 particulas, donde se sabe que la vecindad tiene 4 cercanas que determi-
nan el umbral del sistema. Una idea rapida para calcular el ntimero de configuracién
es dividir el ntimero de particulas iniciales por el umbral del sistema (16/4 = 4), sin
embargo, se encuentra que a través del proceso de retroalimentaciéon, nuestro grupo
de colapso es 9 y el namero posible de configuraciones varia desde un minimo de 6
hasta un maximo de 9 configuraciones para alcanzar el equilibrio.

FicuraA 5. El modelo de pilas de arena de 5x5, con un configura-
cion inicial de 16 particulas

Example 6.2.

3[1 2|1 31|21
200 2|1 2 1|2 1
—_—
/0420 10(30
3ToTaT1 1o 3]1 1131
1]al1]e 3121 3 1]2 1
3lol2]1 0(3 2 0 2120—2121
1o 1l0/3|1 1/0 2 4 10(3 0
PAEYERTH 1(1 3 0 1131
3121
11030 . 3[1 2 1 3 1|2 1
/ ;2‘24 200 2 1 21|21
—_—
0l4 20 10[30
3 0[10 31010 3 0]2]0 1j0]3]o0 103 1 11]3 1
13|33 103 4 3 14/0]a
0 2[4 2 0/3 0 3 0313 o
10(20 1/0 3 0 10(30 3(1/2/1 3[1]2 1 3 1)2]1
0 ) @ \ 2002 0, 200f2 1) |2 1)2]1
ola1a ofal2 0 10[3]|0
3|t2jo 2lol3 o 1lo]3 1 1131
2014/
olal1ls 3[1 21 312 1
1030\3121 2[1 210 212 1
—_—
i RIS 10 2|4 1]0[3 o
19/23 11 3]0 11]3 1
1(1|/3|0
= 3|1 22 3[1]2 2
\2120 201(2 1
—_—
1o 2[4 1{0|3 o
11 3]0 113 1

@

cl

F1GURA 6. Una configuraciéon inicial en comun, 6 diferentes de-
rrumbes, 7 posibles configuracion, una misma configuracion final
de equilibrio con 23 particulas.

Este ejemplo muestra el teorema 5.3 donde comienzas con un sistema de 4 x 4 y
un numero aleatorio de particulas que forman la configuracion original donde ves
algunos cuadros amarillos que colapsan Figura 6 muestra los diferentes escenarios
que conducen a una unica configuracion final estable.
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En la Figura 7 vemos que al agregar una particula en cada uno de los vecindarios
de nuestro sistema, el grupo de colapso crece en un factor de como maximo 2 y
agregamos otra particula de la misma manera a todos los distritos con los que se
puede demostrar que el factor vuelve a crecer como méaximo 2.

|

—0 8 O

Nk N[>
Plw &R
wlw N
Plw sk
RPN N
winN wlw

N|(Ww k[N
Wl w k|

(a)

— 0 ® O

wW(N W w

N_ N
Al U |w
N(d N
Wik Wk
RrlOolRr|N
wlw NN
W o = |w

(b)

FIGURA 7. (a) es la configuracion inicial original més una parti-
cula en cada una de sus vecindades, (b) es la configuracion inicial
original mas dos particulas en cada una de sus vecindades.

Example 6.3. En la Figura 8 vemos la representacion gréafica de cada una de las
posibles condiciones de contorno para nuestro sistema de pila de arena abeliana,
las celdas amarillas representan el grupo de colapso y las celdas verdes el grupo

visitante.
311(2(1 411 2|1 41121 41|31
41|21 0/2(2]1 112 2|1 0/2(2|2
2/0(3|0 3/0/4 0 3/0(40 3/0/4,0
111141 11202 112 1|2 12|02
(a) (b) (c) (d)

F1aUrA 8. Condiciones de contorno en el modelo de pilas de arena,
de muestra (a): abierto (b), cerrado (¢) y periddico (d) [5]

7. CONCLUSIONES

Uno de los atributos del SOC (como el modelo de pila de arena) es el al-
macenamiento de informacion. Esto se debe a la repeticion que se produce
cuando alcanza su configuraciéon de equilibrio final, porque se ha maximi-
zado el ntmero de patrones de avalancha repetidos.

Estos modelos se utilizan para parametrizar muchos fenémenos naturales
porque se centran en los efectos espaciales y temporales del barrio mas
cercano al barrio examinado, y no tienen nada que ver con lo ocurrido en
el pasado, porque son independientes en el tiempo y el espacio.
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(3) La importancia del grupo de derrumbe es muy importante, porque a menu-
do podemos comprender cudntos eventos han ocurrido en la naturaleza. El
grupo de visitado ayuda a comprender cuanto afectara la retroalimentacion
al sistema para lograr una configuracion final estable.

(4) Su importancia en la investigacion de fallas de energia lo convierte en un
modelo de investigacién muy importante en el campo de los autématas ce-
lulares para comprender la posibilidad de desarrollar temas de investigacion
futuros.
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MODELO ESTOCASTICO PRESA-PREDADOR

ELVIS RAFAEL ARRAZOLA

RESUMEN. En los iltimos anos, han surgido muchos problemas nuevos desa-
fiantes y emocionantes en biologia matematica y ecologia. El horizonte de esta
investigacion se amplia y se profundiza dia a dia por la exética utilidad e im-
portancia para el ser humano. También ha habido una creciente preocupacién
por la preservacién del equilibrio ecolégico en la naturaleza, que juega un pa-
pel importante en la armonia entre las diferentes especies. Como resultado, los
modelos matematicos para poblaciones con interaccién entre especies se han
vuelto populares entre biélogos y cientificos en general.

En este articulo trabajaremos con los modelos presa-depredador que estan muy
extendidos y vienen en muchos aspectos en la ecologia de poblaciones.

Para nuestro aspecto pasaremos del modelo determinista al modelo estocastico
y mediante métodos numérico para resolver ecuaciones diferenciales estocasti-
cas mostraremos algunos resultados.

1. INTRODUCCION

La adecuacién de los modelos mateméticos puede aumentarse en gran medida
teniendo en cuenta las propiedades estocasticas de los sistemas dindmicos. Los mo-
delos estocasticos son ampliamente utilizados en hidrodindmica, estos basados en
modelacién estocastica de los caudales de cuencas hidrograficas, en dindmica de
poblaciones y epidemiologia aplicado a la modelacién estocéstica de la interaccion
entre células cancerosas y células de la BMUJ[1], en filtrado de senales basado en
la modelacion estocastica de las senales de accién sismica en lugares donde podria
representar riesgos de derrumbe[2], en matematicas econdmicas y financieras, estan
aplicadas en diferentes areas como ser modelacion estocastica de la tasa de cambio
de la moneda regional respecto U.S. Délar[3], también para el modelo estocdstico de
equilibrio macroeconémico, particularmente en la acumulacién de capital, inflacién
y politica fiscal[4], as{ como diferentes campos de la fisica.

Las ecuaciones diferenciales estocésticas (EDE) [5], son el principal aparato ma-
temético de tales modelos. A menudo en cursos de teorfa de probabilidad y mo-
delado matematico, se estudian procesos simples de nacimiento y muerte que pro-
porcionan una introduccién 1til al modelado estocastico; el nacimiento, muerte y
nacimiento-muerte [6]. Estos procesos son generalizaciones estocdsticas naturales
del modelo poblacional determinista para el crecimiento poblacional de una sola es-
pecie. El modelo clasico es formulado considerando dos poblaciones que interactian
a la vez en tiempo t, donde a las especies de depredadores se denota por f(¢) y una
especie de presa r(t).

Date: Mayo 5, 2021.
Key words and phrases. Ecuaciones diferenciales estocéasticas, Procesos de Wiener, Ruido
Gaussiano, Euler-Muruyama, Integral de Ito.
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2 ELVIS RAFAEL ARRAZOLA

Para este proyecto de investigacién se desarrollard de manera bésica el modelo
presa-predador mencionado en el parrafo anterior, el alcance deseado es resolver
el modelo de manera aproximado utilizando métodos de Euler-Maruyamal7], para
ecuaciones diferenciales estocdsticas, asi, posteriormente hacer comparaciones en-
tre modelo presa-predador originalmente modelado por los sistemas dindmicos y el
modelo estocastico presa-depredador; y asi poder encontrar algunas diferencias de
los mismos; méas aun el andlisis del caso original de la modelacién presa-predador
podria variar en muchos aspectos, ya que podemos analizar los casos en los que
tenemos mas predadores que presas y asi determinar qué poblacién serd la mas
afectada, analizar también si tenemos exceso de presas y pocos depredadores; por
ejemplo si en una poblacién existe un exceso de insectos en un determinado cultivo
que afectan la cosecha y no tenemos los suficientes predadores para contrarrestar
el dano a los alimentos.

2. JUSTIFICACION

Como finalidad primordial de la Maestria en Mateméticas de la Universidad Na-
cional Auténoma de Honduras (UNAH), se plantea que el egresado sea capaz de
resolver problemas que se presentan en la ciencia, y enmarcados en los ejes priori-
tarios de investigacién de la misma universidad. Este trabajo se situa en el eje de
investigacion: poblacién y condiciones de vida en el medio ambiente, especificamen-
te en el tema prioritario correspondiente a cultura, ciencia y educacién. Nuestro
énfasis es poder analizar el comportamiento de dos tipos de poblaciones, las cuales
estan determinadas por las presas y los depredadores. En el marco de las condicio-
nes de vida podemos ver como un sistema de virus (predadores) que se propaga en
el cuerpo humano que ataca los glébulos blancos (presas); en donde nuestro enfo-
que podria desarrollar al analisis de como reaccionaria un individuo con facilidad
al acceso de recurso para combatir el virus y analizar que sucede con los individuos
que no pueden acceder a estos recursos. En la misma maestria, la orientacién en Es-
tadistica Matematica tiene sus propias lineas de investigacion, dentro de las cuales
podemos determinar nuestro trabajo dentro de dos areas los cuales son: el anélisis
de sobrevivencia y confiabilidad puesto que enmarca el hecho de trabajar con temas
de nacimiento-muerte [13], ademds de ellos por su implementacién mediante EDE
representa fundamental importancia en el drea de procesos estocasticos ya que se
analiza cémo se comportan las variables aleatorias respecto al tiempo.

Ademas de ello realizaremos un proceso de modelacién de los métodos numéri-
cos, podremos profundizar en el andlisis de estabilidad en la linea de modelacion
matematica, mismas que hacen referencia a una de las lineas de investigacién del
programa. Esto nos permitird analizar el comportamiento tanto en modelacion es-
tocdstica como en modelacién de los sistemas dindmicos,[14], siendo de gran interés
para poder predecir la variacién de las soluciones al problema que planteemos; es-
to al poder hacer cambios en las condiciones iniciales que permitan determinar de
manera eficiente las predicciones.

3. ANTECEDENTES

El modelo presa-depredador fue originalmente propuesto por A.J. Lotka y V.
Volterra en la década de 1920[8]. Es un modelo relativamente simple y el cual se
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estudia en la mayoria de los cursos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecua-
ciones de Lotka-Volterra se desarrollaron para describir la dindmica de sistemas de
la biologia. Este sistema de ecuaciones diferenciales no lineales puede describirse
como un método mas general de la versién de un modelo de Kolmogorov porque se
centra solo en las interacciones depredador-presa e ignora la competencia, la enfer-
medad y el mutualismo que incluye el modelo de Kolmogorov. Las ecuaciones de
Lotka-Volterra se pueden escribir simplemente como un sistema de primer orden
no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Como las ecuaciones son
de naturaleza diferencial, estas soluciones son deterministas (no hay aleatoriedad
involucrada, y las mismas condiciones iniciales produciran el mismo resultado), y el
tiempo es continuo (las generaciones de depredadores y presas son continuamente
superpuestos). Como con muchos otros modelos matemédticos, muchos supuestos
fueron hechos en la creacién de las ecuaciones de Lotka-Volterra. Tales suposiciones
incluyen:

1. No hay escasez de alimentos para la poblacién de presas.

2. La cantidad de comida suministrada a la presa esta directamente relacionada con
el tamano de poblacion de la presa.

3. La tasa de cambio de la poblacién es directamente proporcional a su tamano.

4. El ambiente es constante y se supone que la adaptacién genética sea insignifican-
te.

5. Los depredadores nunca dejardn de comer.

Posteriormente tenemos el modelo de poblacion presa-depredador estocastico con
efecto Allee; en las poblaciones ecoldgicas, el crecimiento de las especies a menudo
se ve amortiguado por un efecto Allee. El llamado efecto Allee se describe por la
relacién positiva entre la densidad de poblacién y la tasa de crecimiento per-capita.
El modelo logistico supone que la tasa de crecimiento per-cdpita disminuye mo-
noténamente con la densidad. Sin embargo para la poblacién sujeta a un efecto
Allee, la tasa de crecimiento per-cdpita muestra una curva jorobada que aumenta
(de negativa a positiva) a baja densidad, hasta un maximo en densidad intermedia
y luego disminuye.

El efecto Allee puede surgir de varias fuentes, como las dificultades para encontrar
parejas cuando la densidad de poblacién es baja, la disfuncién social en poblacio-
nes pequenas, la explotacién de alimentos, la depresién endogamica y la evitacion
o defensa de los depredadores . Este efecto generalmente se satura o desaparece
a medida que la poblacién aumenta. El efecto Allee se ha modelado de diferentes
maneras , como el efecto Allee multiplicativo y el efecto Allee aditivo. Desde un
punto de vista ecoldgico, el efecto Allee se ha modelado en casos fuertes y débiles. El
fuerte efecto Allee introduce un umbral de poblacién, y la poblacién debe superar
este umbral para crecer. En contraste, la poblacién con un efecto Allee débil no
tiene un umbral. El fuerte impacto potencial del efecto Allee en la dindmica de la
poblacion ha atraido mucha atencién recientemente. Se pueden encontrar investi-
gaciones detalladas relacionadas con el efecto Allee en [9].
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Por ltimo mencionaremos la dindmica global del modelo estocastico presa , de-
predador con interferencia mutua y defensa de presas en donde se pretende anali-
zar dindmicas de los modelos biolégicos[10]. Factores no lineales como la respuesta
funcional y la interferencia mutua se encuentran entre varios factores cruciales que
afectan los modelos bioldgicos. Los tipos de interferencia mutua han sido de gran
interés ultimamente en donde definimos interferencia mutua como las interacciones
de comportamiento entre los organismos de alimentacién, que reducen el tiempo
que cada individuo pasa obteniendo alimentos, o la cantidad de alimentos que ca-
da individuo consume. Ocurre mas cominmente donde la cantidad de alimentos
es escasa, o la poblacién de organismos de alimentaciéon es grande. Wang estu-
dié la existencia, la permanencia y estabilidad asintética global para un sistema
presa-depredador con interferencia mutua[ll]. Wang y su grupo también obtuvie-
ron algunas condiciones suficientes, para la permanencia y la atraccién global de
la solucién periédica positiva para un modelo Volterra, y modelo presa-depredador
retrasado con interferencia mutua.

Todos los procesos bioldgicos se ven afectados fundamentalmente por el ruido blan-
co ambiental. En modelado estocéstico, el ruido ambiental se concibe como fluc-
tuaciones estocasticas. Podemos analizar un sistema bioldgico bajo fluctuaciones
estocdsticas, considerando el ruido ambiental forzado para la poblaciéon. Podemos
analizar ademaés que cuando la poblacién se desvia del punto de equilibrio, el sistema,
muestra un comportamiento irregular (es decir, inestabilidad). Asf, después de que
uno investiga un sistema determinista, se procede a la extensién de los resultados
al modelo estocastico.

4. EL MODELO PRESA - DEPREDADOR Y ALGUNAS VARIACIONES

Supongamos que en un ecosistema cerrado (es decir, no se permite la migracién
hacia adentro o hacia afuera del sistema) solo hay 2 tipos de animales: el depreda-
dor y la presa. Forman una cadena alimentaria simple donde la especie depredadora
caza a la especie presa, mientras que la presa se alimenta de la vegetacién. El ta-
mano de las dos poblaciones se puede describir mediante un sistema simple de dos
ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales (también conocidas como las
ecuaciones de Lotka-Volterra, que se originaron en el estudio de las poblaciones
de peces del Mediterraneo durante e inmediatamente después de la Primera Gue-
rra Mundial). El modelo cldsico es formulado considerando dos poblaciones que
interactian en un tiempo ¢, un especie depredadora, denotada f(¢) y una espe-
cie de presa, r(t). En ausencia de depredadores, las especies de presas exhiben un
crecimiento exponencial. En particular,

dr(t)
dt
donde r(t) > 0 para todo ¢t y a es la tasa de natalidad de presas. Se supone que

aqui siempre hay suficiente comida para la presa; de manera similar, en ausencia
de presas, los depredadores mueren exponencialmente. Es decir,
df (¢)

(4.2) gt —cf(t)

donde f(t) > 0 para todo t y ¢ > 0 es la tasa de muerte de depredadores. Se puede
suponer que hay otro alimento para los depredadores, pero no es suficiente para

(4.1)

= ar(t)
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mantener a la poblacién. Cuando ambas poblaciones estdn presentes, la interaccién
de las especies se modela como un producto de los tamanos de la poblacién (es
decir, r(t) f(t)). El término r(t) f(t) se toma prestado de modelos quimicos de tasas
de reaccién donde las moléculas en soluciéon interactian chocando al azar unas con
otras. En el modelo clasico, una interaccion presa-depredador da como resultado una
presa muerta a una tasa br(t) f(t), donde b > 0. Dado que se supone que las presas
son la principal fuente de alimento para los depredadores, los depredadores tienen
una tasa de natalidad dr(t)f(¢), donde ¢ > 0. El modelo cldsico depredador-presa,
con los supuestos discutidos anterior, produce el siguiente sistema de ecuaciones:

- d;(t) =ar(t) —br(t)f(t)
: d{j = —cf(t) +dr(t)f(t)

donde a, b, c y d son constantes positivas; a, ¢ representan las tasas de crecimiento
intrinsecas de las presas y depredadores respectivamente y b, d miden la interacciéon
entre las dos especies. De manera general, un modelo de Lotka-Volterra determinista
clasico de dos especies se puede expresar de la siguiente manera:

X
th(t) = X[’I"l — a11X — ang]
7 = Y[T‘Q - a21X - a22Y}

aqui X (¢) v Y (¢) representan los tamanos de las poblaciones. Tenga en cuenta que
la diferencia entre este sistema y Volterra (4.3) son los nuevos coeficientes intra-
especificos a;;. Mediante este nuevo sistema podemos determinar tres clasificaciones
con respecto a las presas y depredadores.

1) Cooperacién entre las especies; esto sucede cuando r1 > 0, 7o > 0, a1z < 0,
az < 0.

2) Competencia entre dos especies; esto sucede cuando 11 > 0, r2 > 0, a;2 > 0,
az1 > 0.

3) Presa-depredador; esto sucede cuando r; > 0, r2 < 0, aja > 0, ag; < 0.

Esta dindmica puede verse en[12].

Sin embargo, en estos modelos deterministas los pardmetros son constantes y no
incorporan muchos factores impredecibles que estén relacionados con los factores
ambientales y la variabilidad demogréfica (variabilidad alimentaria, enfermedades
...). En general, la variabilidad ambiental se trata modificando los pardmetros del
modelo. Este enfoque consiste en definir los pardmetros con una funcién lineal de
ruido blanco gaussiano (WN) por sus siglas en ingles [5], es decir, una funcién lineal
de la derivada de un Proceso de Wiener [5]. Es decir, suponemos que el rudio blanco
aparece en 11 y 79 entonces generamos un cambio de la siguiente manera:
dw;(t)

(45) ri = 1r;+0; d

en este caso o; es una constante positiva y W;(t) se le conoce como movimiento
Browniano [13]. Entonces se describe el siguiente modelo estocdstico:

dX(t) = X[?“l — allX — ang] + 0'1XdW1 (t)
(4.6) o) PAD
7 = Y[?“Q — (121X — GQQY] + 0'2Y d2t
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donde el término estocastico es lineal en las variables estocdsticas X y Y. Bajo
la hipétesis simple o1, 02 > 0, se muestra que esta solucién es positiva y global.
Otra posibilidad considerada sucede cuando ruidos blancos (WN) aparecen en los
pardmetros a;; de manera que:

dW (t)

dt
con las condiciones oy > 0y 055 > 0 si ¢ # j. En este caso, el término de di-
fusién en el sistema diferencial estocastico serfa cuadratico. Luego el sistema de
ecuaciones diferenciales estocdsticas (SEDE) para la dindmica de dos poblaciones
que interactian tiene la forma:

(4.8) dX = p(t,X) + B(t, X)dW

donde X = (X,Y)T y W = (W, W) son dos procesos de Wiener independien-
tes. Ademas de ello se define pu(t,X) que es una funcién vectorial y B(t,X) es
la matriz de difusién correspondiente. Una punto clave en biologia de poblaciones

es comprender las limitaciones que conducen a la extincién o coexistencia de las
especies.

(47) Qi — Qi + Oij

4.1. Analisis del modelo estocastico presa-predador. Consideramos un sis-
tema muy simple de presa-depredador de Lotka-Volterra .

Supongamos que las presas pueden ser conejos y que disfrutan de un suministro
infinito de alimento y los depredadores pueden ser zorros. Este problema se puede
modelar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Sea R(t) el ta-
mafio de la poblacién de presas en el momento ¢ y F(t) el tamafio de la poblacién
de depredadores en el momento ¢. En el modelo que se va a formular, se va a suponer
que en lugar de una tasa (determinista) de nacimientos y muertes de depredadores
y presas, existe la probabilidad de que nazcan o mueran depredadores y presas.
Por tanto, R(t) y F(t) son variables aleatorias dependientes del tiempo. Como en
el proceso simple de nacimiento-muerte para una sola especie, los nacimientos y
muertes en este proceso ocurren proporcionalmente al tamano de la poblacién. Su-
ponemos que la probabilidad infinitesimal del nacimiento de una presa individual
durante el intervalo de tiempo pequeno At es ar(t)At, donde para a > 0 tenemos
la tasa de natalidad de la presa. De manera similar, asumimos que la probabili-
dad infinitesimal de la muerte de un depredador individual durante el intervalo de
tiempo pequenio At es c¢f(t)At , donde para ¢ > 0 tenemos la tasa de muerte del
depredador. Veamos el siguiente diagrama para entender el comportamiento que
tendra nuestro sistema:

transiciones tasas
r—or+1, f—>f| ar
r—r—1 f—=f| brf
r—=r, f=>f+1]| drf
r—=r, f—>f—=-1]| cf.

El argumento estandar que usa las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante [5]
se usa para obtener P, (t), considerando la probabilidad P, ;(t+ At) donde P, ¢(t)
es la probabilidad que existan depredadores y presas al mismo tiempo. Esta pro-
babilidad se obtiene como la suma de las probabilidades de los siguientes eventos
mutuamente excluyentes:
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a) Hay r presas y f depredadores en el tiempo ¢ y no se producen nacimientos ni
muertes de ninguna de las especies en (t,t + At).

b) Hay r — 1 presas y f depredadores en el tiempo ¢ y una presa nace en (t,t+ At).
c) Hay r presas y f — 1 depredadores en el tiempo ¢ y el nacimiento de un depre-
dador ocurre en (¢,t + At).

d) Hay r + 1 presas y f depredadores en el tiempo ¢ y se produce la muerte de una
presa en (t,t + At).

e) Hay presas r y depredadores f + 1 y la muerte de un depredador ocurre en
(t,t + At).

Se asume que At es suficientemente pequeno para garantizar que solo uno de estos
eventos pueda ocurrir en (¢,t + At).

Haciendo un analisis de la variabilidad demografica y abordando las variaciones
del proceso podemos determinar lo siguiente: supongamos que At es un pequeno
intervalo de tiempo.

AR = R(t + At) — R(t),
AF = F(t + At) — F(t),

como mencionamos anteriormente tenemos cinco probabilidades descritas a con-
tinuacion:

(4.9) P(AR = 1,AF = 0) = aR(t) At
(4.10) P(AR = —1, AF = 0) = bR(t)F(t) At
(4.11) P(AR =0,AF = 1) = dR(t)F(t) At
(4.12) P(AR =0, AF = —1) = cF(t) At
(4.13) P(AR =0,AF = 0) = 1 — P(t)At.

donde P(t) = aR(t)+cF(t)+dR(t)F(t)+bR(t)F(t). Luego para obtener las ecuacio-
nes diferenciales estocasticas calculamos la esperanza y la covarianza de las variables
estocdsticas ARy AF (ver [14]). En este caso, el sistema diferencial estocdstico es:

(4.14) { dR = R(a — bF)dt + \/R(a — bf)dW,(t)
| dF = F(~c+ dR)dt + \/F(c + dR)dWx(t)

aqui dW1(t) y dWa(t) son dos procesos de Wiener independientes [5].

4.2. Algunas variaciones del modelo para parametros definidos. Supone-
mos que nuestro modelo estd determinado por los valoresdea =2, ¢c=1,b=d = «
entonces el sistema modelado a partir de (4.10) es:

(4.15) { dR = R(2 — aF)dt + \/R(2 — aF)dW(t)
' dF = F(—1+ aR)dt + /F(aR + 1)dWs(t)

notemos que los procesos de Weiner siguen siendo los mismos y por ende son inde-
pendientes. Este modelo nos permite tener un solo parametro a. Como la variabi-
lidad ambiental se introduce modificando los pardmetros del modelo, consideremos
la siguiente modificacién del pardmetro a:

AW (¢)

4.16
(4.16) a—=a+o o
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donde W (t) es un movimiento browniano y ¢ > 0 es una constante. Por lo tanto,
si R(t) y F(t) representan el tamafo de la poblacién de presas y depredadores
respectivamente, entonces satisfacen el sistema diferencial estocéstico:

(4.17) { dR = R(2 — aF)dt — o RFdW(t)

dF = F(—1+ aR)dt + cREdW,(t)

el término o RF representa el término de contacto ponderado con la tasa de inten-
sidad de ruido o. Este tipo de sistema ha sido estudiados en la literatura[15], sin
embargo, siempre se ha asumido que los coeficientes a;; > 0 en (4.4), una suposi-
cién que no es razonable en el modelo estocdstico anterior. Consideramos un tercer
modelo donde introducimos distintas perturbaciones lineales a nuestras variaciones.
Obtenemos el siguiente sistema estocéstico:

(4.18) { dR = R(2 — aF)dt + oy RAW (1)

dF = F(=1+ aR)dt + oo FdWa(t)

donde dWi(t) y dWa(t) siguen siendo dos procesos de Wiener independientes, los
términos o1 R y 09 F representan las tasas de intensidad de ruido para las presas
y depredadores respectivamente. Este modelo es un caso particular de (4.6) y por
lo tanto sus soluciones son globales y positivas cuando o1, 05 > 0. Este modelo
también se estudia en [16].

La importancia es que para estos tres modelos es que podemos ver el comportamien-
to que pueden tener las presas y los depredadores bajo ciertas condiciones iniciales
aplicadas a cada uno de los modelos y ademés dandole valores a los parametros
correspondientes.

4.3. Ecuaciones de Kolmogorov hacia atras. Se ha desarrollado un modelo
estocdstico de manera sencilla partiendo del modelo determinista presa-predador de
Locka-Volterra. En esta parte de nuestra investigacién queremos ver el como es el
planteamineto de nuestro modelo mediante la ecuacion de Kolmogorov hacia atras
partiendo de (2.8) y recordando que donde X = (X, Y)T y W = (W, W2)7T son dos
procesos de Wiener independientes, u(t, X) es una funcién vectorial y B(¢, X) es la
matriz de difusién correspondiente. Definamos la variable aleatoria T' que indica el
tiempo de persistencia, es decir:

T=inf {t>0:X(t)=00Y(t) =0}

En este caso aunque no se indica explicitamente, T' depende del valor inicial
X(0), Y(0).

En [1] se discute que el tiempo medio de persistencia 7(r, f) = E(T,, f) para
(4.8) satisface la ecuacion estacionaria hacia atras de Kolmogorov siguiente:

2 2

or or 1 0*r
(4.19) L(T)—NlaiX +M2W+§;;dijm+l—0

donde el término de difusién es la matriz D = BBT = (d;;) y con condiciones de
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frontera dadas por:

(4.20) ?(Mlvy) =0

esto sucede siempre que los valores de x e y no pueda exceder algunos valores My
y Ms respectivamente. Ademas, el operador L es eliptico porque la matriz D es
definida positiva en el dominio, esto es; x!Dx = x BBT x = (Bx)T (Bx)T
= |IBY — x||3 >0, por lo tanto sus autovalores son positivos.

Partiendo de la ecuacién de Kolmogorov hacia atrds(4.8) podemos encontrar el
término de la matriz de difusién para las ecuaciones (4.11), (4.13) y (4.14). Tomemos
el caso del modelo estocdstico (4.11) entonces el término de difusién estd definido
por la matriz:

_1 r(2+ af) 0
- o1 (€500 o)

para este caso el tiempo medio de extincién 7(r, f) = E(T,, f) satisface la ecuacién
de Kolmogorov hacia atras estacionaria descrita por:

2 2
(4.22) L(r) = T(Q—af)%+f(ar—1)g—;+%r(2+af)%+%f(ar+1)g—];+l =0.
Para este ecuacién tenemos las condiciones de frontera 7(0, f) = 7(r,0) = 0,
ademds, como (24 af) >0y f(ar+1) > 0 cuando r, f > 0, el operador L(7) es
localmente eliptico y su solucién es positiva.
Se puede hacer el mismo andlisis para poder encontrar las matrices de (4.13) y
(4.14); esto para luego poder encontrar las ecuaciones de Komogorov hacia atrés
correspondientes. Partiendo de estas ecuaciones podemos hacer el andlisis corres-
pondientes para el modelo determinista y el modelo estocastico presa-depredador
y asi identificar e comportamiento de dichos modelos y verificar si presentan dife-
rencias significativas.

5. PROCESO DE WIENER

El proceso de Wiener W(t) depende continuamente de ¢ € [0,7] y cumple las
siguientes condiciones:

= W(0) =0 (con probabilidad 1).

s Para 0 < s < t, el incremento W(t) — W(s) es una variable aleatoria nor-
malmente distribuida con media cero y varianza t — s. Es equivalente a
W(t) — W(s) ~+/t—sN(0,1) = N(0,t — s), donde N(0,1) denota una va-
riable aleatoria normalmente distribuida con media cero y varianza de la
unidad.

» Para 0 < s <t <u<wv<T,los incrementos W(t) — W(s) y W(v) — W(u)
son variables aleatorias independientes.
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La distribuciéon normal se define como una distribuciéon de probabilidad continua
con una funcién de densidad de probabilidad en forma de campana, que se conoce
como funcién gaussiana:
o 1 ()

5.1 flr,p,0%) = ——exp ‘

(5.1 (@.10.0%) = —

donde g es la media 6 el valor esperado, o2 es la varianza. Cuando =0y o2 =1
decimos que tenemos una distribucién normal estandar.

En general, N(u,0?) denota una distribucién normal con valor esperado p y va-
rianza o2. Si la variable aleatoria X se distribuye normalmente con valor esperado
p y varianza o2, entonces podemos escribir  ~ N(u,02) ~ u+ oN(0,1).

5.1. Integrales de Ito y Stratonovich. Para describir el modelo estocéastico
que investigamos, necesitamos definir las dos formas diferentes de ecuaciones dife-
renciales estocdsticas: la forma Ité y la forma Stratonovich [17].

Definicién 5.1. Sea [0,T] CR y 0 =tg < t1 <,...,< t, = T una discretizacion
del intervalo de tiempo [0,T) siendo el paso mds grande At = mazx (tx+1 — tx) para
kel,..,n—1 entonces

(52) [ s0awe = i Y 160 0 (esr) - w0

se llama integral de It6 para la funcion f.

Definicién 5.2. Sea [0,T| CR y0 =1ty < t1 <,...,< t, = T una discretizacion
del intervalo de tiempo [0,T] siendo el paso mas grande At = max (ty+1 —tr) para
kel,..,n—1 entonces

T N-1 . .
63 [ rweawi= > s (555 ) vt - wee)

se llama integral de Stratonovich de la funcion f

Por lo tanto, existe una diferencia importante entre las integrales de Ito y de
Stratonovich, ya que f se evaliia en el extremo izquierdo del intervalo en el caso de
It6 y en el punto medio del caso Stratonovich[3].

La forma It6 de una ecuacién diferencial estocdstica se puede escribir en forma
diferencial:

(5.4) dx(t) = f(t, z(t))dt + g(t, x(t))dWy
para 0 <t < T donde W (t) es un proceso de Wiener.

Podemos escribir el modelo de ecuacion diferencial estocastica para la interaccién
depredador-presa agregando un término estocéstico al modelo (2.3) como

dr =ar —brf + ordW;
df = —cf +drf+ofdW,

donde W(t) = W es un proceso de Wiener estdndar, o un movimiento browniano,
en el intervalo de tiempo [0,7] y o es un pardmetro que representa la fuerza del
ruido. Los modelos estocéasticos son modelos més precisos para estudiar procesos
biolégicos importantes. Un ejemplo de tal aplicacién biolégica en ecologia es el
estudio de la interaccién presa-depredador. El modelo determinista no describe

(5.5)
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los aspectos bésicos de un sistema natural en un entorno cambiante que puede
causar variaciones aleatorias en la tasa de crecimiento de las presas depredadoras
y la tasa de mortalidad. El ruido blanco gaussiano, que es un concepto tutil para
modelar fenémenos que fluctian rapidamente y la principal fuente de ruido es que
existen incertidumbres inherentes en un sistema ecolégico, como estaciones variables
o aportes de nutrientes.

6. METODOS NUMERICOS PARA MODELOS ESTOCASTICOS
CONTINUOS

Muchas areas de la ciencia y la ingenieria se basan en el anélisis cuantitativo,
a medida que se dispone de modelos matematicos mas complejos de los fenémenos
del mundo real. Dado que la mayoria de estos modelos no tienen una solucién
exacta de forma cerrada, las aproximaciones numeéricas son las tinicas herramientas
disponibles para analizarlos. En particular, el método de Euler-Maruyama (ver por
ejemplo Higham [18]) se usa ampliamente para aproximar la solucién de modelos
de ecuaciones diferenciales estocdsticas que surgen en las aplicaciones.
Consideremos una ecuacién diferencial estocéstica de Ité en la forma general:

(6.1) do(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW,

para 0 <t < T. Aqui f y ¢ son funciones vectoriales, y W es un solo proceso de
Wiener. El intervalo [0,7] se discretiza como 0 =ty < t1 <,...,< t,, = T donde
t; =jAty At = % para algin nimero entero n. El método de Euler-Maruyama
(EM) aplicado a la ecuacién (4.1) se puede escribir de la siguiente forma:

(6.2) zj =xj 1+ f(xj—1)At + gla;—1)(W(t;) — W(t;))

para j=1,..., n.

Dependiendo de las propiedades deseadas de la soluciéon numérica, la solucién exac-
ta de la SDE puede aproximarse mediante métodos numéricos fuertes o débiles (ver,
por ejemplo, Higham [17]).

Definicién 6.1. Si z, es la aprozimacion numérica de z(ty) en una cuadricula
0=ty <t <,....< tp, =T con el paso mds grande At = maz(tgr1 — ti) con
k€0,1,...,n—1 entonces se dice que la aproximacion numérica (xy)r converge a
x(t) con un orden global fuerte 1 > 0 si existe una constante ¢ > 0 que no depende
de At o en la cuadricula y Aty > 0 tal que

Bz, — z(ty)| < cAtY
para cualquier cuadricula con At < Atg.

Tenga en cuenta que 1) puede ser fraccional, ya que el orden cuadratico medio de
un incremento de Wiener AW = W (t + At) — W(t) es At'/2. Las aproximaciones
fuertes son necesarias cuando se requiere que la solucién numérica siga de cerca la
solucién exacta en cada camino. Sin embargo, cuando estemos interesados en obte-
ner una aproximacién precisa de los momentos de la soluciéon exacta, se emplearan
métodos numéricos débiles.

Definicién 6.2. Si z, es la aprozimacion numérica de z(ty) en una cuadricula
0=ty <t <,...< tp, =T con el paso mds grande At = maz(txr1 — ti) con
k€0,1,....,n—1 entonces se dice que la aproximacion numérica (xy) converge a
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x(t) con un orden global débil ) > 0 para T > 0 y cualquier polinomio p, se cumple
lo siguiente:

|E(p(z4)) — E(p(z(T)))| < cAt”
para cualquier At < Atg para algin Aty > 0 donde ¢ es una constante que es
independiente de At y de la cuadricula.

Observamos que el método de Euler-Maruyama es de orden de convergencia
fuerte 1/2 y orden de convergencia débil 1. Recordamos que el método de Euler en
el marco determinista era de orden de convergencia 1. El orden de convergencia 1/2
fuerte se debe a la presencia de los incrementos de Wiener que se comportan como:

dr =ar —brf + ordW,
df = —cf +drf + ofdW,;
donde W; es un proceso Wiener. Consideramos los siguientes parametros a = 0,05,
b=1,¢=0,2y d=0,3. Las condiciones iniciales son r(0) = 0,1 e f(0) = 0,1.

(6.3)

Euler-Maruyama para el modelo estocastico presa-depredador: El méto-
do Euler-Maruyama (EM)[18] es uno de los métodos computacionales mds simples
para la aproximacién de EDEs, es el andlogo al método de Euler para ecuaciones
diferenciales ordinarias. Desarrollamos brevemente este método para pasar al caso
aleatorio pensando en el problema general de valor inicial.

Aplicamos el método de Euler-Maruyama al sistema (4.3) y obtenemos:

{ r(i+1) = ar(i) — br(i) f(i) + or(i)VALN(0,1)
fi+1) = —cf (@) + dr(i) f(i) + o f(i)VAIN(0,1)

para i = 0,1,...,n donde r(0) = 3, f(0) =2, ¢ = 0,37,d = 0,05,a = 0,4,b = 0,3
El ntimero de pasos en la malla es n = 1000, T' = 100; At = T'/n; El valor del
pardmetro o varia de 0 =0 a o0 = 0,3.

(6.4)

depredador-presa,sigma=0,i1 depredador-presa,sigma=0.05,12
T T T T
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F1GURA 1. La evolucién en el tiempo del depredador y de la presa
con una secuencia creciente de ruidos.
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Cuando la fuerza del ruido aumenta, las fluctuaciones de la Curva aumentan.La
figura 1 muestra la evolucion de los depredadores y presesas a traves del tiempo,
notando que a medida aumenta el rudio blanco la poblacién de presas(azul) aun-
menta respecto a los depredadores (rojo).

sin ruido g. sigma = 0.05
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FIGURA 2. Secuencia de retratos de fase del modelo estocéstico
depredador-presa.

En la figura 2 podemos ver que a medida aumentamos el ruigo blanco (o) el
restrato de fase del modelo va desapareciendo hasta perder su forma.
Podemos observar que las soluciones en equilibrio ya no son tan notorias. Por lo
tanto la poblacién en equilibrio se ve afectada por el ruido blanco gaussiano.
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7. CONCLUSIONES

. Mediante la elaboracion de este trabajo de investigacién se pretendié ana-

lizar cuales son las variaciones que presenta la modelacién de un problema;
para el cual en este caso dicho problema esta planteado de dos formas me-
diante el modelos determinista Locka-Volterra y un modelo estocastico.

. Nuestro proposito también es que podamos identificar que tipo de modelo

estocéstico se esta presentando, ya que al pasar del modelo determinista este
genera diferentes formas de modelarlo estocasticamente, la cuales se desa-
rrollaron en este trabajo mediante las ecuaciones (4.11), (4.13) y (4.14).

. Vemos también que podemos desarrollar nuestro modelo mediante la ecua-

cion de Kolmogorov hacia atras entonces queremos concluir que tipo de
modelacién estocdstica nos proporcionaria mejor informacién de acuerdo a
los datos que utilicemos, esto mediante los parametros correspondientes a
cada ecuacion.

. La ecuacién depredador-presa de Lotka-Volterra es un modelo critico en

ecologia. El estudio de la dindmica en el modelo Lotka-Volterra y su genera-
lizacién es un problema clave en ecologia.

. El ruido blanco gaussiano se utilizé para observar oscilaciones en un entorno

estocastico. La prediccién de la coexistencia de las poblaciones de dos es-
pecies se puede hacer con la ayuda de la observacién de fluctuaciones en el
modelo estocastico.

93



MODELO ESTOCASTICO PRESA-PREDADOR 15

REFERENCIAS

[1] Jose A. Canto. Modelacién estocdstica de la interaccién entre células cancerosas y células de

la bmu. Master’s thesis, Centro de investigacién matemdtica. (CIMAT), 2016.

[2] J.E. Hutado . Modelacién estocéstica de la accién sismica. Technical report, 1999.
[3] Carlos A. Grajales. Modelacién estocdstica de la tasa de cambio peso colombiano / u.s. ddlar.

Master’s thesis, universidad de Medellin, 2006.

[4] Francisco Venegas. Un modelo estocéstico de equilibrio macroeconémico: acumulacini de ca-

pital, inflacién y politica fiscal. SciElo Analytics, 208.

[5] Bernt Oksendal. Stochastic Differential Equations. New York: Springer-Verlag Heidelberg,

2003.

[6] H. C. Tuckwell. Elementary Applications of Probability Theory. Chapman & Hal , London:,

1995.

[7] E.Platen P.E. Kloeden. Numerical Solution of Stochastic Differential Equations. New York:

Springer,, 1995.

[8] W. Hu Tyler Blaszak. Lotka-volterra models of predator-prey relationships. 2019.
[9] B. Dennis. Allee effects: population growth, critical density, and the chance of extinction.

Universidad de Idaho, Moscd, 3(4), 1989.

[10] Feng Rao. Dynamical analysis of a stochastic predator-prey model with an allee effect. Hin-

dawi, 2013.

[11] K. Wang. Existence and global asymptotic stability of positive periodic solution for a predator

prey system with mutual interference. ScienceDirec, 10:481-538, 2009.

[12] L.J.S. Allen. An Introduction to Stochastic Processes with Applications to Biology. Person

Prentice Hall, 2003.

[13] Charles J. Stone Paul G. Hoel, Sidney C. Port. Introduction to Stochastic

Processes. University of California, Los Angeles, 2003.

[14] F. Vadillo. ;jmodelos deterministas o estocdsticos ? Matemdticalia, pages 1-7, 2011.

M. Fan M. Liu. Persistence and extinction in stochastic non-autonomous logistic systems. J.
Math, 275, 2011.

M. Fan M. Liu. Permanence of stochastic lotka-volterra systems,. J. Nonlinear Sci, 27, 2017.
E. Allen. Modelling with 1Ité6 stochastic differential equations. Springer, Dor-
drecht,Netherlands, 2007.

D. J. Higham. An algorithmic introduction to numerical simulation of stochastic differential
equation. STAM Review, 43, 2001.

ESCUELA DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE HONDURAS, TEGUCIGALPA
Email address: elvis.arrazola@unah.edu.hn

94



ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS EN EL
ESTUDIO DEL DESARROLLO DE ARBOVIRUS EN HONDURAS
A PARTIR DE UN MODELO
SUSCEPTIBLE-INFECTADO-SUSCEPTIBLE

CARLOS A. HENRIQUEZ

RESUMEN. Este articulo presenta un estudio sobre la aplicabilidad de ecua-
ciones diferenciales estocdsticas. Dichas ecuaciones son importantes ya que
modelan fenémenos inestables debido a la aleatoriedad de algunos de sus
componentes en funcién de series de tiempo. En primer lugar, se estudia
el movimiento browniano como proceso estocdstico bdsico, su construccién
y propiedades. Consecuentemente, se desarrolla la teoria de integracién es-
tocastica de Ito y el Teorema de existencia y unicidad de solucién. Se trata
también la férmula de It6 y ejemplos clasicos de ecuaciones diferenciales es-
tocasticas. Finalmente, se presentan aplicaciones numéricas orientadas a la
solucién de problemas en epidemiologia, haciendo uso del modelo Euler.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones algebraicas, diferenciales e integrales, son empleadas de forma
aplicada en algunos campos de estudio: ingenieria, economia y en ciencias sociales
y de la salud, entre otras, para caracterizar el estado actual de un sistema fisico,
econdémico o social y predecir su evolucién en una serie de tiempo.

En general, algunos componentes de estas ecuaciones no se conocen con pre-
cisién debido a una informacién insuficiente o a fenémenos aleatorios inherentes del
problema. Asi, los problemas que surgen a partir de estas ecuaciones cuyos coefi-
cientes son dados al azar se conocen como Problemas Estocdsticos, surgiendo asi de
forma consecuente, el estudio y andlisis de las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas
(EDE’s) [2].

Mediante la modelaciéon de diversos fenémenos aleatorios, el cdlculo estocastico
tiene amplias aplicaciones en diferentes areas de investigacion, regidos por EDE’s
y son definidos sobre diversos espacios. Por ejemplo: en el area de la geofisica,
podemos considerar a la Tierra como una esfera de dimensiéon 2 y modelar una
EDE sobre la Tierra; en farmacocinética, se estudia los procesos fisico-quimicos
que sufre un farmaco cuando es administrado en algin organismo, considerando
liberacién, absorcién, distribucién y eliminacién, los que estan expuestos a influen-
cias que no son del todo factibles para modelar explicitamente. Por lo tanto, existe
una necesidad de extender los modelos deterministas a modelos donde se incluya un
componente estocastico; en el drea de ingenieria, las fuerzas que actiian en un avién

Palabras y frases clave. Movimiento browniano, Integral estocdstica, Férmula de 1t6, Método
de Euler.
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desde el despegue hasta el aterrizaje dependen de manera compleja de las condi-
ciones ambientales y el patron de vuelo, estas fuerzas pueden ser modeladas por
EDE’s; en biologia, las propiedades dseas necesarias para desarrollar articulaciones
artificiales confiables varfan significativamente con los individuos y sus edades; en
finanzas, donde los precios de las acciones y su evolucion en el tiempo dependen de
un gran numero de factores que no pueden ser descritos por modelos deterministicos
y a menudo estdn regidos por una EDE [2].

En este articulo, se inicia con una extension de lo que se conoce de la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias en ecuaciones diferenciales donde se presentan
elementos aleatorios. Ademads, se desarrolla la teoria de integracién estocéstica que
nos permitird dar una definicién para las integrales del tipo [ GdW, donde G es
un proceso estocastico. Estas integrales, aparecen con gran frecuencia en el estu-
dio y resolucién de estas ecuaciones. Otra herramienta 1til para el estudio de las
EDE’s es la férmula de Ité [4]. Por ejemplo, la solucién para dX = XdW, cuando
X(0) =1 serfa X(t) = " ®~2 y no X(t) = " ®, como se esperarfa.

Ademsds, se describe el teorema de existencia y unicidad de solucién de EDE’s
definidas sobre variedades Riemannianas [2]. Estas ecuaciones modelan numerosos
fenémenos en fisica, quimica, finanzas, biologia y demografia, entre otros. De tal
manera que, se estudiaran modelos basados en EDE’s para distintos campos de apli-
cacion. Se trabajara como objeto de estudio y andlisis en el area de la epidemiologia,
usando un mdédelo SIS (sospechoso-infectado-sospechoso) [4]. Se discutird por qué
una modelizacién con EDE’s se ajusta més que una modelizacién con ecuaciones
diferenciales ordinarias. Finalmente, se aplicara un método de aproximacién Euler,
este es una adaptacién del método para EDO’s con la salvedad que para simular
los crecimientos del movimiento browniano se utiliza una distribucién normal, lo
que permitird estudiar la dindmica de propagacién de enfermedades denominadas
como arbovirus en zonas de mayor tendencia a considerarse como epidemias en todo
nuestro pais.

2. JUSTIFICACION

La Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH), estipula como uno de
sus ejes de investigacion a la poblacién y condiciones de vida, dentro de éste se define
uno de los temas prioritarios de investigacién, la salud, estado y sociedad, de esta
manera, el presente estudio tiene este objetivo primordial. Ademas, considerando
que esta investigacion plantea un modelo de prediccién sobre el comportamiento
en el contagio de arbovirus en nuestro pais, se ubica en la linea de investigacién
sobre Probabilidad y Procesos Estocasticos de la Orientacién en Estadistica de la
Maestria en Matematica de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
Auténoma de Honduras.

Honduras esta localizada en Centroameérica, cuenta con una superficie de 112,492
Km?; politica y administrativamente est4 dividida en 18 departamentos, el idioma
oficial es el espanol, aunque existe diversidad étnica donde algunos grupos conser-
van su lengua nativa como los garifunas y los misquitos ubicados en la zona costera
atlantica del pais. Segun el Instituto Nacional de Estadistica (INE), la poblacién
actual ronda las 9,416,634 personas al 11 de abril de 2021 de los cuales 4,582,981
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son hombres y 4,833,653 son mujeres.

Para octubre del ano 2013, la red de servicios de la Secretaria de Salud disponia
de un total de 1,678 unidades prestadoras de servicios de los cuales hay: 6 hospi-
tales nacionales, 6 hospitales regionales, 16 hospitales de area, 436 Centros Médicos
Odontolégicos (CMO), 1 072 centro de salud rurales (CSR), 74 Clinicas Materno-
Infantil, 3 Clipper, 15 Centro Escolar Odontoldgicos (CEO) y 82 entre Laboratorios
Regionales, THSS y Hospitales privados que reportan a la Secretaria de Salud [10].
En la actualidad, segin la Secretaria de Salud hay 1,799 Unidades de Salud.

En las dltimas dos décadas, se han proliferado en nuestro pais el niimero de ca-
sos de personas que padecen sobre alguna de las enfermedades consideradas como
arbovirus, que son virus que se transmiten al ser humano o a otros vertebrados
por ciertas especies de artrépodos hematéfagos, especialmente insectos (moscas y
mosquitos) y ardcnidos (garrapatas). Los arbovirus no forman parte del sistema
de clasificacién actual de los virus, que se basa en la naturaleza y estructura del
genoma viral.

Los mosquitos del genero Aedes (aegypti y albopictus) son los vectores de varios
arbovirus como: Chikungunya, Dengue, Fiebre Amarilla, Occidente del Nilo y el
Zika. El Dengue y el Chikungunya han pasado a ser dos enfermedades con reper-
cusiones importantes en los servicios de atencién de salud y en los programas de
control de vectores por los impactos que han ocasionado. Las dos enfermedades
estan presentes en nuestro pais y la prevencién y control de las mismas dependen
en gran medida del logro de la participacién comunitaria en forma activa [12].

El territorio nacional tiene una temperatura anual promedio entre 18 y 30 °C,
ademds de una humedad de alrededor del 80%, es altamente favorable para la
longevidad, fecundidad y desarrollo de los mosquitos del genero Aedes. Las condi-
ciones de pobreza y pobreza extrema, los servicios insuficientes para de recoleccién
de basura, la falta de disponibilidad de agua potable las 24 horas del dia, las condi-
ciones insalubres de la vivienda, generan las condiciones para que los criaderos de
Aedes proliferen al interior y en los alrededores de la viviendas.

La Secretaria de Salud tiene varias décadas luchando contra la enfermedad del
dengue y desde el ano 2013 estaba en estado de alerta sanitaria para prevenir y
controlar la enfermedad del Chikungunya. En el ano 2015, inicio la alerta para
prevenir y controlar la enfermedad del Zika. Desde ese instante se han implemen-
tado algunas medidas, sin embargo, estas actividades no han producido los efectos
esperados sobre el control de estas enfermedades. A pesar de tener una experiencia
de 50 anos en tratar de disminuir los indices de infestacién de Aedes en las viviendas
a niveles que no presenten riesgos de transmisién, hasta la fecha esto no ha sido
posible.

En nuestro pais, las cifras son alarmantes y si bien es cierto que la cantidad
de decesos debido a estos padecimientos no es relativamente alto, es probable que
los recursos del Estado se podrian invertir de mejor manera. Con este estudio, se
pretende predecir a partir de los datos que se tienen sobre la cantidad de personas
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afectadas y un modelo basado en Ecuadiones Diferenciales Estocésticas el continuo
comportamiento de dichas afecciones con el propésito de que a quien corresponda,
puedan tomar decisiones de alto nivel en funcién a una administraciéon mas eficiente
de los recursos y con ello, fortalecer todo el sistema de salud.

3. ANTECEDENTES

En Honduras, los primeros casos de dengue clasico se presentaron durante la epi-
demia de 1978 causada por el primer serotipo del mosquito Aedes aegypti, donde
ocurrieron alrededor de 134,000 casos en todo el paifs, afectando principalmente
a poblaciones de los departamentos de Islas de la Bahia, Cortés, Colén y Valle.
También hubo brotes localizados en poblaciones del Valle de Comayagua y a lo
largo de la carretera de Olancho. Cinco personas murieron en San Pedro Sula
con enfermedad hemorragica, dos de ellas con sindrome de choque; desafortunada-
mente no se hicieron cultivos, ni se tomaron muestras para confirmar el diagnéstico
de dengue. Posteriormente en 1987, se presentd la segunda epidemia en la ciudad
de Choluteca estimandose en 28,606 los casos ocurridos. El serotipo predominante
aislado sigui6 siendo el mismo, pero también se aislé el cuarto serotipo de 32 pa-
cientes febriles probablemente importado de El Salvador por la presencia de este
serotipo en ese pais. En 1988, se detecta un comportamiento epidémico en la ciudad
de Yusguare, Choluteca con alrededor de 300 casos y en 1989 se registra la tercera
epidemia en la ciudad de Tegucigalpa, con alrededor de 1,300 casos no pudiéndose
cuantificar la magnitud del brote ni el serotipo circulante [11].

El patron epidemiolégico de la fiebre del dengue en Honduras durante los dltimos
32 anos ha mostrado dos distintas etapas: brotes epidémicos en areas localizadas
(1978-1994) y circulacién viral endémica o epidémica a nivel nacional con predo-
minio de las Regiones Sanitarias Metropolitanas de Tegucigalpa y San Pedro Sula
(1995-2010). Durante el periodo 1991-2010 se puede observar que los casos de
dengue clasico han experimentado un patrén ascendente con una tendencia de in-
cremento lineal con presencia de brotes epidémicos cada tres a cuatro anos a partir
de 1991 (3,045 casos), 1995 (18,152 casos), 1998 (21,359 casos), 2002 (32,269 ca-
sos), 2007 (29, 328 casos) y 2010 (63,477 casos) hasta la semana epidemiolégica 39,

Fig(1).

En estudios més recientes hasta la semana epidemiolégica 48 (24-30 de noviem-
bre) de 2019 se notificaron 105,968 casos de los cuales, corresponden a: Dengue:
105,513 (99.57%), Dengue Sin Signos de Alarma: 86,185 (81.33%), Dengue Grave:
19,328 (18.24%), Chikungunya: 218 (0.21%) y Zika: 237 (0.22%) [7]. Segun este
informe, los casos de dengue sin signos de alarma representan epidemia a nivel
regional en toda Honduras, de tal manera que 79,786 del total de casos (92.6%)
ocurrieron en 12 regiones sanitarias: Yoro con 14,101 casos, la zona Metropolitana
del Distrito Central con 11,733 casos, Cortés 10,571 casos, Olancho 8,218 casos,
Atlantida con 7,684 casos, Colén con 5,173 casos, Choluteca con 5,262 casos, Santa
Béarbara con 3,694 casos, Copan con 3,644 casos, Municipalidad de San Pedro Sula
(MSPS) 3,573 casos, Comayagua con 3,333 casos y La Paz con 2,800 casos [7].
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Figura 1. Canal endémico de dengue en Honduras, periodo 2005-
2009. Curvas epidémicas de dengue 2007-2010*

Con base en estos datos alarmantes, en este estudio se realizara la simulacién
a través de modelos matematicos que permitan explorar el impacto del compor-
tamiento en la dindmica de la transmision de arbovirus, proporcionando infor-
macién valiosa para la toma de decisiones con el objetivo de controlarlas o erradi-
carlas.

Hay dos maneras de lograr la eficacia general de un programa para controlar el
brote de una enfermedad: un andlisis retrospectivo de datos y la simulaciéon uti-
lizando modelos matemadticos [16]. Diversas investigaciones demuestran que el uso
de modelos mateméticos para describir la dindmica de transmisién de las enfer-
medades infecciosas son una herramienta necesaria para realizar un buen anélisis
de la relacion costo-eficacia en la aplicacién de medidas de control en la propagacién
de una enfermedad [14] y [15].

En ese sentido, las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) han constituido
una herramienta matematica fundamental para modelar sistemas fisicos. Las solu-
ciones de estas ecuaciones son curvas regulares que representan el estado del sistema
en cada instante. Sin embargo, parece razonable modificar el modelo dado de tal
manera que se pueda incluir efectos aleatorios (ruido) que perturben el sistema en
cada instante. Es decir, que el vector tangente a la curva, si existiese, estaria de-
terminado por una parte determinista pero también por una componente aleatoria
que debemos determinar caracterizada por el ruido, lo que es razonable representar
con el movimiento Browniano.
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4. PRELIMINARES

4.1. Movimiento Browniano. Conocer el movimiento browniano es fundamental
para comprender las EDE’s, ya que interviene en ellas dotandolas de un compo-
nente aleatorio. Para describir el movimiento, matematicamente es comun utilizar
el concepto de un proceso estocdstico Bi(w), interpretado como la posicién en el
tiempo ¢ de un grano de polen w. Se generalizard ligeramente y considerard una
analogia n-dimensional . Para construir {B;};>¢ usamos el teorema de extensién
de Kolmogorov: [8]

Teorema 4.1 (Teorema de extensién de Kolmogorov). Para todo tq,...,t, € T,k €
N, sea vy, ... 1, una familia de medidas de probabilidad sobre R™ tal que,

(41) Ut
Para toda permutacion o sobre {1,2,...,k}, y,
(4.2) vy, (F1 X X Fy) = vy, Fix -+ xF,xR"x---xR")

Para todo k € N, donde el conjunto del lado derecho tiene k+m factores. Entonces,
existe un espacio de probabilidad (Q,F, P) y un proceso estocdstico {X;} sobre Q,
X;:Q — R" tal que,

Oty (F1 X oo X Fy) = P[Xy, € Fy, oo Xy, € Fy
Para todo t; € T, k € N y todo conjunto de Borel F;.

k

oyston FL X X F) =gy (Fomr(1) X oo X Fomayy)

~7thtk+1;~-7tk+m(

Para trabajar con el movimiento browniano se modelard como una cadena de
Markov. La idea intuitiva de cadena de Markov es que dado el valor X (s) se puede
predecir a partir de él, los futuros valores de X (¢) también como si se tuviera la
historia completa de valores que toma el proceso, anterior al tiempo s. Por eso,
los procesos solamente conocen su valor en el tiempo s pero no se sabe cémo han
llegado hasta ese punto [4].

Definicién 4.2. El proceso {B;};>¢ sobre (2, F, P) se dice que es un movimiento
browniano [6], si cumple:
(1) By =0, es decir, P({w : Bo(w) #0}) =0
(2) By ~ N(0,t). Sis <t se tiene que B, — B; ~ N(0,t — s) o de forma
alternativa, By — Bs ~ v/t — sN(0,1).
(3) {B:}i>0 tiene incrementos independientes y estacionarios.
(4) B es continua en casi toda parte. (Teorema de continuidad de Kolmogorov,
vea Pksendal(2000, p. 14))

4.2. Simulacién de un modelo browniano. Simular ecuaciones diferenciales
estocasticas es en general dificil, pues no existe un método candnico para las ecua-
ciones de este tipo. Sin embargo, podemos aprovechar la forma de la ecuacién en
el sistema de Ito para el modelo y aproximarla con métodos conocidos.

Suponga que para un modelo epidémico se derivan de un proceso de difusién
X, que varia con una distribucién normal y las variables aleatorias del sistema son
continuas en un intervalo [O,T] y que cumple las propiedades de la definicién 4.2.
Y que se pueden derivar de ecuaciones diferenciales parciales de Kolmogorov hacia
adelante y hacia atras para la funcién de densidad de probabilidad de transicién
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y, estas a su vez, conducen directamente a las ecuaciones diferenciales estocasticas
[6], es decir, se modela su variacién como,

dXt = O'dBt
para o > 0. Los elementos de difusion de esas pequenas particulas que conducen la
epidemia en el seno de un fluido, son modeladas como la variacién en el tiempo de
un movimiento browniano B;. Cuando o es constante la solucién viene dada por,

Xt = X() + O'Bt
Una derivacion informal de las EDE’s correspondientes al modelo epidémico es
denotar el cambio en las variables del sistema. El sistema de las EDE’s tiene una
forma donde B; es un vector con procesos independientes de Wiener.

dX
Tt =o0dB; — dX; = 0 X;dB;
t

Integrando en ambos extremos tendriamos,
t
X =Xo+ a/ XsdBg
0

Esta tultima expresién conduce a describir el concepto de integrales estocasticas
que junto a la férmula de It6 representan herramientas valiosas en la resolucion de
EDE’s.

4.3. Integracién estocastica. El proceso estocastico méas destacado es sin duda
el movimiento browniano, el cual no es diferenciable en ningin punto. En este
articulo se estudiara la integracién estocastica para ser capaces de comprender las
EDE’s [4]. Para ello, definamos la siguiente EDE,

{[l]dX = b(X, t)dt + B(X, t)dW
X(0) = X,

Lo que nos generaria una solucién a partir de la expresion,
t t

X :X0+/ b(X, s)ds+/ B(X,s)dW
0 0

No se puede entender fOT B(X, s)dW como una integral ordinaria. Para el caso,

. o T o

si G = W, generando un procedimiento para conocer fo WdW . El procedimiento
para aproximar dicha integral es utilizar series de Riemann y a partir de ellas
construir una aproximacién [4],

W2(T) 1

5 + (A 2)T

La construccion de la integral estocdstica es similar a la construccién de la inte-
gral de Riemann. La aparicion explicita de A es debido a la falta de regularidad que
existe en dicha integral, como consecuencia de la diferencial del browniano. Con
lo cual, la definicién de integral estocéstica de Ito es el caso particular en el que
A=0,

(4.4) /O ' WdW = WAT) _ %
7

(4.3) R, —

2

101



Existen otras definiciones para diferentes valores de A como la integral de Stratonovich,
en el que \ = %,

(4.5) /0 Cwaw = V@)

2

4.4. Férmula de Ito. Esta férmula es importante ya que es una herramienta til
para resolver EDE’s y comprobar su solucién. Para ello, se mostrara el siguiente
teorema, véase [8] y [9].

Teorema 4.3. Sea X(t) un proceso estocdstico que tiene diferencial estocdstica,
dX = Fdt + GdW

donde F € L1(0,T), G € L2(0,T). Seaw:[0,T] = R una funcién continua tal que

; : ; du  du *u ;
existen deriwadas parciales Gy, g%, -3 y son continuas. Denotamos,

Y(t) = u(X(t),1)
Entonces, Y tiene diferencial estocdstica,

ou ou 10%u 9 ou Ou 1 0%u 9 ou

Se invita al lector a ver la demostracién en [4].

4.5. Existencia y unicidad. Vamos a analizar la existencia y unicidad de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales estocéasticas del tipo,

dt

donde W; representa el ruido blanco 1-dimensional. Recordemos que la inter-
pretacion de Ito de la ecuacién (4.7) es que X; verifique la ecuacién en forma
diferencial, [1]

(4.7) = b(t, X;) + B(t, X)W, b(t,z) € R, B(t,z) € R

dB
(4.8) dX; = b(t, X;)dt + B(t, X;)dB;, W, = (th

Por ello, existe una expresién que nos garantiza la existencia y unicidad para
dichas soluciones,

Teorema 4.4. Sean b: R x [0,T7] = R y B: R x [0,T] — R funciones continuas
que cumplen las siguientes condicines:

(i)
|b(.131,t) — b($2,t)‘ S l|x1 — Qfgl
|B(w1,t) — B(x2,1)| < |21 — 22
Vri,z0 € R, 0 <t <T y cierta constante [ > 0

(ii) Xo es una v.a. que toma valores reales tal que E(|Xo|?) < +oo
(ii) Xo es independiente de W (0) = U(W (s) — W(0) : s > 0), con W(t) un
movimiento browniano unidimensional.
Entonces, existe una inica solucién X (t) € L2(0,T) de la EDE,

(4.9) dX = b(t, X)dt + B(t, X)dW, X(0) = X,

En i) del teorema de existencia y unicidad debemos resaltar que b y B son
uniformemente Lipschitz continuas en la variable z, [4].
8
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5. ESTOCASTICIDAD DEMOGRAFICA

Existen tres métodos distintos de formular un modelo epidemioldgico estocastico,
los cuales se distinguen de acuerdo a los supuestos acerca del tiempo y el espacio
de estados. En primer lugar, se describe la modelacién con una cadena de Markov
a tiempo discreto (CMTD), donde el tiempo y el espacio de estados son discretos.
Se muestra también, un modelo usando una cadena de Markov a tiempo continuo
(CMTC), donde el tiempo es continuo pero el espacio de estados es discreto. Por
ultimo, se aborda el problema mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
estocdsticas (EDE’s) basado en un proceso de difusién, donde tanto el tiempo como
el espacio de estados son continuos [17]. En este articulo, se presenta el modelo de
EDE s y la inferencia el modelos epidemiolégicos compartimentales de este tipo. En
la Seccién 5.1, se describe brevemente los modelos compartimentales estocdsticos
y en la Seccién 5.2, se describe el caso particular del modelo SIS (susceptible-
infectado-susceptible).

5.1. Modelos compartimentales estocasticos. Son modelos que incorporan al
modelo epidemiolégico aleatoriedad a nivel poblacional, llamada estocasticidad de-
mografica. Esta consideracién se refiere a que los tiempos de entrada y salida de
los compartimentos tienen una distribucién probabilistica, lo cual se refleja en la
aleatoriedad de la solucién del sistema a un tiempo fijo t. Por ello, considerar la
estocasticidad demografica resulta sumamente relevante al trabajar con poblaciones
relativamente pequenas.

5.2. Modelo Susceptible-Infectado-Susceptible metapoblacional. Modelos
SIS epidemiolégicos de compartimentos se definen a partir de clases y subclases.
Las tasas de transicién entre las clases para estos modelos se estiman a partir del
conocimiento cualitativo y evidente en la historia natural de la enfermedad [18].
Para este estudio, se eligié6 un modelo discreto metapoblacional de transmisién de
enfermedades SIS. En este tipo de modelos, la poblacién se divide en dos grupos
de personas: las que han sido infectadas por la enfermedad y son infecciosas y las
que son susceptibles de ser infectadas por la enfermedad [13].

Los modelos SIS se usan para enfermedades en las que no hay inmunidad, pues,
una vez que las personas infectadas se recuperan, pasan a ser de nuevo susceptibles.
Por lo tanto, la progresion de la enfermedad desde el punto de vista de un indi-
viduo es susceptible-infectado-susceptible. En este modelo, la poblacién se podria
dividir en dos parches que pueden representar ciudades o regiones geogréficas o co-
munidades que estan interconectadas por los procesos de inmigraciéon y emigracion
[19]. En el caso especial de nuestro pafs, podriamos dividirlo en dos regiones sani-
tarias, la zona noroccidental y la centro-sur-oriente para llevar a cabo el andlisis.

6. PRESENTACION DEL MODELO

Los modelos matematicos de EDE’s tienen un papel muy importante en apli-
caciones a multiples areas como en la epidemiologia. Se propone dar un método
numeérico sencillo para simular EDE’s con el soporte del programa MATLAB. Asi
mismo, se presentard una simulacién aplicada. El método numérico que utilizare-
mos es el método de Euler. Dicho método es andlogo al utilizado para ecuaciones
diferenciales ordinarias.
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6.1. Método de Euler. Sea una EDE de la forma (4.9) o su equivalente,

T T
X(t):X0+/ b(X,s)dzH—/ B(X,s)dW,  0<t<T
0 0

Vamos a definir el método numérico de Euler para resolver la EDE anterior.
Para ello, comenzamos discretizando el intervalo [0,7] en el que estamos traba-
jando. Llamamos 6t = %, donde N es un entero positivo para dividir el intervalo.

Entonces, el método de Euler aproxima la solucién del siguiente modo,

(6.1) X; = X;_1+b(X;_1,0)0t+B(X;_1, ) ( W(T) =W (T-1)), j=1,2,...,N

Se sabe que los incrementos del movimiento brownianos siguen una distribucién
N(0,5t). Entonces, se podrdn simular estos incrementos utilizando dicha dis-
tribucién. Con lo cual, la aproximacién resulta del siguiente modo,

(6.2) X; = X;_1 4 b(X;_1,t)5t + B(X;_1,t)N(0, 6t)

De esta manera, podemos observar que computacionalmente no resultara muy
complejo simular una EDE, una vez conocido el método que emplearemos.

6.2. Simulacién en epidemiologia. La epidemiologia estudia el control, dis-
tribucién, frecuencia y factores determinantes de las enfermedades infecciosas. En
ese sentido, existen una gran variedad de modelos matematicos aplicados a epi-
demias. Nos centraremos en el modelo SIS adaptado a EDE’s [4]. La poblacién de
individuos se divide en susceptibles S(t) e infectados I(t). Los individuos suscepti-
bles pueden ser infectados al estar en contacto con la enfermedad. Ademés. en el
modelo SIS, los individuos infectados pueden recuperarse, pasando a ser suscepti-
bles. Asi, se pueden plantear las ecuaciones,

% = —BI)S(t) +vI(t) + pN — psS(t)

dI
o= BIOS() = (+)1(1)
Donde § es la tasa de contagio, N el niimero total de individuos, y es la tasa de
recuperacién de individuos infectados y u la tasa de mortalidad por individuo.

Se pretende trasladarlo al caso de las EDE’s debido a que en el mundo real
estamos expuestos a multiples factores que influyen en el comportamiento de las
enfermedades y los organismos. Como consecuencia, no siempre es posible realizar
una prediccién de que va a suceder; y, por ello, en el caso de pequenas poblaciones
es mas adecuado utilizar un modelo estocédstico. El modelo que vamos a usar asume
que los cambios que se producen en el crecimiento de la poblacién son muy variables
debido a la aleatoriedad de los nacimientos y muertes que inciden en la poblacién.
En ese sentido, el modelo estocdstico extraido de [22] es el siguiente,

dS = (=BI)S(t) + 7I(t) + uN — pS(t))dt + /BI(6)S(t) + (1 + 7)1 (t)dW

dI = (=BI[)S(t) = (n+)I()dt + /BI)S(t) + (i + 1) I (t)dW
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Asi, combinando las dos ecuaciones y utilizando que S + I = N, llegamos a la
EDE,

(6.3) dI = (BI(t)(N —I(t) = (n+)I(1)dt+/BIO)(N — I(2)) + (u + I (t)dW

Por tanto, la versiéon determinista de la ecuacién (6.3) serfa,

W 10N 1) )

A continuacién se hace una simulacién para comparar la EDO en (6.4) con la
EDE en (6.3), los valores de las constantes han sido extraidas de [22]. En la fig(2),
podemos comparar los resultados obtenidos por el modelo deterministico a partir
de la EDO en (6.4) y el modelo estocéstico a partir de la EDE en (6.3) y la no-
table presencia de ruido blanco, que resultaria méas conveniente con el propdsito
de aplicar este modelo a la realidad en nuestro pais por la afecciéon por arbovirus
considerando el ruido blanco.

(6.4)

En la simulacién se utilizaron los siguientes valores constantes, para Iy = 2,
N =100, B =1, u = v = 0.25. Se puede observar que en este caso debido a
los valores de las constantes, el nimero de infectados crece rapidamente hasta el
instante ¢ = 15. A partir de ese instante, el nimero de infectados se mantiene
estable entorno a 50 infectados. Como se menciond, el modelo de EDE’s resalta,
en su simulacion, las fluctuaciones del crecimiento de una poblaciéon pequena. Y
justamente, el modelo que se utilizara para el estudio del arbovirus serd el definido
en (6.3).
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7. CONCLUSIONES

(1) Una ecuacién diferencial estocdstica es una ecuacién diferencial cuyos coe-
ficientes son nimeros aleatorios o funciones aleatorias de las variables inde-
pendientes. La forma mas comiin de una EDE es una ecuacién diferencial
ordinaria donde el extremo derecho es perturbado por un término que de-
pende de una variable aleatoria o ruido blanco.

(2) El uso de ecuaciones diferenciales estocésticas para modelar requiere de una
cantidad de trabajo importante y de un extenso conocimiento de procesos
estocasticos. En ocasiones, es posible agregar elementos probabilisticos, ya
que hacen que el modelo aproxime de mejor forma a la realidad. Por tanto,
las ecuaciones diferenciales estocasticas representan una herramienta ade-
cuada para describir sistemas con ruido externo.

(3) La simulacién numérica es una herramienta muy ttil para comprender
mejor el comportamiento de la EDE’s. Por esto, a pesar de que el campo de
las matematicas que se dedica a encontrar las soluciones numéricas de dichas
EDE’s, y especialmente las ecuaciones diferenciales parciales estocésticas,
es relativamente joven, se han construido algoritmos rapidos para simular
las soluciones de estos sistemas dinamicos. Sin embargo, estos algoritmos
no son triviales y son mucho mas que una simple generalizacién, lo que sig-
nifica que aln es necesaria mayor investigaciéon y nuevas ideas para tener
algoritmos que tengan un menor error de aproximacién que los actuales.

8. RETOS EN EL FUTURO CERCANO

La propagacion de enfermedades infecciosas y sus medidas de control han sido
objeto de diversos estudios, la mayoria lo han hecho en modelos para la dinamica
en una poblacién. El propésito de este articulo es utilizar modelos metapobla-
cionales por medio de ecuaciones diferenciales estocédsticas y todas las herramientas
matematicas necesarias que permitan obtener resultados que refuercen una estrate-
gia de Estado para el mejor aprovechamiento de los recursos.

Estos modelos permiten conocer la influencia de los flujos migratorios en la propa-
gacién de una enfermedad y comprender las caracteristicas de la propagacién en
subpoblaciones, cada una con su propia dindmica pero conectadas por el movimiento
de personas entre si. Los datos han demostrado que el dengue ha causado, en volu-
men, la inversion de un sinntimero de recursos del Estado y en la economia familiar;
esta afeccion, como parte de las distintas enfermedades clasificadas como arbovirus
estd presente en nuestro diario vivir y no basta con la promocién de campanas
preventivas, debemos controlar de mejor manera la forma en cémo combatirlo.

En este sentido, con este estudio se pretende establecer un modelo matemético
que proporcione nuevos elementos para contrarrestar esta y, muy probablemente,
otras afecciones. Por ello, existen retos que debemos solventar para obtener resul-
tados 6ptimos:

e Se estd realizando la gestién en la Secretaria de Salud para obtener datos
que validen la situacion real de dicha afeccién, méas en este momento que
12
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la mayor parte de los recursos estan destinados al combate de la pandemia
de SARS-Cov-2.

e Es indispensable comprender el fundamento tedrico-practico de los mode-
los de solucién numérica, asi como hacer un andlisis previo de las EDE’s
propuestas para elegir adecuadamente el método numeérico a utilizar. Esto
implica que se deben realizar varias pruebas con métodos diferentes para
determinar que técnica modela mejor el problema.

e El control de una enfermedad infecciosa se hace mediante la intervencién
directa o la reduccién de la susceptibilidad de una poblacién. Al analizar el
modelo propuesto, observamos que se puede ejercer control sobre algunos
parametros que representen la aplicacién de estrategias para un control
6ptimo de la enfermedad. Se puede controlar el flujo de personas infec-
tadas entre las dos poblaciones, o zonas sanitarias como se propone en este
estudio, capturado por los parametros establecidos. Se puede tomar como
variables de control la proporcién de la poblacién a la que se le aplicara
algin tipo de tratamiento; el impacto de las medidas de intervencién di-
recta, como el distanciamiento social y la limpieza constante de los hogares,
entre otros.

e Se podria considerar el estudio de modelos con cadenas de Markov de
tiempo discreto y un modelo con cadenas de Markov de tiempo continuo. En
el primer modelo, tanto el tiempo como las variables de estado son discretas.
En el segundo modelo, el tiempo es continuo y las variables de estado siguen
siendo discretas. Inclusive, considerar modelos SIR (susceptible-infectado-
recuperado) y SEIR (susceptibles-expuestos-infectados-recueperados), de
este ultimo hay estudios predictivos para la situacién pandémica provocada
por el SARS-CoV-2.

e Los modelos epidemiolégicos son métodos muy utilizados para la proyeccién
de casos en enfermedades infecciosas; sin embargo, se debe tener en cuenta
que son modelos deterministas que pueden utilizar pardametros supuestos y
podrian generar resultados imprecisos. Por ello, serd necesario realizar las
pruebas pertinentes que permitan mitigar esos efectos.
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APLICACIONES DE REDES NEURONALES

CRISTIAN F. JUAREZ

ABSTRACT. In the following document, a bibliographic review about the first
advances that served as the theoretical base for the development of artificial
neuronal pathways was carried out. Including concepts and ideas that remain
relevant and current for its respective computational implementation. Further-
more, the internal functioning and the conditions that must be met for optimal
performance are shown. The prediction outlines used in temporal data series
where established and consequently an example of its application to logistical
mapping is exhibited, using one model of recurrent neuronal pathways

RESUMEN

En este trabajo, se realizé una revision bibliogréfica de los primeros avances que
sirvieron como base tedrica al desarrollo de las redes neuronales artificales, concep-
tos e ideas que aln siguen vigentes para su respectiva implementacion computa-
cional. Ademas se muestra su funcionamiento interno y las condiciones que deben
cumplirse para que éste sea Optimo. Se establecierén lo esquemas de prediccién
utilizados en datos de series temporales y posteriormente se muestra un ejemplo de
aplicacién al mapeo logistico, utilizando un modelo de redes neuronales recurrentes.

Palabras Claves: Redes Neuronales, Entrenamiento, Series Temporales.

1. INTRODUCCION

Con el desarrollo de maquinas de cémputo cada vez mas sofisticadas, tareas que
parecian dificiles de realizar, se volvieron més asequibles al crear algoritmos que
permitieron en un ntmero finito de pasos encontrar una respuesta satisfactoria en
una medida de tiempo prudente y con un consumo aceptable de recursos (memoria,
energia, etc). Estos tipos de sistemas poseen un alto grado de sofisticacién debido
a que se contemplan todos los posibles escenarios o casos particulares que pueden
llegar a presentarse. Dichos sistemas son conocidos como FEzxpertos y son un in-
tento de emular la inferencia logica que se ejerce mediante el razonamiento. Los
algoritmos entonces son un conjunto de reglas que se ejecutan dependiendo de las
condiciones que se deben complirse[5].

Sin embargo, no todos los problemas son de esta indole, es decir, problemas que
requieran encontrar valores especificos, por citar algunos ejemplos: el calculo de las
raices de un polinomio, los autovalores de una matriz, la solucién nimerica de una
ecuacion diferencial o la multiplicacién de nimeros con una gran cantidad cifras.

Problemas como la categorizacion de objetos, de acuerdo a caracteristicas comunes

o el reconocimiento de patrones en un conjunto de datos de naturaleza aleatoria re-

sultan ser casi imposibles de abordar mediante esta estructura de sentencias légicas,
1
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son problemas cuya esencia es distinta a la de aquellos que requieren una gran ca-
pacidad de cémputo [5]. Es necesario entonces definir una nueva perspectiva que
permita ser cifrada mediante el lenguaje matematico y que genere una solucién a
dichas cuestiones [3,4].

Los algoritmos representan 6rdenes concretas considerando todos los posibles casos
particulares para la soluciéon de un problema. En la Perspectiva Sub-simbdlica se
disenan sistemas con la capacidad de realizar modificaciones a su estructura, que
emule el proceso de razonamiento de organismos inteligentes para resolver un prob-
lema. Dicha perspectiva también se identifica como el estudio de los mecanismos
por el cual el razonamiento humano genera soluciones; esto implica a su vez que un
conocimiento mas profundo de dichos procesos conlleva a unos esquemas de apren-
dizaje automatizado mds complejos y potentes [5].

Tales sistemas se conocen como Redes Neuronales. Su arquitectura tomé como
referencia el funcionamiento de los sistemas nerviosos de los organismos que captan
estimulos del medio en el que se encuentran, procesan la informacién obtenida y
generan una respuesta [5]. En el presente trabajo, se hace una revisién histérica
de los inicios de las redes neuronales, destacando sus principales rasgos, ademas de
mencionar aplicaciones para las cuales han tenido un impacto significativo en su
ulterior desarollo.

2. JUSTIFICACION

De acuerdo a las lineas de investigacién propuestas por la Universidad Nacional
Autonéma de Honduras, este trabajo se encuentra en el Fje de investigacion :
Poblacion y Condiciones de Vida, apartado ciencia. Conforme a las lineas de inves-
tigacién del programa de Maestria en Matematica con Orientacién en Estadistica,
se encasilla en el topico : Series de Tiempo.

La importancia del estudio en redes neuronales estd en que permite reconocer pa-
trones y clasificar una inmensa cantidad de datos, dificiles de abordar mediante
algoritmos clasicos, que a su vez, abre paso para que se realicen inferencias mas
precisas de las caracteristicas de los objetos de estudio. Datos relevantes como
las medidas de humedad, radiacién solar [6] o temperatura promedio global por
ano [10], son ttiles para verificar cambios considerables en la dindmica del com-
portamiento climatico del planeta tierra, sin embargo, su comportamiento a futuro
requiere de modelos sofisticados, que solo pueden construirse mediante redes neu-
ronales.

También identificar patrones en los tejidos del cuerpo humano para encontrar po-
tenciales amenazas a la salud, como tumores, ademads de inferir en que estado de
desarrollo se encuentran ameritan estos tipos de andlisis [8].

Las redes neuronales abren nuevos campos de investigacion en el drea computa-
cional y de modelamiento, dado que permite generar modelos a partir de muestras
de datos considerables, ademds de saber organizarlos y extraer informacién rele-
vante de ellos, que puede ser 1til en la toma de desiciones.
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3. ANTECEDENTES

El primer modelo computacional de una neurona artificial fue propuesto por
McCulloch y Pitts [1], basado en el conocimiento que se tenia hasta ese momento
de la estructura fisioldgica de una neurona y su funcionamiento a principios de la
década de 1940.

Su trabajo se resume en cinco conclusiones :

(1) El proceso de activacién de una neurona es todo o nada, esto significa que
un nimero minimo de conexiones deben estar presentes para que la neurona
pueda excitarse y permitir el paso de una senal generada por catalizadores
quimicos. Ademds que dicho ntimero es independiente de la actividad previa
a la activacién de la neurona y su posicién.

(2) El tnico retraso significativo en el funcionamiento del sistema nervioso es
el sinaptico.

(3) La actividad de cualquier inhibidor sinaptico, evita la excitacién de la neu-
rona.

(4) La estructura de la red neuronal no cambia conforme el tiempo transcurre.

(5) El perfodo de adicidn latente (el tiempo que le toma a la neurona detec-
tar los estimulos externos) es menor a los 0.25 milisegundos. El retraso
sindptico (el tiempo necesario para que una neurona emita una respuesta
ante los estimulos externos) es del orden de los 0.5 milisegundos.

A pesar del importante avance que supuso el trabajo de McCulloch y Pitts en la
comprensiéon del funcionamiento neuronal, no todos sus conceptos son utilizados en
la implementacion computacional de las redes neuronales actualmente. El modelo
de McCulloch y Pitts le confiere una caracteristica binaria a la neurona, definiendo
sus posibles salidas en 0 y 1 (en referencia a su rasgo todo o nada). Este tipo de
neuronas son utilizadas en Mdquinas de Boltzmann, sin embargo en la actualidad
se sabe que la respuesta o valor que genera una neurona artificial se encuentra en
un espacio continuo.

Esto se debe a que las entradas de una neurona artificial también son continuas,
ademads que el nimero de excitaciones externas es arbitrario. Otro de los motivos
por los cuales el modelo de McCulloch y Pitts no sigue vigente en la actualidad, es
que en la practica no existe un tiempo de retardo, las senales fluyen sin obstaculo
alguno, como también la configuracion de la red neuronal esta dividida por capas, lo
que implica que un grupo de neuronas se activen al mismo tiempo, en comparacién
a las maquias de Boltzmaan cuyas neuronas pueden hacerlo asincrénicamente. En
las redes neuronales actuales los inhibidores no desactivan su funcionamiento, en
cambio, mediante una suma ponderada, el efecto que tiene es negativo en com-
paracién a los valores de entrada provenientes de las distintas conexiones que posee
una neurona en particular.

En general el proceso de entrenamiento no exige que las conexiones entre las neu-
ronas cambien, de acuerdo a la quinta condiciéon del modelo de McCulloch y Pitts,
sin embargo, cada conexién posee un peso que se modifica conforme la red neuronal
analiza distintos casos.
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La ventaja del modelo de McCulloch y Pitts que supuso en un principio estd en que
las neuronas puede representar cualquier expresion logica finita; segundo, es til
para implementar una arquitectura paralela de procesamiento, y tercero, sentaron
las bases para el desarrollo posterior de paradigmas de aprendizaje[l].

En 1949, Donald, O. Hebb fue el primero en establecer el concepto de actualizacion
sindptica de los pesos y de utilizar el término conexionismo, él establece segin [2]:
Cuando un axon de la neurona A, estd lo suficientemente cerca para excitar a la
neurona B de manera persistente y repititiva, entonces surge un cambio metabdlico
en ambas neuronas que permite aumentar la eficiencia en que la neurona A excita
a la neurona B.

Hebb realiza cuatro contribuciones fundamentales, a saber [2]:

(1) Establece que la informacién es almacenada mediante las distintas conex-
iones que se dan en la red neuronal o en los pesos de los espacios sinapticos.

(2) El peso de conexién entre neuronas para la tasa de aprendizaje, es pro-
porcional al producto de los valores de activacién de las neuronas artifi-
ciales, este postulado asume que los valores de activacién son positivos y
que pueden incrementarse indefinidamente.

(3) Se asume que el valor de los pesos sindpticos es simétrico, es decir, que el
efecto de la neurona A para excitar la neurona B, es el mismo que el de la
neurona B sobre la neurona A.

(4) Se postula la teoria del ensamble, la cual dice que el aprendizaje ocurre
cuando los pesos y patrones de conexion cambian y los ensamblajes son
afectados considerablemente. Ademas, si un grupo de neuronas conectadas
entre si, con vinculos débiles, tiende a activarse en conjunto, los pesos de
las conexiones que mantienen entre ellas se modifican, para que el ensamble
en general se fortalezca.

Las contribuciones de Hebb son consideradas en la actualidad para la implementacion
computacional de las redes neuronales.

En 1958, en su articulo [9] Frank Rosenblatt presenta un nuevo modelo para la
estructura de una red neuronal artificial conocida como perceptron. Los percep-
trones reciben ese nombre por el interés de Rosenblatt de aplicar modelos de redes
neuronales artificiales a problemas relativos a la percepcién, como el reconocimiento
de voz o el reconocimiento éptico de caracteres. Fue la primera red neuronal artifi-
cal que se implementé computacionalmente, que fue simulada en una computadora
IBM 704 en el laboratorio de Aeronattica en Cornell. El perceptrén es capaz
de identificar patrones en un conjunto de objetos modificando sus conexiones, fue
descrita como una mdquina de aprendizaje. En su modelo, Rosenblatt define dos
conjuntos de neuronas, las unidades singulares de asociacion (AU) que estén conec-
tadas a las unidades de respuesta (RU). Ide6 dos maneras en que las AU pudieran
conectarse con las RU. En la primera, la activacién de las RU depende de que las
AU se exciten primero. En la segunda manera, los inhibidores de activacién existen
entre las AU y RU, permitiendo controlar los tiempos de excitacién de las AU. Esta
segunda opcién fue mds usada para la implementacién computacional [1,3].

El ajuste de los parametros en este modelo se realiza en una tunica capa, en las
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sinapsis de las RU, ya que las AU se limitan a proporcionar la entrada de la infor-
macién a la red. De ahi que normalmente, se interprete el perceptréon como una
red neuronal de una sola capa [4].

Se pretendia ilustrar con el perceptrén algunas propiedades de los sistemas in-
teligentes. A diferencia del enfoque simbdlico de McCulloch y Pitts, basado en
l6gica propocicional, Rosenblatt opté por un enfoque probabilistico para analizar
el modelo idealizado de una red biolégica neuronal. El modelo de perceptrén per-
mitid establecer dos interrogantes:

(1) La forma en que la informacién es almacenada.
(2) El uso de la informacién para reconocer patrones.

La respuesta fue que la informacion esta contenida en conexiones ubicadas en lu-
gares especificos de la red neuronal. La nueva informacion toma forma de nuevas
conexiones o canales de transmisién (esto en el sistema nervioso) que se ve reflejado
en el cambio de los valores de los pesos sindpticos en la red neuronal artificial. De
esto se deduce que nuevos estimulos haran uso de estas vias sin la necesidad de que
la informacién sea previamente identificada [3].

El principal mecanismo de aprendizaje del perceptrén es auto-organizado, esto con-
siste en que la respuesta de salida, en un principio tiene una estrucura aleatoria [1].
En su configuracién inicial, el perceptrén era incapaz de distinguir unos patrones
de otros. Sin embargo, mediante un proceso de aprendizaje conseguia diferenciar
patrones de interés. Este proceso de aprendizaje se realizaba por esfuerzo: la ac-
tividad neuronal que contribuye a una respuesta correcta de la red neuronal se
aumenta, mientras que la que no contribuye se disminuye [4].

Rosenblatt consiguié demostrar matematicamente el teorema de convergencia del
perceptrén. Siun perceptron es capaz de discriminar correctamente entre dos clases,
el algoritmo de aprendizaje garantiza que el perceptrén aprenderd a hacerlo en un
ndimero finito de pasos de entrenamiento [4].

Una vez dotadas de un algoritmo de aprendizaje, las redes son capaces de ajustar
dindmicamente las conexiones sindpticas entre neuronas. Usualmente este cambio
se realiza de forma progresiva en funcién de la realimentacién obtenida del éxito
o el fracaso de la red durante su funcionamiento. Una red neuronal se ajusta
autématicamente para producir una salida deseada, sin que su disenador tenga que
conocer cémo se puede resolver un problema, ni la secuencia de pasos necesaria
para llegar a una solucién desde un punto de vista algoritmico. De hecho esa es
la caracteristica clave para los sistemas basados en redes neuronales artificiales: su
capacidad para resolver problemas sin necesidad de conocer c6mo se resuelven [4].

En cierta medida, las redes neuronales alcanzan la soluciéon de un problema medi-
ante un mecanismo de prueba y error. Este mecanismo les permite generar solu-
ciones gradualmente mejores, reteniendo la arquitectura de las conexiones entre
neuronas que conducen a un rendimiento mejor. La arquitectura final de la red
neuronal artificial es el resultado de su propia experiencia, de forma analoga a
como se cree que se forman y evolucionan los circuitos neuronales del cerebro [4,8].
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Los perceptrones simples permiten reconocer patrones. Desde el punto de vista de
aprendizaje automatico, son clasificadores binarios: funciones que permiten decidir
si una entrada dada pertenece a una clase especifica o no. Para ser més precisos,
los perceptrones son un tipo de clasificador lineal: clasificadores cuya frontera de
desicién, la que separa una clase de los de otra, viene dada en forma de linea
recta en dos dimensiones, de plano en tres dimensiones o de hiperplano en general.
Matematicamente, la frontera de desicién definida por un clasificador lineal es de
la forma:

(3.1) b+ wiw; = 0.
i
Si se considera el sesgo b como un peso mas, asociado a una entrada fija:

(32) inwi = 0.

Por tanto, un perceptrén sélo sera capaz de clasificar correctamente clases que son
linealmente separables.

<
o ¢
Oo e ¢
© o
Oo<><>

FIGURE 1. Separacién gradual de los casos por el perceptrén [4].

Un perceptrén para poder clasificar convierte los datos de entrada en un vector
de caracteristicas x. A continuacién, se utilizan los pesos w asociados a cada una
de estas caracteristicas para obtener un valor escalar a partir del vector de entrada.

Dicho valor viene dado por:

(3.3) z = inwl

Finalmente este valor z se emplea para clasificar el ejemplo z. Si z se halla por
encima del umbral de activacién de la neurona, ésta se activa y se decide que el
vector de entrada corresponde a un ejemplo de la clase objetivo, habitualmente
llamada clase positiva. Si no es asi, el vector de entrada no provoca la activacion
de la neurona y el ejemplo se asocia con la clase negativa.

Mediante el procesamiento de todos los posibles casos o ejemplos que se le pre-
senten a la red neuronal, el perceptrén actualiza los pesos de las conexiones [4,5].

Para cada ejemplo del conjunto de entrenamiento [5]:

(1) Sila salida del perceptrén es correcta, se dejan los pesos tal cual.
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(2) Silaunidad de salida incorrectamente da un cero (o falso negativo) se anade
el vector de entrada al vector de pesos.

(3) Sila unidad de salida incorrectamente da un uno (un falso positivo) se resta
el vector de entrada del vector de pesos.

Habitualmente se recorre varias veces el conjunto de entrenamiento hasta que el
algoritmo converja y la tasa de error sea menor a una cota previamente estable-
cida. La versién mas sencilla del aprendizaje consistiria simplemente en recorrer el
conjunto de datos de entrenamiento un nimero fijo de veces [4].

El modelo propuesto por Rosenblatt utilizaba entradas y salidas binarias, sin um-
bral. No obstante es habitual utilizar una codificacién bipolar de entradas, -1,+1,
ya que esta codificacion tiene caracteristicas que resultan ttiles en la préactica. Por
un lado permite diferenciar situaciones en las que se tiene que codificar utilizando
un tercer valor x = 0. Por otro lado, la codificacién bipolar usando -1 facilita
el ajuste de los pesos durante el entrenamiento del perceptréon. Si se usa la cod-
ificacién binaria, solo serd necesario modificar los pesos asociados a las entradas
distintas de cero [5].

Los pesos del algoritmo se inicializan en cero. Para cada valor de x se calcula
la salida real del perceptron y y se compara con una salida de referencia o deseada
d. Cuando ambas salidas difieren, se actualizan los pesos usando la ecuacién:

(3.4) wt+1) = w(t)+ (d—y)z.

Es importante senalar que los pesos se actualizan tras mostrarle al perceptrén cada
ejemplo de entrenamiento.

Mediante el Error Cuadrdtico Medio (MSE) se mide el ajuste del modelo a los
datos de referenica o verificacién. El MSE se define como sigue [4]:

n

1 1
(3.5) MSE = —% (dj—y;)* = —[ld~y |}

j=1

El algoritmo de aprendizaje del perceptron converge si las clases son linealmente
separables, lo que a su vez hard que la tasa de error MSE converja a cero [5].

Las redes neuronales pueden aplicarse a la prediccién de datos en series de tiempo.

Los conceptos que a continuacién se presentan, estan basados en [5].

4. SERIES TEMPORALES

Una serie temporal se puede definir como una colecciéon de datos o valores de un
suceso determinado a lo largo del tiempo, z(t); . g+, donde ¢ representa la variable
tiempo y z(t) el valor de la serie en dicho instante de tiempo. Las series tempo-
rales se caracterizan porque su evoluciéon temporal no depende explicitamente de
la variable tiempo, sino de los valores de la serie en instantes anteriores de tiempo
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o incluso de otras variables temporales que pudieran afectar a la evolucién de la

serie.

FIGURE 2. Arquitectura sencilla de un perceptrén [4].

La prediccién del comportamiento en el futuro de una serie temporal es un ob-
jetivo importante en muchas areas de aplicacién, como puede ser en la fisica, la
biologia, negocios, etc. Asi, por ejemplo, la predicciéon de la serie que describe la
evolucion del ntimero de manchas solares observadas anualmente, permite estudiar
la actividad solar, que a su vez influye en las transmisiones radioeléctricas o en
fenémenos como el descenso térmico global de la Tierra.

En ocasiones, es posible construir modelos mediante la aplicacion de ciertas leyes
fisicas, los cuales permiten describir el comportamiento o evolucién temporal del
fénomeno estudiado. Dichos modelos consisten generalmente de un conjunto de
ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias que expresan el valor de la se-
rie temporal en un instante de tiempo como una funcién de sus valores anteriores.
Estos modelos pueden utilizarse para predecir el comportamiento de la serie en el
futuro. Sin embargo, para la mayor parte de las series temporales que describen
fenémenos reales, no es facil ni inmediato conocer las ecuaciones que describen la
relacion explicita entre el valor de la serie en un instante de tiempo y sus valores
anteriores, sino que s6lo se dispone de un conjunto de datos observados. Estos
datos requieren una interpretacién para poder construir un modelo que aproxime
la evolucién de la serie temporal y permita predecir su comportamiento en el futuro.

Las redes neuronales artificiales han sido ampliamente utilizadas en el marco de
prediccién de series temporales. Esto es debido a caracteristicas propias de las
redes de neuronas, como son:

(1) La capacidad de las redes de neuronas para aproximar y capturar relaciones
a partir de un conjunto de ejemplos.

(2) La capacidad de las redes de neuronas para construir relaciones no lineales.

(3) La capacidad de las redes de neuronas para construir relaciones a partir de
informacién incompleta o informacién con ruido.

(4) Los modelos basados en redes de neuronas son faciles de construir y utilizar.

De manera genérica, el problema de prediccion de series temporales se puede formu-
lar del siguiente modo: a partir de un conjunto de muestras de la serie, conocer los
valores en el futuro, es decir, su evolucién o comportamiento a lo largo del tiempo.
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En este caso se suelen distinguir dos casos:

(1) Prediccion en un paso de tiempo : la prediccién en un paso de tiempo
consiste en predecir el valor de la serie en el instante de tiempo inmediata-
mente siguiente al instante actual ¢, a partir de las muestras disponibles
hasta dicho instante de tiempo. Es decir, predecir el valor z(t + 1) uti-
lizando un cierto nimero de muestras anteriores z(t), x(t — 1), z(t — 2),...,
ntimero que depende de la serie temporal.

(2) Prediccion en miltiples pasos de tiempo : consiste en predecir el compor-
tamiento de la serie, no inicamente en el instante inmediatamente siguiente
al instante actual ¢, sino en un futuro més lejano, concretamente en el lla-
mado intervalo de prediccién [t + 1,¢ 4+ h + 1], siendo h un ntimero natural
que representa el horizonte de prediccion. Es decir, consiste en predecir
los valores de la serie z(t + 1), z(t + 2),... y z(t + h + 1) a partir de la
informacién disponible en el instante de tiempo actual .

Cuando no se dispone de las ecuaciones que describen el comportamiento de la
serie temporal, es necesario recurrir a métodos de aproximacion para construir mod-
elos que permitan resolver el problema de prediccion, bien se trate de prediccién en
un paso de tiempo o en multiples pasos de tiempo. La dificultad de prediccion de
las series temporales depende del comportamiento dinamico de dicha serie. Existen
series que poseen comportamientos periédicos y estables que pueden ser explicados
y predichos utilizando modelos basados en técnicas clésicas y lineales. Sin embargo,
existen otras series temporales mas complejas, para las cuales las técnicas clasicas
podrian resultar deficientes.

Este trabajo se centra en series temporales cuyo comportamiento puede ser de-
scrito por modelos no lineales regresivos. Estos modelos se caracterizan porque
recogen el comportamiento temporal de la serie expresando el valor de la serie en
el instante de tiempo ¢ + 1 como una funcién no lineal de r + 1 valores de la serie
temporal en instantes anteriores de tiempo, es decir:

(4.1) z(t+1) = Fz(t),z(t—1),..,x(t —71)) + ot),

donde t es la variable discreta tiempo; o(t) es un error residual que se asume ruido
blanco gausiano; F es una funcién no lineal desconocida y que, por tanto, debe
ser estimada o aproximada a partir de un conjunto de datos observados de la serie
temporal, z(t); = ... n. Por esta razén, la construccién de estos modelos involucra
la determinacién de la funcién F', a partir del conjunto de muestras disponibles,
mediante técnicas de aproximacion, entre las cuales se encuentran las redes de neu-
ronas artificiales.

El perceptrén es un modelo de red neuronal considerado estético, ya que su arqui-
tectura estd definida para encontrar relaciones entre patrones de entrada y salida
independientes de la variable tiempo. Sin embargo, esto no impide que puedan
utilizarse para tratar informacién temporal y abordar asi el problema de prediccién
de series temporales. Para ello, basta que la entrada de la red esté compuesta no
solo del valor del patrén en un determinado instante de tiempo, sino también de
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una cierta historia de dicho patrén, la cual se representa utilizando una secuencia
finita temporal en el pasado.

El problema de prediccion de series temporales puede abordarse también con es-
tructuras dindamicas de redes de neuronas recurrentes. Estas se caracterizan porque
la propia arquitectura de la red esté disefiada para el procesamiento de informacién
temporal, permitiendo que la salida de la red no sélo dependa de la entrada, sino
de estados anteriores de la propia red. Esto hace que las redes recurrentes estén
preparadas para capturar comportamientos dindmicos, sin necesidad de presentar
a la red una secuencia de valores anteriores de la serie.

Considerando el vector (z(t), z(t—1),...,z(t —r)) como patrén de entrada, las redes
neuronales estdticas pueden utilizarse para aproximar la funciéon F en la ecuacién
(2.6), obteniendo el siguiente modelo de prediccién :

(4.2) Ft+1) = F(z(t),z(t —1),...,z(t —7)),

donde F representa la aproximacién neuronal de la funcién F y #(t + 1) es la
prediccién proporcionada por el modelo neuronal en el instante de tiempo t + 1.
Se considera que la red neuronal tiene r 4+ 1 neuronas de entrada que reciben los
valores de la serie temporal en los 4+ 1 instantes anteriores, y una neurona de salida
representa la predicciéon en un paso de tiempo de la serie temporal.

Los patrones para el entrenamiento de la red de neuronas se obtienen del con-
junto de muestras disponibles de la serie temporal del siguiente modo: dado el
conjunto x(t), _, y y dado el valor de r, cada patrén se construye utilizando los
7+ 1 valores anteriores de la serie. De este modo, cada patrén de entrada recoge la
informacién temporal necesaria para predecir el valor de la serie en el instante de

tiempo t + 1, para todot = r,..., N — 1.

Al realizar el entrenamiento, se pretende que la red capture la relacién entre el
valor de la serie en el instante de tiempo y los r valores pasados. El ajuste de los
pesos se realiza para minimizar el error cuadréatico medio en la salida, es decir:

(4.3) e(t+1) = = (x(t+1)—2(t+1))> Vi =r.,N—-1

N | =

Una vez realizado el entrenamiento de la red, el modelo puede utilizarse con el
propdsito de predecir en un paso de tiempo; hasta representar a la red los valores
de la serie en los r+ 1 instantes anteriores de tiempo. Uno de los problemas del uso
de estos modelos estocasticos para la prediccion de series temporales es la definicién
de la longitud de la serie temporal que hay que presentar como patrén de entrada
a la red, es decir, la definicién del valor de r. Dicho valor dependera de cada serie
temporal y serd necesario realizar una estimacién. Esta estimacion puede llevarse a
cabo realizando un analisis previo de la serie temporal o de modelos existentes que
expliquen parcialmente el comportamiento de la serie. En 1ltimo caso, y ante la
falta de informacién, mediante prueba y error, lo cual implica entrenar diferentes
arquitecturas de redes de neuronas variando el nimero de entradas a la red, hasta
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conseguir una arquitectura capaz de resolver el problema de prediccion.

Sea h > 1 el horizonte de predicciéon. Como se ha comentado anteriormente, la
prediccién en mutiples pasos de tiempo consiste en predecir el valor de la serie en
el instante de tiempo ¢+ h + 1 o en el intervalo de tiempo [t + 1,¢ + h + 1] a partir
de los valores de la serie hasta el instante de tiempo actual t. Los esquemas para
la prediccién en series temporales en multiples pasos de tiempo son los siguientes:

(1)

FEsquema de prediccion 1 : consiste en utilizar de manera recurrente el
modelo neuronal para la prediccién en un paso de tiempo. Dicho modelo
necesita como entrada los valores de la serie en los r+ 1 instantes de tiempo
inmediatamente anteriores. Por tanto, si el objetivo es predecir el valor de
la serie en el instante de tiempo t + h + 1, dicha prediccién viene dada por
la siguiente expresion:

Ft+h+1) = Fz(t+h),z(t+h—1),...x{t+h—7)).

Sin embargo, en el instante actual de tiempo ¢ no toda la informacién
de entrada a la red estd disponible, pues los valores de la serie z(t + h),
z(t+h—1),...,x(t+1) para h > 1, no se conocen. Para afrontar este prob-
lema se utilizan como entradas del modelo neuronal los valores predichos
por la red neuronal en instantes anteriores de tiempo Z(t+h), Z(t+h—1) ,...,
Z(t+1). De este modo el modelo de prediccién de un paso puede utilizarse
con el propdsito de prediccién en multiples pasos de tiempo retroalimen-
tando la salida de la red hacia la entrada.

Durante el entrenamiento, la red ha capturado las relaciones entre la mues-
tra actual y las muestras observadas en instantes anteriores de tiempo. Sin
embargo, cuando el modelo se utiliza para predecir en miltiples pasos de
tiempo, un grupo de neuronas de entrada reciben los valores de la serie
temporal predichos por la red en instantes anteriores de tiempo, de manera
que los errores cometidos en la prediccién de dichos valores son propagados
hacia las predicciones futuras, pudiendo influir negativamente en la calidad
de dichas predicciones.

Esquema de prediccion 2 : Otra forma de abordar el problema de prediccién
en multiples pasos de tiempo utilizando redes de neuronas estaticas consiste
en construir un modelo regresivo para predecir, directamente, el valor de
la serie en el instante ¢ + h + 1 a partir de la informacién disponible en el
instante actual ¢:

z(t+h+1) = Glz(),z(t —1),....,z(t — d)),

donde G es una funcién no lineal que relaciona el valor de la serie en el
instante de tiempo t + h 4+ 1 con una secuencia finita de valores de la serie
temporal disponibles en el instante de tiempo actual ¢. A diferencia del
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modelo para predecir en un paso de tiempo, en este caso, el valor de la
serie en el instante de tiempo t+ A+ 1 no se predice utilizando los r + 1 val-
ores inmediatamente anteriores, sino informacién disponible en el instante
actual.

Utilizando como entrada el vector (x(t),z(t — 1),...,z(t — d)) las redes de
neuronas estaticas se pueden utilizar para aproximar la relacién G, obte-
niendo el siguiente modelo de prediccion:

(4.6) F(t+h+1) = Gt),z(t—1),..,z(t—d).

En este caso, la salida de la red neuronal representa la prediccién de la serie
en el instante t + h + 1.

Los patrones para el entrenamiento de la red se obtiene de las muestras disponibles
de la serie temporal, 2(t): = o,.., v y considerando como salida deseada para el patrén
en el instante de tiempo t, el valor de la serie en el tiempo ¢t + h + 1.

La formulacién de este modelo de prediccion tiene sentido siempre que exista una
relacion, aunque desconocida a priori, entre el valor de la serie en el instante de
tiempo t + h + 1 y la secuencia (x(t), z(t — 1), ..., z(t — d)).

5. MAPEO LogisTIiCO

En 1976 Robert May establecia el Mapeo Logistico [11], un modelo poblacional
discreto que expresa la relacién dindmica entra la poblacion existente y la poblacién
méaxima posible de una especie sujeta a determinadas condiciones. El modelo de
mapeo logistico viene dado por:

(5.1) Tng1 = 12Tp(l — )

Donde z,, representa la fraccién de poblacién maxima en el tiempo con z,, € [0,1]
y 7 es la tasa de crecimiento poblacional cuyo valor se encuentra en el intervalo [0, 4].

Naturalmente el Mapeo Logistico genera una serie de tiempo, lo que permite a
su vez que pueda ser analizado mediante redes neuronales.

Mediante una simulacién de la ecuacién (5.1) con las condiciones iniciales zg = 0.1
y 7 = 3.95 se generan mil valores. De los cuales 900 seran utilizados para entrenar
la red y los restantes 100 para verificar el aprendizaje de la misma. Se entrena
una red neuronal recurrente con dos capas ocultas, una de tres neuronas y otra de
una y se realizan 5,000 iteraciones. El error de la red neuronal en cada iteracién se
muestra en la figura 3. Lo que muestra un rapida convergencia del mismo a cero.

El comportamiento de los datos para la verificacién del aprendizaje de la red
neuronal se muestra en la figura 4. La prediccién realizada por la red neuronal se
muestra en la figura 5.
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Al realizar un gréfico de los datos de entrenamiento junto con los datos de
prediccién, se observa una clara tendencia lineal (Figura 6).
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FI1GURE 6. Datos de Prediccién y Entrenamiento

La correlaciéon entre ambos conjuntos de datos, resulté ser de 0.9954 y la pen-
diente de la regresién lineal fue de 0.997901 y su correspondiente intercepto de
0.002120. Estos valores demuestran que los datos de entramiento fueron predichos
satisfactoriamente.

(1)

(2)

6. CONCLUSIONES

La estructura de una red neuronal artificial, se basa en la estructura mor-
folégica de las celulas neuronales, la respuesta a los estimulos externos, se
simulan mediante funciones de activacion y el ajuste de pesos en las conex-
iones.

Son los datos los que determinan el proceso de aprendizaje de la red, un
ntmero considerable de ellos permite que los pardametros sean capaces de
sintetizar un mayor niimero de posibilidades a los que una red neuronal
puede llegar a estar expuesta, y que la respuesta que genere se satisfactoria,
esto se cuantifica mediante el valor del Error Cuadrdtico Medio.

Una de las aplicaciones usuales de las redes neuronales es la clasificacion de
objetos en categorias y también la prediccién en series de tiempo. El hor-
izonte de prediccién depende fuertemente del comportamiento de la serie,
pues estos datos suponen el conjunto de entrenamiento de la red y a su vez
determinan la sensibilidad de la estructura de la red neuronal, lo que lleva
a establecer diferentes esquemas de prediccion.

En el mapeo logistico la grafica para el Error Cuadratico Medio converge
rapidamente a cero, cerca de la iteracion 100, el valor del error decae
drasticamente. Esto demuestra la rapidez de convergencia de la red para el
ajuste de los datos de entrenamiento.

El factor de correlacién lineal en el modelo de Mapeo Logistico fue de
0.997901 que junto con los parametros de la regresién lineal, se permite
decir que la relacién entre los datos de verificacién y los de prediccion estan
préximos a la funcion identidad. Esto muestra que la red neuronal predijo
los datos satisfactoriamente.
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APLICACION DE MODELOS VAR AL ANALISIS DE RIESGO
FINANCIERO (HONDURAS)

ANGEL MATUTE

ABSTRACT. La dependencia de la estabilidad del sistema financiero del en-
torno econémico ha sido un tema muy estudiado durante los tltimos anos,
especialmente desde la crisis financiera en 2008 en Estados Unidos, lo cual
repercutié a nivel internacional. Con el objetivo de identificar las variables
econémicas a considerar en Honduras para prevenir efectos negativos en el
sistema financiero, en este articulo se analiza la relacién entre las variables
econdmicas, indice mensual de actividad econémica (IMAE), indice de precios
al consumidor (IPC), tasas de interés activa (variables consideradas de vital
importancia para la estabilidad del sistema financiero) y el indice de Mora
del sistema bancario (IM), esto mediante modelos de vectores autoregresivos
(VAR), obteniendo mediante la estimacién de dicho modelo, un ajuste consid-
erablemente bueno, excepto por algunos fallos en los test a los que es sometido
el modelo para verificar el ajuste. Este modelo mediante los coeficientes en-
contrados muestra relaciones esperadas (segun la teoria revisada) entre estas
variables, especialmente del IMAE y el IPC con el indice de mora.

1. INTRODUCCION

Las mediciones de la exposicion al riesgo de un grupo de instituciones financieras
a un escenario macroeconémico o microfinanciero particular (denominadas pruebas
de estrés o de resistencia), se dan con frecuencia por las instituciones financieras
para evaluar sus exposiciones al crédito y otros riesgos. Las pruebas de resistencia
también pueden ayudar a los formuladores de politicas en instituciones a evaluar
las posibles implicaciones de los diferentes riesgos para la estabilidad del sistema fi-
nanciero en su conjunto [1]. De acuerdo a esta investigacién realizada en Inglaterra,
la aplicacién de estas pruebas tienen un gran valor para la estabilidad financiera.

La crisis financiera mundial sucedida en el ano 2009 originada principalmente en
el sistema financiero estadounidense nos recuerda lo dificil que es analizar de forma
adecuada la vulnerabilidad de las entidades de crédito [2]. Por ello en un sistema
financiero siempre es necesario conocer la calidad de la cartera crediticia, general-
mente representada por el indice de mora, esto permite en gran manera conocer el
desempertio del sistema financiero en una economia, pues impactos fuertes en este
indicador generan efectos adversos para los entes financieros principalmente en la
rentabilidad, lo cual puede generar otros efectos negativos que los puede llevar in-
cluso a situacién de quiebra y de este modo se puede provocar una crisis financiera

Palabras y frases clave. Indice de Mora, Indice Mensual de Actividad Econémica (IMAE),
Tasas de Interés.
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2 ANGEL MATUTE
nacional.

Por ello es deseable utilizar un modelo econométrico que mida la relaciéon de
causalidad entre las variables macroeconémicas e indice de mora [1], pues desde el
punto de vista econémico los indicadores financieros estan muy relacionados con
la actividad econdmica, en esta investigacién se pretende pronosticar el indicador
indice de mora dadas las variables macroeconémicas en Honduras:

Mediante un modelo de vectores autorregresivos (VAR) que segiin Gujarati [3]
permite hacer prondsticos basados en rezagos de las variables tanto macroeconémicas
como de el mismo indice de mora, donde el modelo se elabora mediante una serie
de ecuaciones simultdneas y el conjunto de variables (macroeconémicas e indice de
mora) debe tratarse en igualdad de condiciones, es decir no debe haber ninguna
distincién a priori entre variables endégenas y exdgenas, y es en este contexto que
se desarrolla el modelo VAR, tomando como base la investigacién [4].

La elaboracién de estos modelos con cifras mensuales en el periodo de junio 2011
a enero 2021 (116 meses en total) permite tener una perspectiva mds clara, basada
en los resultados de los dos modelos que predicen como se comportara el indice
de mora dada la situacién macroeconémica actual y conociendo sus perspectivas a
futuro en el pais.

Se tiene como objetivo principal, pronosticar a futuro la evolucién del indice
de mora mediante la elaboracién de un modelo econométrico (VAR) utilizando las
técnicas estadisticas necesarias. También con el objetivo de observar cual modelo
se ajusta de forma mads adecuada a la realidad econémica y detectar cuales son
las variables macroeconémicas que influyen mas sobre la calidad de la cartera de
crédito del sistema financiero hondureno.

2. JUSTIFICACION

La Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH) establece 4 ejes prin-
cipales en los cuales se deben enfocar las investigaciones realizadas, cada eje tiene
sus temas prioritarios a tomar en cuenta a la hora de realizar una investigacion,
Este trabajo que trata temas de econometria y series de tiempo aplicados al riesgo
crediticio del sistema financiero, sigue la linea del eje de investigacién 1 (Desarrollo
Econémico y Social) especificamente en el tema prioritario Globalizacién, produc-
tividad y competitividad.

La Maestria en Matematicas con Orientacién en Estadistica Matemaética tiene
entre sus lineas de investigacion las areas siguientes: Series de tiempo y Econometria
y actuaria en las cuales este trabajo esta vinculado dados los temas a tratar.

El sistema financiero de un pais tiene un rol determinante en el crecimiento
econémico, ya que proporciona un canal eficiente en el que trazan las rutas de fon-

dos de sectores institucionales con excedentes hacia sectores deficitarios [7].

La oportuna deteccién de la fragilidad financiera de las entidades financieras, que
permita implementar las medidas correctivas necesarias para restaurar su solidez
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y limitar las pérdidas potenciales, es de vital importancia [8] y dado que la mora
puede constituir un indicador del efecto que tiene el ciclo econémico sobre el valor
de los activos de las entidades financieras (los créditos), pues este, al afectar con-
juntamente a empresas y familias, incide necesariamente, a través del aumento de
los volimenes de créditos morosos dudosos y fallidos, en el indice de mora, lo que
puede constituir un indicador de su riesgo de quiebra [6].

Ademads en [11] se demostré que el complejo andlisis de series de tiempo uni-
variantes sugerido por Box y Jenkins, en la actualidad es de gran utilidad en el
campo estadistico para la determinacion de proyecciones de una gran cantidad de
variables de tipo econémico social demografico y de diferentes campos, los cuales
son susceptibles a cambios en funcién del tiempo, y a su vez detectar los efectos de
dichos cambios.

El Modelo VAR también es muy ttil cuando existe evidencia de simultaneidad
entre un grupo de variables y que sus relaciones se transmiten a lo largo de un de-
terminado nimero de periodos. Al no imponer ninguna restriccién sobre la versién
estructural del modelo, no se incurre en los errores de especificacién que dichas re-
stricciones pudieran causar al ejercicio empirico. De hecho, la principal motivacion
detras de los modelos VAR es la dificultad en identificar variables como exdgenas,
como es preciso hacer para identificar un modelo de ecuaciones simultdneas [10].

Por lo tanto, la informacién generada a partir de estos modelos econométricos
desempenaria un papel preponderante en la toma de decisiones en los mercados
de crédito, proporcionando al sector financiero una herramienta estadistica para
poder predecir a futuro la evolucién conjunta de las variables macroeconémicas con
la calidad de la cartera crediticia.

3. ANTECEDENTES

3.1. Descripcion de modelos.

3.1.1. Modelos ARIMA. Segun [12], los modelos ARIMA son matemédticamente
muy intuitivos y permiten estudiar el comportamiento de una gran variedad de
series temporales y modelar algunas de las mas importantes fuentes de error que
en ellas se encuentran. Las correcciones de tendencias (invariabilidad en el tiempo),
estimaciones de estacionalidad o la visualizacién de errores aleatorios hacen de es-
tos modelos de los mas versatiles y utilizados para realizar prondstico y estimacién
futura.

Los modelos ARIMA desde los anos setenta han ganado un papel fundamental en
la literatura sobre prediccion. Siendo introducidos originalmente por Box y Jenkins,
esta generalizacién de los modelos autorregresivos y de medias méviles (ARMA)
probd ser bastante efectiva a pesar de su sencillo calculo mediante herramientas
computacionales, y se instaurd de ese modo como una alternativa relevante a los
modelos estructurales, por entonces muy extendidos en la préactica de prediccion.
Al pasar de modelos Autoregresivos (AR) univariados a el caso multivariado se
llega a lo que son los modelos de Vectores Autoregresivos (VAR), que serdn la base

126



4 ANGEL MATUTE

principal para el estudio en este articulo.

3.1.2. Modelos VAR. Segun [13], dado los resultados de Engle y Granger en 1987,
se popularizo la utilizacién de los modelos VAR desarrollados por Sims en 1980 en
los cuales habia enfatizado el uso de modelos VAR irrestrictos como un medio para
modelar las relaciones econémicas sin hacer supuestos innecesarios. Por otra parte,
un modelo VAR con cointegracién a menudo se basa en la idea de un “largo plazo”,
o equilibrio moévil, definido por la teoria econémica y caracterizado por un vector.

Para la elaboracién de un modelo VAR, es necesario que las variables incluidas
en el modelo sean estacionarias, es decir, todas las variables deben tener varianza
y media constante en el tiempo [17].

Como se explica en [16], el modelo VAR puede ser escrito en su forma més
general como.

P
Ziy1 =T+ Z Gjliy1—j + €1
j=1
donde
I"  :esun vector constante,
¢; :son matrices de coeficientes,
€141 : es un vector de residuos,
Zy41: es el vector de n variables endégenas que incluye el modelo y
p  :es el numero de retardos de cada variable en cada ecuacién.

Esta ecuacion se puede reescribir como:
(3.1) (I, — $1 LY — oL~ - —$,LP) 21y = ®(L) Zyy1 =T + &

con ®(L) matriz polinomial en el operador de retardos (L) formada por la matriz
identidad I, y las matrices ¢; de (n x n).
Seguin [17], este proceso es estable si

(3.2) det(®(L)) # 0 para |L| <1

La matriz identidad I,, evidencia que en este modelo VAR las variables se relacio-
nan con los valores retardados de todas las variables en el vector, pero no existe
relacion entre variables contemporaneas; es decir, cada variable no se relaciona con
los valores de las demds en el mismo periodo, a esta ecuacion se le conoce como la
forma reducida-autoregresiva, que se obtiene a partir de un modelo Estructural de
Vectores Autoregresivos (SVAR) el cual se puede escribir como sigue:

(3.3) (Bo — BiL' — BoL?— - —B,IP)Z; 11 = B(L)Z411 =k +uy

Donde k es un vector (n x 1), us un vector (n x 1) de perturbaciones, que en
este modelo estructural se denominan shocks estructurales y B(L) un polinomio de
matrices en el operador de retardos formado por matrices B;(n x n).

En este modelo la matriz By refleja las relaciones contemporédneas entre las va-

riables enddgenas que constituyen Z;i;, que en caso de ser By igual a la matriz
identidad (I,,) obtenemos la forma reducida-autoregresiva, lo cual se da cuando
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suponemos que no existe relacién contemporanea entre las variables en Z;, 1, pero
de no ser asi, al conocer la matriz By si multiplicamos B 1 a ambos lados de la
ecuacion se obtiene la forma reducida-autoregresiva y viceversa.

3.2. Trabajos realizados. En Peru en 2003 pensando en factores macroeconémi-
cos como desencadenantes de la quiebra de una entidad bancaria en [8] Moron y
Loo-Kung elaboraron un sistema de alerta temprana para la detecciéon temprana
de fragilidad de las entidades bancarias para restaurar la solidez y minimizar las
perdidas potenciales. Se basaron en la utilizacién de un panel de datos logit de
efectos fijos. Después de descartar algunas variables macroeconémicas bajo ciertos
criterios estadisticos establecidos, se trabajé con las variables (1) indicador de vul-
nerabilidad externa, (2) la devaluacién y (3) la inflacién, ademds de otras variables
microeconémicas.

En Inglaterra en el ano 2005 se realizaron dos investigaciones que aportan in-
formacién relevante para este trabajo, en [1] elaboraron un modelo de prueba de
estrés considerando el impacto en el sistema financiero de un choque en la evolu-
cién futura del entorno macroeconémico, el cual es importante ya que impone un
modelo explicito de correlaciones de los determinantes macroeconémicos del riesgo
de crédito, como el desempleo y los precios de las propiedades, entre si y a lo largo
del tiempo. También se menciona que el entorno macroeconémico cambiante afec-
tara los balances de los prestatarios y por lo tanto, la incidencia de incumplimiento.

Por otro lado, en [4] intentaron dar cuenta de la dindmica entre la tasa de amor-
tizacién de préstamos de los bancos (Eliminacién de préstamos por cobrar del in-
ventario debido al incumplimiento del pago de estos por parte de los clientes) y
las variables macroecondmicas clave, utilizando un modelo de autorregresién vec-
torial parsimoniosa (VAR). A pesar de que ningin modelo macroeconémico tedrico
convencional describe la relacién de las variables macroeconémicas con las amor-
tizaciones bancarias y viceversa, intentaron resolver este problema en dos pasos.
Primero, el documento discute un modelo macroecondémico para ayudar a guiar
la eleccién de un nimero parsimonioso de variables macroeconémicas para incluir
en la especificacion. En segundo lugar, aumentaron este vector de variables macro-
econdmicas con los datos de amortizacién y dejaron que se afecten entre si de forma
autorregresiva sin restringir la dindmica.

Este documento lleva a cabo uno de los primeros anélisis multivariados de como
el desarrollo macroeconémico afecta las amortizaciones de préstamos de los bancos
del Reino Unido, tanto en conjunto como a nivel sectorial. Tomando como variables
macroeconémicas la brecha del producto (diferencia entre lo que la economia estd
produciendo y lo que esta puede producir), la tasa de interés nominal a corto plazo,
la inflacién anual RPIX y la tasa de cambio real.

Concluyeron que el sistema bancario del Reino Unido en su conjunto parece ser
robusto frente a grandes impactos macroeconémicos adversos.

En Colombia en 2012 por medio de la utilizacién de modelos VAR y el célculo
de las funciones impulso respuesta resultantes, se encuentra que si bien no parece
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haber una relacién directa significativa entre flujos de capital y estabilidad finan-
ciera, existe una relacién indirecta entre estas dos variables, intermediada por el
indicador cartera/PIB. Los incrementos en los flujos de capital tienden a propiciar
el aumento del crédito de las entidades financieras. [18]

En Argentina en 2017, Betti [19] se enfoca en la elaboracién de un modelo
macroecondémico, confrontdandose con los modelos estructurales y con los VAR. Se
concluye la preferencia por los VAR dada su estructura més versatil. Permiten ele-
gir el conjunto de variables endégenas y exdgenas mas pertinentes en funcién del
objetivo buscado. Asimismo, son estructuras que no requieren una gran cantidad
de herramientas computacionales sofisticadas, ni excesivos conocimientos de pro-
gramacioén, tornandolos maés accesibles para los profesionales que se desempenan en
las entidades financieras.

4. MODELO

Basados en la revisién tedrica, se consideran para la elaboraciéon de un modelo
de Vectores autoregresivos (VAR) las variables:

e IM Indice de Mora

e IPC Indice de precios al consumidor

e IMAE Indice Mensual de Actividad Econdmica
e TI Tasa de Interés Activa

4.1. Requisito de estacionariedad. Es necesario primero evaluar la estaciona-
riedad, es decir, comprobar si cada una de las variables tienen media y varianza
constante en el tiempo, puesto que es requisito para elaborar el modelo tal como se
menciono en la descripcién del modelo. En primer lugar para facilitar el andlisis se
hace una transformacién de las variables usando logaritmos, sus graficas se mues-
tran en la figura 1, donde:

e LTIM : Logaritmo del Indice de Mora

e LTIPC : Logaritmo del Indice de precios al consumidor

e LTIMAE : Logaritmo del Indice Mensual de Actividad Econémica
o LTTI : Logaritmo de la Tasa de Interés Activa

Usando la libreria VARS del Paquete estadistico R, se prueba en cada una de
las variables, cuantas diferencias son necesarias para que estas sean estacionarias,
obteniendo que estas cuatro variables necesitan solo una diferenciacién para ser
estacionarias.

Una vez extraidas las variables en diferencias podemos observar en la figura 2
que presentan un comportamiento estacionario, es decir que con una diferenciacion
estas se vuelven estacionarias, donde:

e DLTIM : Primera diferencia del logaritmo del Indice de Mora
e DLTIPC : Primera diferencia del logaritmo del Indice de precios al
consumidor

e DLTIMAE : Primera diferencia del logaritmo del Indice Mensual de Ac-
tividad Econémica
e DLTTI : Primera diferencia del logaritmo de la Tasa de Interés Activa
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4.2. Estimacién del Modelo VAR. Con variables estacionarias se puede elabo-
rar el modelo VAR. Primero utilizando los criterios de informacién de Akaike (AIC),
Hannan y Quinn (HQ), Bayesiana de Schwarz (SC) y el Error de Prediccién Final
(FPE) (estadisticos utilizados para elegir el rezago éptimo a estimar en un modelo)
se considera que un modelo con dos rezagos es el mas indicado para estas variables,
como se puede observar en la tabla 1, ya que dos de los cuatro estadisticos indican
que dos es el rezago éptimo.

Conociendo el numero de rezagos 6ptimo, se procede a hacer la estimacion, puesto
que en la figura 2 se observa que los datos tienen media cero, y no se observa
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CuaDRO 1
Rezago Optimo
AIC 2
HQ 1
SC 1
FPE 2

tendencia, se hace la estimacién sin intercepto ni tendencia, con lo cual se obtiene
la ecuacién 4.1 en su forma de matricial.

ditim 017 0 0 0 dltim(—1)
(4.1) ditimae | _ 0 0 0 0 ditimae(—1)
' dltti 0 1.44 -0.40 0 ditti(—1)
dltipce 0 0 0 0.61 dltipe(—1)

0 -1.01 0  3.65\ [ ditim(—2)

0 0 -0.06 O dlitimae(—2)

lo o -0.28 0 ditti(—2)

0 008 0 0 ditipe(—2)

Estos coeficientes son significativos al 10 %. Existen tres test estadisticos me-
diante los cuales se deben evaluar los supuestos del modelo, estos tests se hacen
sobre los residuos del modelo, evaluando:

e Autocorrelacién: se desea que no haya autocorrelacion entre los residuos,

e Normalidad: se desea que los residuos tengan una distribuciéon normal,

e Heterocedasticidad: se desea que no exista heterocedasticidad, es decir,
que la varianza de los residuos se mantenga constante.

4.3. Pruebas sobre el modelo. Las raices del polinomio caracteristico del mo-
delo son 0.8134, 0.4353, 0.4353, 0.3743, 0.3743, 0.3173, 0.3173 y 0.3152, las cuales
son todas menores que uno, y por tanto el modelo es estable.

4.3.1. Autocorrelacion. Para evaluar la autocorrelacién, se utiliza la prueba multi-
variante de Portmanteau, la cual es utilizada para probar la ausencia de perturba-
ciones correlacionadas en serie hasta el orden h en un VAR estable (p), la hipétesis
nula en este test es que no existe autocorrelacion. si se realiza el test hasta el reza-
go 12, con un valor p de 0.49, no se rechaza la hipdtesis nula, por tanto podemos
concluir que no existe evidencia de autocorrelacion en los residuos, justo lo que se
desea.

4.3.2. Normalidad. Las versiones multivariadas y univariadas de la prueba de Jarque-
Bera se aplican a los residuos de un VAR. La versién multivariante de esta prueba
se calcula utilizando los residuos que son estandarizado por una descomposicién de
Choleski de la matriz de varianza-covarianza para los residuos centrados. se debe
tener en cuenta que, en este caso, el resultado de la prueba depende del orden de
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FiGuraA 3. Variables junto con su prondstico diez periodos ade-
lante en rojo

las variables. siendo que en esta prueba la hipétesis nula es que los residuos se dis-
tribuyen de forma normal, al obtener para este test un valor p < 0,05, se rechaza la
hipétesis nula, por lo cual se concluye que los residuos no se distribuyen de forma
normal.

4.3.3. Heterocedasticidad. Este test prueba mediante el multiplicador de Lagrange
(LM) para heterocedasticidad condicional autorregresiva (ARCH) (ARCH-LM), la
existencia de heterocedasticidad hasta el rezago h. Al hacer el test hasta un rezago
11, este da un p valor de 0.95, y dado que la hipdtesis nula en este test es que la
varianza de los residuos es constante, entonces no se rechaza la hipdtesis nula y se
concluye que no existe heterocedasticidad en los residuos.

4.4. Prondésticos. Aun quedando pendiente la eliminacién de algunos coeficientes,
ademas de el problema de la no normalidad en los residuos, se elaboro el pronostico
de las variables mediante el modelo VAR estimado, consiguiendo los resultados
observados en la figura 3.

Los prondsticos revelan una evolucion a futuro muy estable, lo cual no parece estar
muy de acorde con la realidad, especialmente en las variables IMAE e IPC, que en
condiciones normales tienen tendencia creciente, esto puede ser provocado por los
problemas que aun quedan sin resolver en el modelo (coeficientes no significativos
y la no normalidad en los residuos) que distorsionan el prondsticos.

Otro punto que podria estar influyendo en los pronédsticos poco alejados de lo que se
esperaria, es la actual crisis sanitaria provocada por el COVID-19 que podria haber
generado distorsiones significativas en las variables y por tanto en sus prondsticos,
lo que genera poca confianza en los prondsticos generados por este modelo.

5. CONCLUSIONES

(1) A pesar de utilizar para el modelo un numero de rezagos indicado por
los test HQ y SD solo se encontraron nueve coeficientes estadisticamente
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significativos en el modelo, lo cual indica que es necesario eliminar gran
cantidad de coeficientes.

(2) Una causa de la poca cantidad de coeficientes significativos podria ser el
problema de no normalidad en la distribucién de los residuos del modelo,
por lo tanto es otro asunto a corregir en el modelo.

(3) Tanto el problema de los coeficientes no significativos, junto con la distri-
bucién no normal en los residuos, pueden ser la causa de los prondsticos en
las variables tan poco realistas considerando la evolucién histérica de las
variables.

(4) Para corregir los errores antes mencionados se pueden utilizar variables
exogenas, ya sea para captar estacionalidad en las variables que al ser
econOmicas tienen alta probabilidad de tenerla, o para mitigar el efecto
de algunos valores extremos que podrian estar alterando la estimacion.

(5) Particularmente el indice de Mora, que es el punto central de esta investi-
gacion, solo es influenciado significativamnte por tres variables:

e El Indice de Mora rezagado un periodo de forma negativa,
e El IMAE rezagado dos periodos de forma negativa y con mayor pro-
porcién que el Indice de Mora v,
e El IPC de forma positiva y en mayor magnitud que cualquier otra
variable.

(6) Dadas las condiciones actuales, a pesar de los prondsticos diferentes de lo
que se esperaria, no se pude descartar el modelo ni sus prondsticos, pues no
estamos en un periodo de tiempo en el que la economia este funcionando
en condiciones normales.
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MODELOS ESTADISTICOS DE ANALISIS DE FACTORES QUE
AFECTAN EL RENDIMIENTO ESCOLAR EN MATEMATICA Y
ESPANOL EN TERCER Y SEXTO GRADO EN HONDURAS

LESKY IBETH RIVAS

RESUMEN. En este articulo se hace una breve descripcién de los modelos es-
tadisticos utilizados en el andlisis de factores que afectan el rendimiento escolar,
se presenta un analisis de los datos utilizando el modelo de regresién multiple,
asi como los resultados de las pruebas para verificar la existencia de multico-
linealidad, heterocedasticidad y normalidad en el modelo.

ABSTRACT. In this article a description of the statistical models used in
the analysis of factors that affect school performance is made, an analysis of
the data using the multiple regression model is presented, as well as the results
of the tests to verify the existence of multicollinearity, heteroscedasticity and
normality in the model.

1. INTRODUCCION

El rendimiento escolar se define como “los resultados obtenidos en pruebas o
examenes normalizados, que miden los conocimientos o competencias en una mate-
ria especifica” [1]. Muchos paises efectiian periédica y sistemdticamente mediciones
destinadas a determinar lo que los estudiantes han aprendido durante su experien-
cia escolar, ya sea en exdmenes por clase, evaluaciones nacionales o evaluaciones
internacionales.

“El rendimiento escolar es medido, en su mayor parte por tests especialmen-
te disenados. Pero en algunos casos, el rendimiento escolar es medido a través de
exdamenes nacionales en lengua, matematica o ciencia” [2]. Estas evaluaciones sirven
como base de informacién para la toma de decisiones en el sistema educativo.

Los modelos estadisticos utilizados en el estudio del rendimiento escolar, permi-
ten conocer cudles son las variables y en qué medida estan presentes en el rendi-
miento escolar. Existen diferentes modelos utilizados, entre ellos se destacan:

1. Teoria de Respuesta al [tem.
La Teoria de Respuesta al item analiza el comportamiento de una prueba a
partir del funcionamiento de todos los items que la conforman [22].

2. Modelo de Regresién Multiple.
La regresion lineal multiple trata de ajustar modelos lineales o linealizables

Fecha: May, 2021.
Palabras y frases clave. Modelos de rendimiento escolar, regresién miltiple, multicolinealidad,
heterocedasticidad, normalidad .
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entre una variable dependiente y més de una variables independientes [6].

3. Modelo Multinivel.
Los modelos multinivel son, en esencia, ampliaciones de los modelos de regre-
sién lineal clasicos, de tal forma que en realidad son varios modelos lineales
para cada nivel. Asi, los modelos del primer nivel estan relacionados con uno
de segundo nivel en el que los coeficientes de regresion del nivel 1 se regresan
en un segundo nivel de variables explicativas y asi sucesivamente para los
diferentes niveles [7].

4. Modelos de Anélisis de Estructuras de Covarianza o Ecuaciones Estructura-
les.
Los modelos de ecuaciones estructurales (MES) son una familia de modelos
estadisticos multivariantes que permiten estimar el efecto y las relaciones
entre multiples variables. Los modelos de ecuaciones estructurales nacieron
de la necesidad de dotar de mayor flexibilidad a los modelos de regresién [8].

2.  JUSTIFICACION

La Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH) presenta prioridades
de investigacién que tienen que ser atendidas institucionalmente en los proximos
anos mediante trabajos de investigacién, actualmente existen trece temas priori-
tarios que han sido agrupados en cuatro ejes de investigacién. Este trabajo sigue
la linea de investigacién del eje nuimero tres de la UNAH poblacién y condiciones
de vida, este eje de investigacién estd conformado por cuatro temas prioritarios de
investigacion, enmarcandose en el tema nimero tres: cultura, ciencia y educacion, y
dentro de las lineas de investigacién en la orientacién en estadistica de la maestria
en matematica este trabajo sigue la ntimero seis: Estadistica multivariada y mode-
los lineales generalizados.

Las agencias internacionales realizan evaluaciones que monitorean las tendencias
en el rendimiento estudiantil en matemadticas, ciencias y lectura.
Utilizan el curriculo de matematica y espanol, definido en términos generales, como
el concepto organizativo principal al considerar cémo se brindan las oportunidades
educativas a los estudiantes, los factores que influyen, cémo debe organizarse el
sistema educativo para facilitar este aprendizaje; lo que realmente se ensena en las
aulas, las caracteristicas de quienes lo ensenan y cémo se ensena; y, finalmente, qué
es lo que los estudiantes han aprendido y qué piensan acerca de estos temas.
También recopilan informacién importante sobre los contextos de los estudiantes
para aprender matemdticas y espanol. “Gracias a una reciente serie de estudios na-
cionales e internacionales, se han adquirido nuevos conocimientos importantes sobre
lo que saben y pueden hacer los alumnos de las escuelas primarias de los paises en
desarrollo” [4].

Algunas de las agencias internacionales son: Programa para la Evaluacién In-
ternacional de Estudiantes (PISA), Evaluacién Latinoamericana de la Calidad de
la Educacién (LLECE), Tendencias en el Estudio Internacional de Matemadticas y
Ciencias (TIMSS), Progreso en el estudio internacional de alfabetizacién en lectura
(PIRLS), Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacién, la Ciencia y la

2
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Cultura (UNESCO). Y entre las nacionales se tienen: El Proyecto Mejorando el
Impacto al Desempenio Estudiantil de Honduras, por sus siglas MIDEH, Unidad
Externa de Medicién de la Calidad de la Educacion, por sus siglas UMCE.

El uso de modelos en la investigacién sobre eficacia escolar constituye una in-

teresante propuesta al movimiento y es realizada por Samuel Stringfield en 1994.
Este expresa tres razones que considera de interés para elaborar modelos. En pri-
mer lugar, un modelo ofrece a los investigadores del area una fuente de informacién
que permite considerar, relacionar entre si, y tender puentes sobre la investiga-
cién previa. Posteriormente, permite abrir una serie de caminos, o alternativas,
para desarrollar investigaciones futuras que, a posteriori, guiaran en la toma de las
decisiones politicas relacionadas con la eficacia escolar. Por tltimo, los modelos pro-
porcionan una visién panoramica de las diferentes rutas de investigacion posibles
[3].
Es por esto que las agencias dedicadas a realizar estudios sobre rendimiento escolar,
utilizan diferentes modelos en el andlisis de los factores asociados al rendimiento
escolar, aportando herramientas para la formulacion de politicas piblicas pertinen-
tes en cada pais.

3. ANTECEDENTES

La investigacién que busca determinar los factores asociados con el rendimiento
es tan antigua como la propia investigacion empirica educativa; es decir, tiene mas
de un siglo de vida. Sin embargo, hay que fechar el nacimiento del movimiento de
eficacia escolar en 1966, afio en el que se publicé el “Informe Coleman”. A partir de
los datos obtenidos, “se apunt6 que la escuela desempenaba un papel muy limitado
en el rendimiento del alumno” [10]. Esta conclusién generd miiltiples reacciones
de todo tipo entre la comunidad educativa. Por una parte, algunos estudiosos que
trabajaban sobre los factores explicativos del rendimiento asumieron como vélidos
los resultados del estudio de Coleman y, simplemente, obviaron el nivel escuela en
sus indagaciones. “De esta manera, se potencié lo que se ha llamado la perspectiva
individualista o psicoldgica, que busca identificar los factores personales, sociales y
familiares asociados al rendimiento, pero no los factores escolares” [9].

Uno de los escépticos sobre estos resultados fue el inspector estadounidense Geor-
ge Weber. Durante sus anos de trabajo como supervisor, encontré que habia escuelas
que, a pesar de encontrarse en ambientes desfavorecidos, conseguian ensenar a los
ninos a leer y a escribir, mientras que otras no lo hacian. Por lo tanto, “estudiar
en una escuela u otra sf era importante para el futuro de los alumnos” [11], lo que
contradecia el “Informe Coleman”. Asi, elabor6 un estudio cuya principal novedad
fue “entrar en las aulas”. De esta forma, anadié los factores de proceso al modelo
entrada-producto, con lo que obtuvo el modelo “input-process-product” (IPP). “En
este trabajo encontré que, en efecto, habia escuelas que marcaban una diferencia.
Localizé algunos factores que caracterizaban a las buenas escuelas y ofreci6 asi una
primera lista de factores de eficacia escolar”[9].
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Como ya se ha mencionado las agencias internacionales y nacionales dedicadas a
realizar estudios sobre rendimiento escolar, utilizan diferentes modelos en el anali-
sis de los factores asociados al rendimiento escolar. La agencia TIMSS informa el
rendimiento de los estudiantes a través de puntajes de escala derivados de la escala
de la teorfa de respuesta al {tem, por sus siglas en inglés (IRT) [12]. Este modelo
también es utilizado por la agencia PIRLS.

La UNESCO en los anilisis del Primer Estudio Regional Comparativo y Ex-
plicativo (PERCE) y en el Segundo Estudio Regional Comparativo y Explicativo
(SERCE) emplearon modelos jerdrquicos lineales, los cuales corresponden a una
particular técnica de regresién disenada para utilizar y aprovechar la estructura
jerdrquica propia de los datos provenientes del &mbito educativo [13]. En el Tercer
Estudio Regional Comparativo y Explicativo (TERCE) se utilizo modelos de teoria
de respuesta al item, debido a las caracteristicas y objetivos del TERCE.

La Unidad Externa de Medicién de la Calidad Educativa (UMCE) en el anélisis
de factores asociados empled modelos multinivel ya que se realiza un ajuste de datos
para cada nivel de forma individual [14]. Y el Proyecto Mejorando el Impacto al
Desempenio Estudiantil de Honduras (MIDEH) en el andlisis de factores hace uso
de la regresién lineal de minimos cuadrado ordinarios, la cual permite establecer
qué peso tiene cada factor sobre el desempetio [15].

4. MODELOS DE REGRESION MULTIPLE

4.1. Carateristica conceptuales. En el modelo de regresién lineal multiple, el
regresando (que puede ser la variable endégena o una transformacién de las variables
enddgenas), es una funcién lineal de k regresores correspondientes a las variables
explicativas (o a transformaciones de las mismas) y una perturbacién aleatoria o
error. El modelo también incluye un término independiente. Si designamos por ¥y
al regresando, por xo,xs,...,Tr a los regresores y por u al error o perturbacién
aleatoria, el modelo poblacional de regresién lineal multiple vendra dado por la
siguiente expresién:

(4.1) Yy = B+ Poxa + B3ws + ... + Brxp +u

Los parametros 1, 82, 83, ..., Bk son fijos y desconocidos.

En (4.1) se pueden distinguir dos componentes: un componente sistematico 31 +
B2x2 + Bax3 + ... + Brxy, y la perturbacion aleatoria u. Llamando p, al componente
sistematico, podemos escribir:

(4.2) ty = B1 + Boxa + B3x3 + ... + BrTy

Esta ecuacién es conocida como funcién de regresién poblacional (FRP) o hiper-
plano poblacional. Cuando k=2, la FRP es especificamente una linea recta, cuando
k=3, la FRP es especificamente un plano y, por ultimo, cuando k£ > 3, la FRP es
denominada genéricamente hiperplano, que no es susceptible de ser representado
fisicamente.
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El pardmetro p, es una funcion lineal en los parametros 31 +82+083+...+ 5. Aho-
ra, supongamos que tenemos una muestra aleatoria de tamano n, (yi, T2iy L3y eey acki)
1=1,2,...,n, extraida de la poblacién estudiada. Si expresamos el modelo poblacional
para todas las observaciones de la muestra, se obtiene el siguiente el sistema:

y1 = P1 + Boxar + B3z + ... + Brxr +wa
Yo = P1 + Baxoz + B33z + ... + Brra + uo

Yn = P1 + BaTon + B3T3n + .. + BrTrn + Up

El anterior sistema de ecuaciones puede expresarse de una forma méas compacta
usando la notacién matricial. Asi, vamos a denominar

B1

Y1 1 x21 ®31 ... Th1 B up

Y2 1 x22 T32 ... Tk 8 U2
3

Yn 1 Ton T3n - Thn : Un
Bn

La matriz X es la matriz de regresores. Entre los regresores también se incluye el
regresor correspondiente al término independiente. Este regresor, que a menudo se
denomina regresor ficticio, toma el valor 1 para todas las observaciones. El modelo
de regresion lineal multiple, expresado en notacién matricial es el siguiente:

B1

Y1 1 x21 ®31 ... Tp1 Ba Ui
Y2 1 oo T32 ... Tgo 8 u2
— 3 +
Yn 1 zop T30 ... Tkn ﬂ. Un

n

Si se tiene en cuenta las denominaciones dadas a vectores y matrices, el modelo
de regresion lineal multiple puede ser expresado de forma compacta de la siguiente
manera;

(4.3) y=XB+u

Donde, de acuerdo con la notacién utilizada, y es un vector nx1, X es una matriz
nxk, 8 es un vector kx1 y u es un vector nx1 [16].

4.2. Multicolinealidad. El término multicolinealidad se atribuye a Ragnar Frisch.
Originalmente, designaba una relacién lineal “perfecta” o exacta entre algunas o
todas las variables explicativas de un modelo de regresién. Para la regresién con k
variables que incluye las variables explicativas X1, Xa, ..., X; (donde X; = 1 para
todas las observaciones de forma que den cabida al término del intercepto), se dice
que existe una relacion lineal exacta si se satisface la siguiente condicién:

Donde A1, Ag, ..., Ak, son constantes tales que no todas son simultaneamente igua-
les a cero. Hoy en dia, sin embargo, el término multicolinealidad incluye el caso de
multicolinealidad perfecta, como lo indica (4.4) y también el caso en el cual hay X
variables intercorrelacionadas pero no en forma perfecta, de la siguiente manera:

(45) )\1X1 +)\2X2++)\ka,+Ul =0
5
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Donde v; es un término de error estocdstico. [17]

La multicolinealidad significa que el comportamiento de buena parte de las va-
riables guarda algtin tipo de relacién unas con otras y esa relacion puede ser de
menor o mayor grado. Solamente cuando dicha relacién es de mayor grado podria
ser un problema dentro de la modelacién [18]. Se utilizan diferentes pruebas para
la deteccién de la multicolinealidad entre ellas se tiene:

4.2.1.  Matriz de correlacion. La matriz de correlacién es una matriz cuadrada
nxn constituida por los coeficientes de correlacion de cada pareja de variables; de
manera que tendrd unos en su diagonal principal, y en los elementos no diagonales
(i,j) los correspondientes coeficientes de correlacién rij [18].

4.2.2.  Prueba de Theil. Para la prueba de Theil se corren regresiones auxiliares
de la variable dependiente contra los k regresores menos uno de ellos, al coeficiente
de determinacién de esas regresiones se le denomina R?. El efecto R? de Theil se
obtiene con la siguiente expresién [18]:

(4.6) R*Theil = R* — [i(RQ — RY)]

=1

Donde R? es el coeficiente de determinacién de la regresién original con todos los
regresores y R? es el coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar 4. Si el
efecto de Theil fuera nulo no existiria multicolinealidad, entre mayor sea el efecto
més grave es el problema [18].

4.2.8.  Prueba de Klein. La regla de Klein es un principio préctico, propuesto por
el premio Nobel Lawrence Klein. De acuerdo a dicho principio, la multicolinealidad
es un problema a considerar si la R? de alguna regresién auxiliar es mayor que el
coeficiente de determinacién R? de la regresién original [18].

4.2.4. Factor de inflacion de la varianza (VIF). El factor de inflacién de la va-
rianza (VIF) se utiliza como una medida del grado en que la varianza del estimador
de minimos cuadrados es incrementada por la colinealidad entre las variables, el
VIF se define de la siguiente manera [18]:

1

En donde R? es el coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar i. Por
ejemplo, ante perfecta multicolinealidad R?=1, lo cual hace que el VIF tienda a
infinito, si la multicolinealidad es imperfecta y elevada, por ejemplo un RZ=0.9, el
VIF serd igual a 10. Es usual en la practica si el VIF resulta mayor a 10 o incluso
5 sea considerado como evidencia de fuerte multicolinealidad [18].
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4.3. Heterocedasticidad. Un supuesto importante del modelo clasico de regre-
sién lineal es que la varianza de cada término de perturbacién u;, condicional a los
valores seleccionados de las variables explicativas, es algiin nimero constante igual
a 2. Este es el supuesto de homocedasticidad, o igual (homo) dispersién (cedasti-
cidad), es decir, igual varianza. Simbélicamente, [17]

(4.8) E(u) = o*

Donde i=1, 2,...,n
Por tanto, si hay heterocedasticidad, simbdlicamente,

(4.9) E(u?) = o2

2

Hay diversas razones por las cuales las varianzas de u; pueden ser variables, una
de ellas es por la presencia de datos atipicos o aberrantes. Otra fuente de hete-
rocedasticidad surge de establecer que el modelo de regresién estd correctamente
especificado, con mucha frecuencia lo que parece heterocedasticidad puede deberse
a que se omitan del modelo algunas variables importantes [17].

Se examinan algunos métodos para detectar la heterocedasticidad. La mayoria
de estos métodos se basan en el examen de los residuos %; de los minimos cuadrados
ordinarios (MCO), pues son éstos los que se observan y no las perturbaciones u;. Se
espera que u; sean buenas estimaciones de u;, esperanza que se cumple si el tamafio
de la muestra es lo bastante grande [17].

4.3.1.  Prueba de Breusch-Pagan. Esta prueba fue propuesta por Breusch y Pagan
en 1979 y consiste en ajustar un modelo de regresién lineal con variable respuesta
dada por residuales del modelo original al cuadrado u? y como covariables las
variables del modelo original [19].

Por ejemplo, si se tienen k=2 covariables para exB\licar a gy, entonces el modelo
de regresién para estudiar la homocedasticidad es: u? = dp + 61 X1 + 02 Xa + p si
se concluye que §; = 6o = 0 , significa que los residuales no son funcién de las
covariables del modelo. El estadistico en esta prueba estd dado por n x R? y bajo
la hipétesis nula verdadera, el estadistico tiene distribucién x3.

4.3.2.  Prueba de Harvey. La prueba de Harvey implica ajustar un modelo de re-
gresion auxiliar en el que la variable de respuesta es el logaritmo del vector de
residuos al cuadrado del modelo original y la matriz de diseno X consta de una o
mas variables exdgenas que se sospecha estan relacionadas con la varianza del error.
En ausencia de informacién previa sobre una posible eleccién de X, normalmente
se utilizarian las variables explicativas del modelo original [17].

4.8.8.  Prueba de Glejser. Después de obtener los residuos @; de la regresién los
minimos cuadrados ordinarios (MCO), Glejser sugiere una regresién sobre los valo-
res absolutos de ; sobre la variable X que se cree muy asociada con o2 [17].
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4.8.4. Prueba Breusch-Pagan-Godfrey. Es un test de autocorrelacién en los erro-
res y residuos estadisticos en un modelo de regresion. Hace uso de los errores gene-
rados en el modelo de regresion y un test de hipdtesis derivado de éste. La hipotesis
nula es que no exista correlacién serial de cualquier orden sobre p [17].

Para ilustrar esta prueba, considere el modelo de regresién lineal con k variables
(4.10) Yi =81+ BoXoi + oo + B X + uy

Suponga que la varianza del error o7 se describe como: 0? = f(ay + aaZa; +
et Zimi) es decir, af es algin tipo de funcién de las variables Z no estocasticas;
alguna de las X o todas ellas pueden servir como Z. Especificamente, suponga que,

2
(411) a; :Ol1+a2Z27;+...+OlmZm7;
Es decir, 02 es una funcién lineal de las Z. Si as = a3 = ... = a,, = 0, 02 = oy,
que es una constante. Por consiguiente, para probar si o? es homoscedéstica, se
puede probar la hipétesis de que as = a3 = ... = ay,, = 0.

4.3.5.  Prueba general de White. La prueba general de heterocedasticidad propues-
ta por White no se apoya en el supuesto de normalidad. Como ilustracién de la idea
basica, considere como ejemplo el siguiente modelo de regresién con tres variables
[17]:

(4.12) Yi =51+ BaXoi + B3 Xz +uy

Ahora para realizar la prueba de White se procede de la siguiente forma:

1. Estimar Y; y obtener los residuos ;.

2. Efectuar la siguiente regresién (auxiliar):

ﬂ? = o1 + QQXQ»L' —+ Oé3X3i + OL4X22i + OZ5X§Z» + QGXQ»L'X37; —+ v;.

Es decir, con el cuadrado de los residuos de la regresiéon original se hace la
regresién sobre las variables o regresoras X originales, sobre sus valores al
cuadrado y sobre el (los) producto(s) cruzado(s) de las regresoras. También
pueden introducirse potencias mas altas de las regresoras. Observe que hay
un término constante en esta ecuacién, aunque la regresién original puede o
no contenerlo. Obtenga R? de esta regresién (auxiliar).

3. Segun la hipétesis nula de que no hay heteroscedasticidad, puede demostrarse
que el tamaiio de la muestra (n) multiplicado por R? obtenido de la regresién
auxiliar asintéticamente sigue la distribucién ji cuadrada con gl igual al
nimero de regresoras (sin el término constante) en la regresién auxiliar. Es
decir,

n- R ~x2,
Para este ejemplo, hay 5 gl porque hay 5 regresoras en la regresion auxiliar.

4. Si el valor ji cuadrada obtenido en el inciso 3 excede al valor ji cuadrada
critico en el nivel de significancia seleccionado, la conclusién es que hay
heterocedasticidad. Si éste no excede el valor ji cuadrada critico, no hay
heterocedasticidad, lo cual quiere decir que en la regresién auxiliar u?, ag =
a3:a4:a5:a620.
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Conviene hacer un comentario relacionado con la prueba de White. Si un modelo
tiene muchas regresoras, la introduccion de todas las regresoras, de sus términos
elevados al cuadrado (o a potencias més elevadas) y de sus productos cruzados
pueden consumir grados de libertad rapidamente. Por consiguiente, se debe tener
cautela con esta prueba. En los casos en que el estadistico de prueba de White es
significativo estadisticamente, la heterocedasticidad puede no necesariamente ser la
causa, sino los errores de especificacién [17].

4.8.6.  Errores estandar robustos de White. El procedimiento generalizdo de erro-
res estdndar de White para el modelo de regresién de k variables [17]:

(4.13) Yi=p1+ BaXoi+ ... + B Xpi + i
La varianza de todo coeficiente de regresién parcial, Bj, se obtiene asi:

. ST w2 a2
(4.14) var(p;) = L
(X wy;)?

Donde #; son los residuos obtenidos de la regresién original (4.13), y w; son
los residuos proporcionados por la regresién (auxiliar) de la regresora X; sobre las
regresoras restantes en (4.13). Es un procedimiento tardado, pues se debe estimar
(4.14) para cada variable X.

4.4. Normalidad. Los anédlisis de normalidad, también llamados contrastes de
normalidad, tienen como objetivo analizar cuanto difiere la distribucién de los datos
observados respecto a lo esperado si, procediesen de una distribucién normal con la
misma media y desviacién tipica. Existen diferentes pruebas para realizar el anélisis
de normalidad, entre ellas Shapiro-Wilk y Jarque-Bera.

4.4.1.  Shapiro-Wilk. La prueba de Shapiro-Wilk (SW), se restringié originalmen-
te para tamanos de muestra pequenos (n < 50). Esta prueba fue la primera que
fue capaz de detectar desviaciones de las normalidad, ya sea debido a la asimetria
o curtosis, o ambos. Se ha convertido en la prueba preferida debido a sus buenas
propiedades de potencia en comparacién con una amplia gama de pruebas alterna-
tivas [20].

Las hipotesis a contrastar estan establecidas de la siguiente manera.

Hj : La muestra sigue una distribucién normal

H, : La muestra no sigue una distribucién normal

Shapiro y Wilk propusieron una prueba de bondad de ajuste basada en dos es-
timadores de desviacién estandar: L,, el mejor estimador (MEL) bajo la hipé6tesis
de que esté presente una distribucion normal estandar, y el estimador de maxima
verosimilitud (EMV) bajo la misma hipdtesis.

El estadistico de prueba definido por Shapiro y Wilk en 1965 es el siguiente.

(Ciey aizw)?
Do (Xi = 1)?]

9

(4.15) W=
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Donde:
x; : Es la i-ésima estadistica de orden.
Z : la media de la mues‘%lra;1
a; = (al, ...,an) = m
m = (my,...,my)T son los valores esperados de las estadisticas de orden.
V: es la matriz de covarianza de las estadisticas de orden.

La prueba de Shapiro-Wilk fue modificada por Royston en 1982 para ampliar
la restriccién del tamano de la muestra, cuyo proposito es habilitar el calculo
del estadistico W y su nivel de significancia para cualquier tamano de muestra
(3 <n < 2000) [20].

Los valore estadisticos para W recaen entre cero y uno. Para valores pequenos de
W, hay evidencia de desviacién de la normalidad, es decir se rechaza la normalidad;
mientras que valor de uno indica la normalidad de los datos.

4.4.2.  Jarque-Bera. Jarque y Bera formularon una prueba de normalidad que lle-
va su nombre, ellos plantean que existen distribuciones que pueden coincidir con la
distribucién normal, en media y varianza o sea, que su primer momento centrado
en cero y su segundo alrededor de la media son los mismos, pero que no necesaria-
mente el tercero y cuarto momentos centrados en la media son iguales. Esa es la
razén que los conduce a plantear la prueba de normalidad basada en el sesgo, s, y
la curtosis, k, de manera que las hip6tesis a probar son [18]:

Hy Errores normales vs H; Errores no normales o equivalentemente,
Hy:s=0k=3vs H :s#0y k#3

Y el estadistico de prueba bajo Hj es:

—~2 o~
_ ks (bh—3)?
6 24

Donde ks es el coeficiente de sesgo y el kk coeficiente de curtosis dados por:

2
(4.16) JB (

NXQ)

_ -~ %
(4.17) b= —— b= ———
(Va?) (Va?)
Y
T T
4.18 =iy an=Llya
(4.18) s=g) @k=5) @
t=1 t=1

Observe que si el estadistico de prueba JB es cercano a cero hay evidencia a fa-
vor de que los errores se distribuyen de manera normal, en caso contrario, es decir,
cuando JB esta alejado de cero, se rechaza la hipdtesis nula.

5. ANALISIS Y RESULTADOS

5.1. Poblacién estudiada y descripcion de las variables. Desde su crea-
cién, el LLECE se constituyé como referente y marco regional de concertacién y
10
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cooperacién entre los paises en el dambito de la evaluacién en educacién, y como
apoyo técnico para la formacién y capacitaciéon de los equipos responsables de los
sistemas de medicién y evaluacion nacionales, fuente de acceso a la informacion y
bases de datos a disposicién de los paises para promover la elaboracién de politicas
educativas basadas en evidencia empirica.

Dentro de este marco de accién, el LLECE ha desarrollado tres versiones de su
estudio regional comparativo y explicativo. En 1997 se aplic6 el primer estudio,
denominado PERCE, en el cual participaron 13 paises. Este estudio evalué ma-
temédtica y lectura en tercer y cuarto grados de educacién primaria. El segundo
estudio (SERCE) se aplicé nueve anos mds tarde, en 2006, y evalué las dreas de
matematica, lectura en tercer y sexto grados, y en ciencias naturales en sexto grado.
El tercer estudio (TERCE) se aplicé en 2013, evaluando las mismas dreas y grados
que SERCE [22].

Debido a los esfuerzos realizados por la UNESCO y LLECE la secretaria de edu-
cacion de Honduras ratificé un acuerdo en el ano de 1999 que permite a LLECE la
elaboracién de informes de lenguaje, matemaética y factores asociados a la calidad
de la educacién [21], esta es una de las razones por las cuales Honduras particip6 en
el TERCE. Al no tener acceso publico a las bases de datos de estudios realizados en
Honduras sobre rendimiento escolar, se tomé la decisién de trabajar con las bases
de datos publicas del TERCE, seleccionado unicamente los datos correspondientes
a Honduras para realizar este estudio.

Las bases de datos de espafiol y matematica tercer grado constan de 167 va-
riables cada una, contienen preguntas relativas a aspectos educativos del hogar,
procesos y estrategias de aprendizaje dentro de la sala de clases, actividades re-
creativas y disponibilidad de materiales. Mientras que las bases de datos de espanol
y matematica sexto grado constan de 196 variables cada una, también contienen
preguntas relativas a los aspectos que se tomaron para tercer grado [22].

5.2. Componentes Principales. El andlisis de componetes principales ACP es
particularmente 1til para reducir la dimensionalidad de un grupo de datos. Un ACP
se ocupa de explicar la estructura de varianza-covarianza de un conjunto de varia-
bles a través de algunas combinaciones lineales de estas. A menudo revela relaciones
que no se sospechaban anteriormente y, por lo tanto permite interpretaciones que
normalemnte no resultarian [23].

Algebraicamente, los componentes principales son combinaciones lineales particula-
res de las variables aleatorias p, X1, X», ..., X;,. Geométricamente, estas combinacio-
nes lineales representan la seleccién de un nuevo sistema de coordenadas obtenida
mediante la rotacién del sistema original, con X, Xs, ..., X,, como ejes de coorde-
nadas. Los nuevos ejes representan las direcciones con la maxima variabilidad y
proporcionan una descripcion més simple y parsimoniosa de la estructura de cova-
rianza.

Se seleccionaron las variables que serian analizadas en los diferentes modelos

utilizados, aplicando la técnica estadistica de andlisis de componentes principales
11
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(ACP), el proceso consisti6 en realizar combinaciones con las variables selecciona-
das, mas la ayuda de estudios anteriores a fin de obtener un modelo explicativo, y
finalmente se obtuvieron los modelos. Vale mencionar que toda la informacién de
las cuatro bases de datos se procesé con el paquete estadistico RStudio.

Variables utilizadas para los modelos de espanol y matemaética tercer grado:
Cédigo escuela, cédigo estudiante, género, edad, disponibilidad de libros y mate-
riales en la escuela segin el estudiante, trabajo infantil, clima en el aula escolar,
practicas de recreacion, nivel educativo de los padres, ingresos en el hogar, servicios
con los que cuenta el hogar, bienes con los que cuenta el hogar, alimentacion en el
hogar, servicios con los que cuenta la comunidad, clima negativo del barrio o co-
munidad hogar, clima positivo del barrio o comunidad hogar, gusto por la lectura,
supervisién de estudios en el hogar, comunicacion con la escuela, el director cuenta
con 2 trabajos, instalaciones en la escuela, infraestructura del aula, servicios basicos
de la escuela, disponibilidad de libros y materiales en la escuela segun el director,
programas escolares adicionales, satisfaccién laboral segin el director, evaluacién
desempeno docente, consejo docente, preparacién docente, actualizacién docente,
técnicas de evalaucion, ambiente laboral segiin el docente, violencia en el aula segiin
el docente, clima del aula segiin el docente, gestién directiva interna segiin el docen-
te, acompanamiento docente, monitoreo de las practicas docentes, puntaje estandar.

Variables utilizadas para los modelo de espanol y matematica sexto grado:

Del modelo de tercer grado se quitaron las variables, disponibilidad de libros y
materiales en la escuela segun el estudiante, el director cuenta con 2 trabajos, dis-
ponibilidad de libros y materiales en la escuela segin el director, consejo docente,
violencia en el aula segun el docente. Y se agregaron las variables; puntualidad del
docente, actitud del docente en el salén de clases, preparacion docente en la mate-
ria, metodologia docente, liderazgo en el salén de clases, hostilidad en el salén de
clases, razén por la que lee el nino, uso del computador, acceso a internet, uso del
computador en el tiempo libre, nivel educativo de los padres segin el estudiante,
asistencia al centro educativo, gestion directiva interna.

5.3. Modelos y Resultados. Para los modelos se utilizaron las bases de datos
publicas del TERCE, con los datos correspondientes a Honduras, se busca cono-
cer los factores asociados al rendimiento escolar, utilizando regresion mutiple. Para
ello, se cuenta con una variable puntaje estandar para el rendimiento en espanol y
matematica en tercero y sexto grado, mas las variables explicativas.

Modelo lineal de espanol tercer grado

El modelo con todas las variables tiene un R? ajustado de 0,2617, es capaz de
explicar el 26,17 %. En la tabla 1 se presentan las variables significativas del modelo
lineal de espanol tercer grado y segun los resultados obtenidos, es relevante exami-
nar la posible existencia de multicolinealidad ya que de 35 variables en el modelo
solo 17 son significativas.

Modelo lineal de matematica tercer grado
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TABLA 1. Variables significativas del modelo lineal de espafiol ter-

cer grado
Nombre de las variables Estimacién | Error Estidndar | Valor t | pr(> |t])
Género -5,67 2,60 -2,14 0,032
Clima en el aula escolar 5,80 0,79 7,29 0,000
Précticas de recreaciéon 1,87 0,31 6,07 0,000
Ingresos en el hogar 0,64 0,24 2,72 0,007
Servicios con los que cuenta el hogar 2,84 1,06 2,69 0,007
Instalaciones en la escuela 3,53 0,64 5,54 0,000
Infraestructura del aula -1,48 0,89 -1,66 0,096
Servicios basicos de la escuela 10,18 1,52 6,69 0,000
Libros en la escuela segun el director -11,53 1,61 -7,17 0,000
Evaluacion desempeno docente 1,64 0,66 2,49 0,013
Consejo docente 1,33 0,43 3,10 0,002
Preparacion docente 0,83 0,43 1,94 0,052
Actualizacién docente 4,68 2,27 2,07 0,039
Técnicas de evaluacién -0,94 0,42 -2,22 0,027
Ambiente laboral segin el docente -3,28 0,63 -5,22 0,000
Violencia en el aula segin el docente 1,42 0,73 1,96 0,050
Acompanamiento docente 0,96 0,35 2,70 0,007

TABLA 2. Variables significativas del modelo lineal de matematica

tercer grado

Nombre de las variables Estimacién | Error Estandar | Valor t | pr(> |t[)
Libros en la escuela segin el estudiante 3,81 1,52 2,52 0,012
Trabajo infantil 4,34 1,20 3,61 0,000
Clima en el aula escolar 8,22 0,78 10,59 0,000
Nivel educativo de los padres 1,11 0,42 2,62 0,009
Servicios en el hogar 2,61 1,03 2,53 0,011
Servicios en la comunidad -0,80 0,43 -1,86 0,064
Clima negativo del barrio 0,44 0,21 2,09 0,037
Gusto por la lectura 1,55 0,78 2,00 0,046
El director cuenta con 2 trabajos -6,01 2,62 -2,29 0,022
Instalaciones en la escuela 1,77 0,62 2,85 0,004
Servicios bésicos de la escuela 10,40 1,48 7,04 0,000
Libros en la escuela segin el director -11,11 1,59 -7,00 0,000
Programas escolares adicionales -1,00 0,59 -1,71 0,088
Satisfaccion laboral segin el director -1,05 0,64 -1,66 0,098
Evaluacién desempeno docente 3,67 0,66 5,59 0,000
Preparacién docente 1,22 0,42 2,93 0,003
Actualizacién docente 3,69 2,21 1,67 0,094
Ambiente laboral segin el docente -2,21 0,61 -3,62 0,000
Gestién directiva interna segin el docente 0,99 0,34 2,88 0,004
Monitoreo de las précticas docentes 1,06 0,32 3,36 0,001

El modelo con todas las variables tiene un R? ajustado de 0,24, es capaz de ex-
plicar el 24,00 %. En la tabla 2 se presentan las variables significativas del modelo
lineal de matemaética tercer grado y segun los resultados obtenidos, es relevante
examinar la posible existencia de multicolinealidad ya que de 35 variables en el

modelo solo 20 resultaron significativas.

13

147




Modelo lineal de espanol sexto grado

TABLA 3. Variables significativas del modelo lineal de espanol sex-

to grado
Nombre de las variables Estimacién | Error Estandar | Valor t | pr(> [t])
Género -6,77 2,42 -2,79 0,005
Nivel educativo de los padres 1,63 0,37 4,42 0,000
Servicios con los que cuenta el hogar 3,56 0,86 4,16 0,000
Bienes con los que cuenta el hogar 2,00 0,29 6,96 0,000
Clima en el salon de clases -3,48 0,88 -3,96 0,000
Puntualidad del docente 5,81 1,10 5,27 0,000
Actitud del docente en clases 1,19 0,54 2,20 0,028
Preparacién docente en la materia 2,26 0,71 3,19 0,001
Liderazgo en el salén de clases -2,38 0,63 -3,77 0,000
Hostilidad en el salén de clases 2,14 0,63 3,38 0,001
Razén por la que lee el nino 0,82 0,43 1,89 0,059
Précticas de recreacién -3,82 1,00 -3,84 0,000
Uso del computador -11,08 2,63 -4,21 0,000
Acceso a internet 10,94 2,46 4,44 0,000
Uso del computador en el tiempo libre 1,10 0,54 2,02 0,044
Ingresos en el hogar 0,53 0,19 2,78 0,006
Servicios en la comunidad 1,45 0,73 1,98 0,047
Clima negativo del barrio -0,75 0,28 -2,68 0,007
Supervisién de estudios en el hogar 2,11 0,74 2,85 0,004
Comunicacién con la escuela -1,51 0,41 -3,71 0,000
Servicios bésicos de la escuela 5,94 0,86 6,90 0,000
Satisfaccion laboral segun el director -0,90 0,53 -1,71 0,088
Evaluacién desempeno docente 0,13 0,06 2,23 0,026
Preparacién docente -0,32 0,14 -2,34 0,019

El modelo con todas las variables tiene un R? ajustado de 0,3251, es capaz de
explicar el 32,51 %. En la tabla 3 se presentan las variables significativas del modelo
lineal de espanol sexto grado y segun los resultados obtenidoses, es relevante exa-
minar la posible existencia de multicolinealidad ya que de 42 variables en el modelo
solo 27 son significativas.
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Modelo lineal de matematica sexto grado

TABLA 4. Variables significativas del modelo lineal de matematica
sexto grado

Nombre de las variables Estimacién | Error Estandar | Valor t | pr(> |t|)
Género 6,05 2,66 2,28 0,023
Edad 7,35 2,78 2,64 0,008
Nivel educativo de los padres 1,64 0,50 3,30 0,001
Bienes en el hogar 1,13 0,32 3,57 0,000
Puntualidad del docente 3,05 1,18 2,60 0,009
Actitud del docente en clases 1,15 0,60 1,92 0,055
Liderazgo en el salén de clases -2,33 0,69 -3,36 0,001
Hostilidad en el salén de clases 2,18 0,67 3,24 0,001
Razén por la que lee el nifio 1,29 0,46 2,79 0,005
Practicas de recreacién -2,95 1,05 -2,79 0,005
Uso del computador -8,37 2,98 -2,81 0,005
Acceso a internet 5,63 2,92 1,93 0,054
Uso del computador en el tiempo libre 1,73 0,58 2,96 0,003
Nivel educativo de los padres 0,87 0,42 2,04 0,041
Clima negativo del barrio 0,55 0,23 2,40 0,017
Clima positivo del barrio -0,68 0,35 -1,92 0,055
Gusto por la lectura 3,00 0,78 3,86 0,000
Asistencia al centro educativo 1,34 0,31 4,26 0,000
Instalaciones en la escuela 2,52 0,50 5,03 0,000
Servicios béasicos de la escuela 2,00 0,95 2,10 0,036
Preparaciéon docente 0,46 0,23 1,98 0,048
Actualizacién docente -3,52 1,67 -2,10 0,036
Clima del aula segiin docente 2,49 0,71 3,49 0,000
Acompanamiento docente 1,78 0,61 2,93 0,003
Gestion directiva interna segin docente -4,00 0,51 -7,T7 0,000
Monitoreo de las précticas docentes 0,99 0,37 2,66 0,008

El modelo con todas las variables tiene un R? ajustado de 0,1999, es capaz de
explicar el 19,99 %. En la tabla 4 se presentan las variables significativas del mode-
lo lineal de matematica sexto grado y segin los resultados obtenidos, es relevante
examinar la posible existencia de multicolinealidad ya que de 42 variables en el
modelo solo 26 son significativas.

Una primera evidencia de posible elevada colinealidad entre las variables se de-
riva de la nula significancia de muchas de las variables, como se ha reflejado en los
resultados de los cuatro modelos presentados. Para intentar confirmar esta eviden-
cia es preciso realizar algunas exploraciones adicionales.

5.4. Verificaciéon de los Supuestos. La informacion relevante en los modelos
de regresién muiltiple, estd contenida en las variables seleccionadas. Los modelos
operan bajo el supuesto de que el modelo contiene todas las variables relevantes
para explicar el modelo. En este sentido la realizacién de pruebas de diagnéstico
sobre la seleccion eficiente de las variables incluidas en los modelos es necesaria.
La omisién de variables importantes en los modelos, es un problema relevante en
la especificacién de los mismos y en este sentido se pueden generar problemas de
multicolinealidad y heterocedasticidad.

15

149



5.4.1.  Supuesto de Colinealidad. Se realizé la matriz de correlacién para cada uno
de los modelos y mostré correlacion entre algunas de las variables, rechazando asi
el supuesto de colinealidad. Para saber que tan grave es el problema de multicoli-
nealidad en los modelos se realizaron las pruebas descritas anteriormente:

La prueba de Theil mostré para el modelo lineal de espanol tercer grado que el
R? ajustada de 0.3812 la cual es superior a la de 0.2617 del modelo original, como
el efecto es menor, esto indica un grado moderado de multicolinealidad, obteniendo
resultados similares para los 3 modelos restantes.

La prueba de Klein para el modelo lineal de espanol tercer grado, en esta prueba
se puedo observar que hay una colinealidad muy alta en 4 de las variables como ser,
servicios con los que cuenta el hogar, bienes con los que cuenta el hogar, supervi-
sién de estudios en el hogar, servicios béasicos de la escuela, ya que presentan un R?
ajustada alto de 0,7159, 0,7119, 0,7313, 0,7589 respectivamente , en comparacién
con R? ajustada original de 0,2617, el resto de las variables presenté un grado mo-
derado de colinelidad. Obteniendo resultados similares para los 3 modelos restantes.

En la prueba del factor de inflacién de la varianza (VIF) los resultados indicaron
que es posible establecer la existencia de problemas de colinealidad moderados en
virtud de que las variables presentan una VIF por debajo de 5, esto para todos los
cuatro modelos.

5.4.2. Supuesto de Homocedasticidad. Para el modelo lineal de espanol tercer
grado se aplicaron seis pruebas, Prueba Breusch-Pagan, Prueba Harvey, Prueba
Glesjer, Breusch-Pagan-godfrey, Breusch-Pagan-estudentizado, Prueba White, de
las cuales cuatro rechazan la hipdtesis nula y la Prueba Harvey, Breusch-Pagan-
estudentizado no la rechazan. Debido a esto se decidio transformar la variable de-
pendiente en logaritmo y realizar las pruebas nuevamente para comparar resultados.
Y se obtuvieron resultados similares en este caso solo la prueba de Harvey sugiere
que no hay heterocedasticidad.

5.4.3. Supuesto de Normalidad. La normalidad consiste en que todas las mues-
tras, tanto de las variables independientes asi como de la variable dependiente,
tienen que estar distribuidos normalmente, es decir cumplir con la distribucién nor-
mal.

Se realizaron las pruebas de Shapiro-Wilk y Jarquea-Bera, en ambas pruebas
los cuatro modelos rechazaron la hipotesis nula, indicando que los modelos no se
distribuyen normal.

6. CONCLUSIONES Y ESTUDIOS A FUTURO

1. La regresiéon multiple se utiliza para examinar la relacién entre varias varia-
bles independientes y una variable dependiente, con los supuestos de coli-
nealidad, homocedasticidad, y normalidad.
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2. En los cuatro modelos presentados y segiin las pruebas realizadas para veri-
ficar la existencia de problemas de colinealidad, se puede concluir que es un
problema moderado y se pueden aceptar los modelos.

3. Para el problema de heterocedasticidad en los cuatro modelos presentados y
segin las pruebas realizadas, se puede concluir que existe heterocedasticidad
en los modelos. Se realizé la prueba de errores estandar robustos de White,
para saber que tan grave es el problema y segtin los resultados de los modelos
lineales tranformando la variable dependiente en logaritmo no es tan grave,
asi que se pueden aceptar los modelos.

4. Los cuatro modelos propuestos rechazan la hipotesis nula de normalidad.

Como trabajo a futuro utilizando los datos del TERCE se puede realizar mode-
laciones multinivel donde los datos estan estructurados de manera jerarquica. En
otras palabras, que algunas de las variables de andlisis estdn anidadas o agrupadas
en otras de mayor nivel y asi comprender la varianza que produce cada nivel de
agregacion.
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