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Presentacion

Este documento fué desarrollado por la Coordinacion General de Posgrados de la
UNAH, presenta articulos divulgativos y de investigacion desarrollados por profe-
sionales del Seminario de Investigacion de Ingenieria Matematica y de Estadistica
Matematica de la cuarta promocion del programa, cursos desarrollado durante el
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criptogradia, flujo vehicular, curvas elipticas, modelos multinivel, ecuaciones diferen-
ciales parciales (PDE) y modelos lineales dinamicos; en algunos de los trabajos se
desarrolld6 una revision bibliografica de trabajos pertinentes y se resumi6 segin lo
comprendido por cada autor, en otros casos, se realiz6 avances en sus trabajos de
tesis que incluso incluyen experimentacion y por ultimo, también se incluye algunas

investigaciones originales.
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externos; ademéas de ser una muestra de que en el programa de maestria en Ma-
teméaticas y por parte de la Coordinacion General de Posgrados de la Facultad de

Ciencias, se estd desarrollando en los estudiantes un espiritu investigador.

Todas las revisiones bibliograficas y temas aqui presentados se encasillan dentro de
las lineas de investigacion de la UNAH, entre los temas prioritarios abarcados se en-
cuentran: ciencia, cambio climatico y vulnerabilidad, productividad, infraestructura
y desarrollo territorial. Esto evidencia que la Coordinacion General de Posgrados de
la Facultad de Ciencias estd sumamente interesada en colaborar con las prioridades

investigativas de la universidad y mantiene un compromiso con vincularse con la



sociedad.

En esta ocasiéon también se presenta una publicaciéon original realizada por el mate-
matico hondurenio José Mauricio Alvarenga, Licenciado en Matematica de la UNAH,
Master en Matematica con orientaciéon en Ingenieria Matematica de la UNAH, entre
otros estudios e investigaciones realizadas. Actualmente es Profesor de matemaéticas
de la Carrera de Matematica y de la Maestria en Matematica de la UNAH. Esta pu-
blicacion le agradece enormemente este aporte, ya que contribuye al crecimiento de
la misma y es un paso importante hacia la realizaciéon del objetivo de transformarse

en una revista de matemaéticas.
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Un modelo de flujo de trafico vehicular en una red vial

Jose Alvarenga?, Ivan Henriquez”

Tegucigalpa, Honduras
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Abstract

Desde la década de los cuarenta se han desarrollado diferentes enfoques tedricos y préacticos para entender
la dindamica del trafico vehicular, todos estos esfuerzos se ven reunidos en una teoria conocida con el
nombre de modelos continuos del trafico vehicular. Este trabajo se encuentra en el contexto de los
modelos macroscopicos; una de las principales ramas de los modelos continuos en donde el trafico se
entiende como un fluido gobernado por una ecuacién de transporte. En este articulo se estudio un modelo
macroscopico para una red de carreteras basado en el trabajo [5], integrando una funcién de flujo que
depende de la variable espacial.

Por otro lado se desarrollo un marco computacional para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
inherente al modelo.

Keywords: Red vial, flujo vehicular, modelos macréscopicos, dependencia espacial, condiciones de flujo,
optimizacion en la frontera, problema de Riemann.

1. Introduccién

Cuando se asume que algunas de las cantidades asociadas al trafico vehicular (e.g. velocidad del
trafico) dependen continuamente del tiempo, entonces se dice que el modelo que se esta estudiando es
continuo.

Todos los modelos continuos de trafico vehicular tienen un origen comun en el trabajo realizado por
Greenshields en [1], donde se midieron las velocidades promedio de un conjunto de vehiculos, sometidos
a diferentes escenarios. Como una de las conclusiones importantes de este trabajo se extrajo que la
velocidad promedio depende de las distancias entre los vehiculos del sistema. La forma precisa en la que
esta relacién se sostiene, es un aspecto que estd lejos de ser trivial, este es uno de los puntos que hace
que en la actualidad se disponga de un amplio abanico de formas en las que estas dos cantidades estan
relacionadas.

Un ultimo aspecto define a los modelos continuos del trafico vehicular, y esto recae explicitamente en
la palabra continuo, ademas de que en principio se asume que diferentes variables del trafico se encuentran
relacionadas, también se presume que es posible predecir la evolucién de algunas de las variables del trafico
en funcién del tiempo, esta iltima caracteristica es la que da lugar a dos ramas sobresalientes de esta
teoria; los modelos macroscépicos y microscépicos. En los modelos macroscépicos se entiende al trafico

Preprint submitted to Journal Name September 3, 2023



como un flujo dindmico controlado por una ecuacion de transporte con flujo no lineal y esta serd la éptica
desde la que se desarrollaré este trabajo.

2. Descripcién del modelo

La visién macroscépica del trafico vehicular proviene de la mecanica de fluidos y se le puede atribuir
a Michael James Lighthill y Gerald Whitham, su trabajo se puede encontrar plasmado en los articulos
2, 3].

Ademsds de las dos publicaciones de Whitham y Lighthill, de manera independiente, Richards desar-
rolla en [4] un modelo del trafico desde la éptica, nuevamente, de los fluidos mecénicos; en este trabajo
se modela al trafico como un fluido compresible (la densidad no necesariamente se mantiene constante)
donde la velocidad del fluido depende tnicamente de la densidad, es por esto que a este tipo de modelos
se les conocié en sus inicios como los modelos LWR (Lighthill-Whitham-Richards).

Uno de los principales atractivos del enfoque macroscépico es su capacidad para representar car-
acteristicas complejas del trafico con una formulacién compacta y sencilla, esto hace que este modelo
tenga preferencia ante situaciones en las que no se requiere una resolucion alta de la dindmica del trafico
vehicular, como es el caso de redes de trafico vehicular.

En términos precisos la dindmica del tréafico en el enfoque macroscopico viene dada por la siguiente
ecuacién diferencial:

Qt(%t) + [f(x7t)]$ =0, (1)

donde q(z,t) representa la densidad vehicular promedio (nimero de vehiculos por unidad de longitud) y
f(z,t) es el flujo vehicular (nimero de carros por unidad de tiempo) en el tiempo ¢ a la altura del punto
x. Ademsés f(z,t) = q(z,t)V(z,t), donde a la funcién V(z,t) se le conoce como campo de velocidades.

Formalmente el modelo matemético que se estudid, se encuentra descrito en el trabajo [1], donde el
flujo se relaciona con la densidad por medio de una expresién parabdlica, especificamente esta relacién se
puede escribir de la siguiente forma:

F(,t) = F(g(1)) = vmasa(a. 1) (1 - q(m’”) @)

quLCE

donde ¢maz ¥ Umaz representan respectivamente la densidad y la velocidad méxima. Aqui se observa que
q(=, t))
Qmax .

Una de las mejoras que se introducen en este trabajo, en comparacién con el modelo expuesto en [1],
es la posibilidad de captar la sensibilidad del flujo vehicular a la variable espacial, esta caracteristica se
puede conseguir haciendo variar el parametro de la velocidad maxima; se introduce entonces, la variacién
de la velocidad mdxima, a través de la funcién v : [0, L] — RT, donde L es la longitud de la carretera
de estudio. De esta forma se define el flujo que depende de la variable espacial:

el campo de velocidades viene representado en la ecuacién (2) por V(z,t) = Umax (1 -

fla.a) = o@a1- ). ()

Qmaa:



En este articulo se considerara una dependencia de la siguiente forma:
v(z) =ax+b (4)

La ecuacion (4) supone dos ventajas, una es que la dependencia no aumenta demasiado la complejidad,
al ser lineal en la variable espacial, otra es que cumple con la funcionalidad de captar la sensibilidad del
flujo en aspectos propios de la carretera de estudio y no de la densidad uinicamente.

Con lo anterior la dindmica del trafico vendria dada por la siguiente ecuacion diferencial:

gz, t) + [(am +b)q(x,t) (1 - Q(m’t)ﬂ = 0. (5)
dmazx T
En lo que sigue de esta seccion se definird la dindmica del modelo matematico del trafico para un
sistema de carreteras, para ello se uso uno de los primeros trabajos en esta direccién. Holden y Risebro en
[5] proponen un modelo de esta clase donde un conjunto de carreteras se visualiza como un grafo dirigido,
ver Figura 1.

Figura 1: Grafo dirigido.

Definicién 1 (Red de trafico vehicular). Supdngase que en un sistema de calles se tienen N carreteras
y n intersecciones, un grafo de carreteras es un grafo conexo G = (V, A), donde el conjunto de aristas se
asocia con las carreteras y los vértices son las intersecciones de estas.

En la Definicién 1 el grafo G contendra los siguientes atributos:

1. Sea | € A, entonces se denotard la densidad en esta carretera como q;(x,t).
2. Para cada arista | € A se tendran los atributos ¢!, ai, by



. Para cada arista [ € A la densidad ¢;(z,t) vendré dada por la ecuacién (5), es decir:

[z, t)]e + [fila(z, ), 2)]. = 0.

Donde fi(q(z,t),z) = (qgz + b)) q(z,t) <1 _ Ql(lw,t)>'

max
. Para cada arista [ € A se denotard a la longitud de la carretera como L;, con esto la funcién de

densidad quedard definida para x € [0, L.

. Ademés de considerar el modelo de [5], en trabajos posteriores a este, se considero incluir la in-
tencionalidad del flujo en las intersecciones, como ejemplo considérese el trabajo [6]. Formalmente,
para cada i € V sean Cf el conjunto de aristas de entrada y C; el conjunto de aristas de salida del
vértice 7, entonces se asumird que para cada | € Cf y cada k € C; existirdn unos coeficientes no
negativos afk tales que:

(a) Para cada | € Cf se tiene que ZkeC; ol = 1.
(b) Para cada k € Cf se tiene que fi(qx(0,t),0) = > cce abp fi(a(Lis t), Ly).

. Con la consideracién anterior se cumple que para todo % %

> frlan(0,1),0) = D filai(Le, 1), La). (6)

keCs leCs

A la igualdad (6) se le conoce como condicién de Rankine-Hugoniot, la cual expresa que el flujo
en las intersecciones se deben conservar.

. Sea i € V tal que grad(i) = 1 (solo existe una arista que tiene a este vértice como uno de sus
elementos), entonces en este vértice no se impone la condicién de Rankine-Hugoniot.

. Para i € V dendtese grade(i) como el nimero de aristas de entrada al vértice ¢ y grads(i) como el
nuimero de aristas de salida del vértice 1.

Con todo lo anterior se define formalmente el modelo matematico de estudio para este trabajo.

Definicién 2 (Modelo matemadtico). Para cada k € A se tiene la ecuacion diferencial:

[ar (2, )]t + [fr(gr (2, 1), 7))z = 0
Sujeto a las siguientes condiciones:
e Condicion inicial : qi(x,0) = gr(x).
Para cada i € V:
e Condicion de frontera: Si grade(i) =1 y grads(i) = 0 entonces qs(Ls,t) = hs(t) donde s € Cf.
e Condicion de frontera: Si grade(i) =0 y grads(i) = 1 entonces qs(0,t) = hy(t) donde s € C?.

e Condicion de flujo: Si grade(i) 4+ grads(i) > 2,
entonces para cada k € C; se tiene que fi(qr(0,1),0) = > e oy filg(Ly,t), Ly).

Donde las funciones g y hs son dadas.



3. Anadlisis de la condicién de flujo

En esta seccién se hara un analisis que servira para construir el marco computacional para el problema
dado en la Definicién 2.

3.1. Condiciones de frontera

Aqui se analizaran los requisitos suficientes para que una condiciéon de frontera constante defina una
solucién consistente.

Se inicia con el siguiente resultado, el cual establece la soluciéon implicita de un problema de valor en
la frontera con condicién constante.

Proposicién 1. Considérese el problema q; + [f(q, )]s = 0 con condicion de frontera, q(T,t) = q, donde
T y q son constantes. Entonces la solucion a este problema viene dada implicitamente por la ecuacion

flg,2) = f(q,7)

donde f(q,x):(a:v—l—b)q(l— g )

Qma:c
La siguiente proposicién establece las condiciones suficientes para que la solucién que se describe en
la Proposicién 1 este bien definida para cualquier x.

Proposicién 2. Suponga las mismas hipdtesis que en la Proposicion 1. Ademds definanse las constantes
Umaz = MaXy V() Y Umin = ming v(z), entonces el problema tiene al menos una solucion, si:

Uming(QOpt) > Umamg(q)a

q
donde Gopt = Qma:c/Q Yy g(Q) = Q(l - )

Qmax

Demostracion. Se define inicialmente el polinomio:

r(q) = f(g, ) — f(q,7) = v(z)g(q) — v(T)g(q)-

En la definicién anterior r(q) es un polinomio cuadratico céncavo hacia abajo, ademds nétese que:

—f(@ T) = T(O) - T(Qmaac)'

De lo anterior se tiene que el vértice de este polinomio se encuentra entre 0 y ¢pqz, 10 es dificil probar

que esto sucede en q = dmaz. Con el siguiente razonamiento:
r( 75 )=o) 5 ) —v@e@
2 2
vaing<QOpt) - Uma:cg(Q)
qmax

se llega a que r > > 0. De esta forma se puede encontrar para cualquier z al menos un ¢ que

verifique la ecuacién r(g) = 0, que es lo que se queria probar. O



La proposicién anterior se puede reescribir, afirmando que la siguiente condicion es suficiente para
que la solucién dada en la Proposicién 1 esté bien definida.

g €10, q0pt(1 - B)u [qozot(l + B); Gmaz) (7)

v
donde 3% =1 - ™,
Umaa:

3.2. Problema de Riemann en la frontera

En este apartado se analizard la solucién de la ecuacién diferencial (5) cuando se tiene una condicién
de frontera y una condicién inicial constante. Se describe a continuacién el problema:

q + [(am + b)q<1 - q:a)]z =0,

q(:r, tO) =qo,
q(T,t) =q.

La solucién al problema con valor inicial del planteamiento anterior es:

qo9max
q(:(:, t) = Qo(t) (Qmax _ qo)ea(t—to) + qo ’ <8)

Para la solucién en la frontera se tiene que:

4(2,) = Qu(2) = dopt + 1/ al@)dopt — 1] + A3 (9)
_ Gmax N 4 _ . _ar+ b
donde gopr = 5 9(q) = q(l Qmax>7 az)+a(z) =1y a(z) = p——.

Para que la solucion sea continua, se sigue la siguiente regla:

qut + \/a(x)[QOpt - Q1]2 + a(x))qut si q1 > QOpt
Qi(z) =

Gopt — \/a(w)[QOpt - Q1]2 + a(x))qut si q1 < Gopt

De las relaciones (8) y (9) se puede observar que las curvas caracteristicas provocadas por la condicién
inicial, son lineas rectas horizontales, mientras que las curvas caracteristicas producidas por la condicién
de frontera, son lineas rectas verticales; a diferencia de los modelos donde el flujo solo depende de la
densidad, aqui siempre se presentan este tipo de curvas caracteristicas que a su vez producen el fenémeno
conocido como choque de curvas caracteristicas. El siguiente resultado describe la naturaleza de este
choque.



Proposicién 3. Considere el problema dado en la ecuacion (5) con condicion inicial q(x,to) = qo vy
condicion de frontera q(T,t) = q1 para todo t > ty. Sea (x(t),t) una curva que divide el plano (x,t) de
manera que la solucion a un lado corresponde con la generada por el problema de valor inicial q(x,ty) = qo,
la cual viene dada por la ecuacion(8) y del lado restante, la solucion generada por el problema de valor
en la frontera q(T,t) = qu, la cual viene dada por la ecuacion (9).

Entonces, para que la ley de conservacion se mantenga, la curva debe satisfacer la siguiente ecuacion

(az(t) +b)(1 — Qi (x(t)) — Qo(t))

Qmam

diferencial:

2 (t) =

con condicion inicial x(ty) = T.
Finalmente, si x(t) cumple la ecuacion diferencial que se menciond antes, entonces la solucion al problema
de Riemman viene dada por la siguiente igualdad:

| Qo(t) six<ax(t)
9z, 1) = { Q1(x) six>x(t)

Demostracion. Como q(z,t) verifica la ecuacién de conservacién integral, entonces se verifica que:

b

7 q(z,t)dz = f(q(a,t),a) — f((b,t),b). (10)
Por otro lado se tiene que:
d b d z(t) d b
i /. q(z,t)de = @ /. q(z,t)dx + 7 /x(t) q(z,t)dx

z(t) b
— / qi(x, t)dzx + /(t) qi(x,t)dr + Qo(t)a' (t) — Q1(z(t)) (t)

z(t) b
- / F(a( £), 2)]ed — / a0, 2+ @uft) = Q)20

= —f(Qo(t), (1)) + f(ala,t),a) = f(a(b,1),b) + f(Qu(x(t)), z(t)) + (Qo(t) — Q1(z ()2’ (2),

entonces se tiene la siguiente relacion:

b
= | (@, t)dz = = f(Qo(t), (1)) + f(g(a,t),a) = f(a(b, 1), b) + f(Q1 (1)), 2(1)) + (Qo(t) — Qu(=())"(¢).
(11)

Comparando las ecuaciones 10 y 11 se llega a:

0=—f(Qo(t),z(t)) + f(Qu(x(t)), z(t)) + (Qo(t) — Qu(x(t)))2"(¢),



de esta ultima expresién se puede deducir el siguiente razonamiento:

2 (t) = f(Qi(z ()) z(t) — ( 0(t), (1))
Q1 (z(t)) — Qo(?)
_(ax(t) + 0)Q1(x(t))(1 — Q1(2(t))/dmaz) — (az(t) + b)Qo(t) (1 — Qo(t)/gmaz)
Q1(z(t)) — Qo(?)
(az(t) +b)(1 — Qu(z(t) — Qo(?))

Qma:p

Esto ultimo es lo que se queria probar. O

Ahora se expondrdn dos resultados que se usardn para poder determinar un dominio para las densi-
dades en la frontera, de manera que estas se impongan sobre la condicién inicial, en cierto sentido.

Para empezar supéngase que se tiene el problema (5) con condiciones g(x,0) = qp para todo z < T
y q(t,T) = ¢1 para todo t > ty. Sea x(t) la curva definida en la Proposicién 3, las condiciones siguientes
son suficientes para garantizar que z/(¢t) < 0 para algin intervalo de tiempo de la forma [tg,T] y que se
verifique la Proposicién 2:

e Sigo < Gopt entonces q1 € [maX{Q()v QOpt(l + 6)}7 Qmaa:]-
o Si Gopt < qo S QOpt(l + B) entonces q1 € [QOpt(l + B)a Qma:p]-

L Si q0 > QOpt(l + B) entonces q1 € [607610pt(1 - B)] U [QOpt(l + 6)7 Qmax]'

Donde g9 = ¢maz — go- Una condicion suficiente para que se cumplan las condiciones anteriores se
expresa a continuacion:

q € [max{qO’ qut(l + ﬁ)}a Qmax]- (12)

De forma similar, supéngase que se tiene el problema (5) con condiciones ¢(z,0) = go para todo x > T
y q(t,T) = ¢ para todo t > ty. Sea x(t) la curva definida en la Proposicién 3, las condiciones siguientes
son suficientes para garantizar que z’(¢) > 0 para algin intervalo de tiempo de la forma [tg, T] y que se
verifique la Proposicién 2:

e Si qo = Gopt entonces q; € [07 min{@OJ qopt(l - 6)}]
o Si QOpt(l - /8) < qo < Gopt entonces q1 € [07 QOpt<1 - B)]
e Sigo< QOpt(l - /3> entonces q1 € [QOpt(l + B)aqo] U [07 qut(l - ﬂ)]

Al igual que antes, una condicién suficiente para que se cumplan las condiciones anteriores se expresa
a continuacién:

1 € [0, min{qo, gopt (1 = 5)}]- (13)

Estas ultimas observaciones son parte de las bases para la construccién de un marco computacional
para el problema planteado en la Definicién 2.



4. Marco computacional

En esta seccién se desarrollardn un conjunto de herramientas numéricas que resolveran el problema
dado en la Definicién 2 usando los resultados de las secciones anteriores.

4.1. Método de volumenes finitos

El problema que se quiere abordar numéricamente aqui, es el dado en la Definicién 5 sujeto a las
siguientes condiciones:

(z,t) € [0, L} < [0,T], q(0,1) = qu (1),
q(x,0) = qo(), q(Lyt) = qa(t).

Para resolver este problema se usara el método de volimenes finitos. Dentro de este tipo de métodos
numéricos es necesario determinar una funcién conocida como flujo numérico, en [7] se describen una
clase de flujos numéricos conocidos con el apellido del matemético aplicado Sergei Godunov, en lo que
resta de este apartado se construird el flujo numérico de Godunov para este tipo de problemas. Ademas
se encontrard la region de estabilidad para este esquema numérico y se validard el cédigo implementado.

Para aplicar el método de volumenes finitos se realiza en espacio y tiempo la particion siguiente:

x; = 1A, parai € {1,2,3,--- ,n+ 1},
t; = jAt, para j € {1,2,3,--- ,m},

donde zg =0, 41 = L, tg =0y t,, = T. Para implementar el método se necesitan ajustar los valores
iniciales y de frontera de la siguiente forma:

1 Tit1
Q? %M/ qo(x)dz,

1 [+
L; %At/tj q1(t)dt,
1 tj1
R; %At/tj qo(t)dt.
Se resalta que el método de voliimenes finitos intenta aproximar los valores Qf en el siguiente sentido:
; 1 Tit1
Q] NAa: / q(x,tj)d.

En los esquemas numéricos del método de volimenes finitos se plantea que Qg se puede aproximar de
la siguiente forma:

Q=q - —( QL QL zi) — F(Q_1.Ql,x))). (14)



Donde F' viene a ser el flujo numérico. El flujo numérico de Godunov se puede encontrar resolviendo
la siguiente integral:

L e,
AL q L, t y L t.
At t

Esta integral se resuelve con la informacién promedio alrededor del punto z;, es decir se resuelve el
problema en 4 sujeto a g(z,t;) = Q)_; para x < z; y q(z,t;) = Q] para > ;. Se puede probar que el
aporte a la solucién, proveniente de los valores Q] y Q] _; es:

J
oy t) = —— i (15)
Q1) +Q_,
J
Q-Z ea(t—tj) + Qg
Donde la @Z = Qmaz — Qg . Con la informacién anterior se puede calcular el flujo numérico:

. ‘ 1 [titr NI (9Dt — 1

F(Q_,,Q),x;) = — flg(z, t), x;)dt = v(a;iQka(e , ), (17)
=l At J calst J
tj a(Qret™t + Q) At

en la expresion anterior, k es una variable que puede tomar los valores de i 0 i —1; para poder determinar el
valor correcto de k se necesitan resolver en la mayoria de casos, los choques que resultan de este problema.
Si se sigue un razonamiento similar al expuesto en la Proposicién 3 se llega a que la curva de choque, x(t)
es igual a: A A
) = it D Q)+ Qe ) + QL) = b )
) L '

La derivada de esta curva viene dada por la siguiente expresién:

(@@ - QLD i +1)

2
Tmax

7' (t) =

De forma precisa k = i — 1 cuando z/(¢) > 0 durante un tiempo mayor a t; y k = i si 2/(t) < 0
durante algun mayor a t;.

4.2. Andlisis de estabilidad
Considérese el problema de calcular de calcular F ( i , Z 10Ti) — F( g_l,QZ ,x;) en la expresién

(14), es posible que en el proceso del cdlculo de F(Q, Qgﬂ,xi) y F(Qg_l, Qg,:ni) las curvas de choque,
inherentes a cada valor, coincidan para algin ¢t = T' entre ¢; y tj11, por lo que el célculo en (17) serfa
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incorrecto. Suponiendo que las dos curvas de choque coinciden (es posible que esto no suceda) y usando
la forma exacta de las curvas de choque dada en (18) se calculard el tiempo ¢ = T' en que estas se cruzan:

v()e AT (@QL 1T + QL )@ + Q) w(xis)e AT (@, + Q) ( Q1™ + QL))
Q200 B Q2 0n
U(.T}Z) —aAT(QZ_ aAT + Q )(QJ aAT + QJ) ’U( aAT(@‘eaAT + Qg)(QZ-i-leaAT + QHI)
w(@) (@1 e + QL)) =v(zin >@Z+1e““ +Ql,),
1)
]

9

v(@) (@1 + Q7)) =(v(x) + an)(QiHea“ +Q1, ),
A o(a) (QLy, — QLy) — aAa Q)] =v(@:)(QL,, — QL)) +aleQ,,
AT :} In <U($1)( 7;'+1 - J ) + anQz-f-l)
a U(xi)(Qngl — Wi 1) - aAﬂ?QzH

donde AT =T —t; y v(z) = ax + b. Por lo tanto una condicién necesaria para que las curvas de
choquen no se intercepten se expresa por la siguiente desigualdad:

v(zi)( g}l -QL)+ anQZH) (19)
v(x)( ngl - QZ 1) - anQH—l

Para que exista la posibilidad de que las curvas coincidan, se debe verificar que:

1
At<ln<
a

a' J
j i max{aiq, —an‘+1}Afc'

i+1 T wi—1 (20)

v

La condicién (19) resulta poco practica dado que compromete los indices de la particién. Se hardn
algunas estimaciones para encontrar una condicién suficiente que garantice tal condicion.
Si (20) se cumple, entonces la siguiente desigualdad también se mantiene:

Ly (v<xi>< Q) t aM@zH) N (W%w u aﬂw%l). o)
@ \w(a)( zH—Qi,l)—anQm () Gmaz — aAZQ]

Ta
Ademas se puede probar que:

1 max A max
1. < V(@) dmaz + a :::Q,+1> > 1 <U+am> (22)
a U(xi)Qmaz’ - anQz’Jrl a

Umax

donde vy, = max, v(z). Usando (22), (21) y (19) se llega a que una condicién suficiente para que las
curvas de choque no coincidan es:

1 A
At< <m+) (23)

Umazx
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Proposicién 4. La siguiente expresion es una condicion suficiente para que el cdlculo del flujo numérico
de Godunov (17) sea correcto:

1 max A
At< i <’U+Mf>
a

Umax

donde Vpqr = max,(azx + b).

4.8. Condiciones de acoplamiento

Con el método descrito al inicio de esta seccién se puede resolver, en parte, el problema dado en la
Definiciéon 2 en cada una de las aristas del grafo de carreteras. Para completar el marco computacional,
se explicara en este apartado, como intervienen las condiciones de frontera en el acoplamiento de estas
carreteras.

Como se hizo al inicio de esta seccion, se creard una particién tanto en tiempo como en espacio para
cada una de las carreteras, con esto se seguird la siguiente notacién: Para el grafo G = (V, A) que define
al sistema de carreras, sea [ € A, la notacién de los elementos de la particién incorporardn un subindice
derecho para los elementos promedios de la densidad, es decir:

j 1 Ti+41
1Q; ~ Az /ml @z, t;)dz.

En la expresion anterior la particion en espacio podria ser diferente, sin embargo para evitar una
notacién cargada se decidié dejar la misma particién para todas las carreteras, por otro lado, la particién
en tiempo si debe ser igual. En lo que resta de esta seccién, apareceran algunas constantes y variables
con indices de carretera, para indicar su pertenencia a estas.

El principal objetivo de esta seccién es determinar la informacién en la frontera, es decir, se desea
conocer en cada instante de tiempo los valores en la frontera de cada carretera de manera que no violen la
conservacion de flujo en cada uno de los vértices. Para ser precisos se desean encontrar dos conjuntos de
valores {Ré»}le AY {Lé-}le A de manera que Ré- represente la informacién de lado derecho de la carretera [
en el intervalo de tiempo de [t;,t;41] y que Lé- represente la informacién de lado izquierdo de la carretera
[ en el intervalo de tiempo de [t;,;41].

Sea | = (u,v) € A. Si grads(u) =1y grade(u) = 0 entonces de acuerdo a la Definicién 2:

P tj“h d
= L(1)dt,
=) w0

y si grade(v) =1y grads(v) = 0 entonces:

. 1 tir1
R= L /t o (£)d.
J

Los dos casos anteriores se resuelven directamente de la definicién del problema. Por otro lado sea

i € V tal que grad(i) > 1, entonces usando la Definicién 2 se debe cumplir para cada k € C? la siguiente
igualdad:

Fe(LF,0) =) ajfil Ry, L). (24)

lece
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Para que la igualdad anterior se cumpla, es necesario que la informacién en la frontera se imponga
sobre la informacion en el interior de la carretera y una condicién para que esto sea asi, fue establecida
en (12) y (13). En términos del sistema de carreteras esto seria, para todo k € C?:

Lk € [0, min{,Q9, (1 — B}, (25)

y para todo [ € C¥: ‘
R; € [max{;Qy, dop (1 + B1)}. Gmaa- (26)
Dado que el flujo queda determinado de manera univoca en los intervalos descritos en (25) y (26) la
ecuacién (24) se puede reformular en términos de flujos. Definanse kn%mm = fk(min{k@é, q’gpt(l — b))}, 0),

Ehaw = fi(max{ i@, (L + B)}, L), nf = fr(LX,0) y € = fi(R¥, L;), en términos de estas variables la
ecuacién (24) quedaria expresada de la siguiente forma:

0= ok, (27)

lece

donde 775»C € [0,x nfnaz] y fé € [0y f,jmw]. Para poder encontrar tales flujos, en [5] se teoriza que los flujos
deben maximizarse en las intersecciones bajo una cierta regla, esta regla podria ser directamente la suma
de los flujos, o como se plantea en dicho articulo, una maximizacién a través de una funcién céncava.
En este trabajo se usa la suma de los flujos, la cual da lugar a un problema de optimizacion lineal.
Formalmente se define a continuacion, el problema que se quiere resolver:

Definicién 3. Sean i € V' con grad(i) > 2 y el intervalo de tiempo [t;,tj11]. Considérese encontrar
k keCcs Y £l~ lece de manera que se maximice la siguiente expresion:
77.7 €l el

Do+ &
keCs lece
donde para todo k € C? se cumple la ecuacion (27).

El problema dado en la Definicion 3 se puede escribir como un problema de programacion lineal: Sean
C? = {ki, ko, - ku}, CFf = {l1,la,- 1}, & = (gé.l,{;??-.- ,§;U)T, A € R**¥ donde la entrada (c,d)
€8s Qyke, W = (k’l’r/:nazvkz n;'nax’ T ok n;'naa:’ll g:nax’lQ gfnasm Ty g’?nazv 0,--- 70)T’ w € R, Con todo lo
anterior se define el problema siguiente:

Maximizar : &;

A

Sujeto a : I 1 G <w
_JUXv

Como se puede apreciar, el problema anterior es un programa lineal, el cual se puede resolver usando
la vasta teoria sobre optimizacién lineal.
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5. Experimentos numéricos

Esta seccién tiene como objetivo validar la implementacién de un cédigo elaborado en python y los
resultados tedricos expuestos en (23) y (19). Para poder hacer tal experimento se ha usado un ejemplo
del cual se conoce la solucién exacta.

Ejemplo 1. Considere el problema (5) donde a = —10, b = 120 para t € [0,1] y = € [0,1], sujeto a las

condiciones q(x,0) = qo para x < 5 Y q(z,0) = 1 para x > 3 donde qo y q1 son constantes.

La solucién al Ejemplo (1) viene dada por la siguiente expresién:

q09mazx 1
para x(t) < =
_ t
qa,ty={ U qqoq)ea o i ;
1dmax
para x(t) > =
(@—q)e” +q Q 2

at . at .
<Qmaxe2 — 2qp 51nh(“2t)> (qmaxe 2 —2¢1 81nh(“2t)> — b2,y

2
Amax

donde z(t) =

Dendtese por @ la solucién aproximada usando el flujo numérico de Godunov descrito en el marco
computacional para el problema descrito en el Ejemplo 1. Usando esta aproximacion es posible medir el
error de la siguiente forma:

Error = ||q_QHl,h:Al‘z:‘q"_Qm7 2%)
=0

donde:

1 Tit1
%= AL /a:z q(z, T)dz.

Usando esta definicién y el c6digo implementado, se obtuvo la Tabla 1 donde se hicieron tres experi-
mentos, en el primero se fijo la densidad maxima en 120, en el segundo se fijo en 140 y en el tercero 100.
La Tabla 1 posee tres secciones; ”Region de no estabilidad”, "Regién de estabilidad” y ”Condicién sufi-
ciente”, para la primer seccién se escogieron pares (Az, At) de manera que no se cumpliera la condicién
(19), en la segunda estos pares verifican la condicién (19) y en la dltima se verifica el resultado de la
Proposicién 4. Para cada seccién y experimento se utilizé una relacién de la forma Az = Aln(1 + BAx)
en direccién con el resultado encontrado en la Proposicion 4.

Como se puede apreciar en la Tabla 1, se validan lo resultados tedricos encontrados con la condicién
(19) y la Proposicién 4. Particularmente se puede notar que en la regién de no estabilidad, a pesar de
que los valores At y Az se hacen pequenos, aun asi, no se logra alcanzar la convergencia del método.

En [7] se puede encontrar (capitulo de stabilidad no lineal) que la tasa de convergencia del método de
volimenes finitos usando el flujo de Godunov, es coherente con la tasa encontrada en los experimentos.
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Tabla de convergencia

At Az Error Tasa[ At Az Error Tasa[ At Az Error Tasa
Experimento 1 [ Experimento 2 [ Experimento 3
Regién de no estabilidad
4.25e-03  1.25e-01  NalN NaN | 2.52e-03  1.25e-01  NaN NaN | 4.245e-03  1.25e-01 NaN NaN
2.11e-03  6.25e-02 NaN NaN | 1.26e-03  6.25e-02  NaN NaN | 2.108e-03  6.25e-02 NaN NaN
1.05e-03  3.12e-02  NaN NaN | 6.27e-04  3.12e-02  NaN NaN | 1.047e-03  3.125e-02  NaN NaN
5.23e-04 1.56e-02 NaN NaN | 3.13e-04 1.56e-02  NaN NaN | 5.233e-04 1.562e-02  NalN NaN
2.6e-04 7.81e-03  NalN 1.57e-04  7.81e-03  NaN 2.599e-04  7.812e-03  NaN

Region de estabilidad
1.15e-03  1.25e-01  1.04e-05 1.0 1.05e-03  1.25e¢-01  1.85e-05 1.0 1.145e-03  1.25e-01 1.036e-05 1.0
5.69e-04  6.25e-02  5.17e-06 1.0 5.23¢-04  6.25e-02  9.21e-06 1.0 5.687e-04  6.25e-02 5.169e-06 1.0
2.84e-04  3.12e-02  2.58¢-06 1.0 2.6e-04 3.12e-02  4.60e-06 1.0 2.844e-04  3.125e-02  2.582e¢-06 1.0
1.42e-04 1.56e-02 1.29e-06 1.0 1.3e-04 1.56e-02 2.3e-06 1.0 1.422e-04 1.562e-02 1.290e-06 1.0
7.11e-05  7.81e-03  6.45e-07 6.5e-05 7.81e-03  1.15e-06 7.109e-05  7.812e-03  6.450e-07

Condicién suficiente
1.05e-03  1.25e-01  9.49e-06 1.0 8.99e-04  1.25e-01  1.58e-05 1.0 1.047e-03  1.25e-01 9.491e-06 1.0
5.23e-04 6.25e-02 4.74e-06 1.0 4.46e-04 6.25e-02 7.89¢-06 1.0 5.233e-04 6.25e-02 4.737e-06 1.0
2.6e-04 3.12e-02  2.37e-06 1.0 2.23e-04  3.12e-02  3.94e-06 1.0 2.599¢-04  3.125e-02  2.367e¢-06 1.0
1.3e-04 1.56e-02 1.18e-06 1.0 1.12e-04 1.56e-02 1.97e-06 1.0 1.299e-04 1.562e-02 1.183e-06 1.0
6.5e-05 7.81e-03  5.91e-07 5.58¢-05  7.81e-03  9.85e-07 6.496e-05  7.812e-03  5.913e-07

Tabla 1: Informacién sobre la convergencia del método de volumenes finitos.

Con ayuda del marco computacional se construy6 un cédigo en python para encontrar la solucién al
modelo descrito en la Definicién 1. Los dos siguientes experimentos validan el cédigo implementado.

Ejemplo 2. Considérese una red trdfico vehicular con 5 carreteras, como se muestra a continuacion:

q4

q3

Sujeto a las siguientes condiciones:

1. Condiciones iniciales: qa(x,0) = g3(z,0) = qa(z,0) = g5(,0) = 0 y q1(z,0) = 110152~
2. Condiciones de frontera: El flujo de la carretera correspondiente a la densidad q1 se divide por igual
en las carreteras correspondientes a las densidades q2 y q3.

3. Con referencia a la Definicion 1, se tiene que aj = —10, by = 70 y ¢\, = 120 para todas las
carreteras.
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4. La longitud de cada carretera es de un kilometro y la dindmica se estudia durante seis minutos.

Al utilizar el c6digo implementado en este trabajo, se obtuvo la evolucién de la densidad en el tiempo
para este grafo de carreteras, esto se muestra en la Figura 2.
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Figura 2: En las imagenes se muestra la evolucién de la densidad en cada una de las carreteras en los tiempos ¢ =0, 4, 43,
86, 108, 144, 180 y 216 (medidos en segundos) de arriba a abajo respectivamente.

Al igual que en el Ejemplo 1, aqui se desea medir el error de la solucién encontrada. Una de las
dificultades para medir el error en este ejemplo, se da debido a que no es sencillo conseguir una soluciéon
analitica del problema (Ejemplo 2). Una de las formas en las que se puede medir la solucién en este
tipo de casos, consiste en hacer una particién bastante fina en el tiempo y considerar a esta aproximacién
numérica como si fuese la solucion, al hacer esta suposicién se espera que con particiones relativamente més
gruesas se de un comportamiento similar al contrastar estés soluciones con la solucién verdadera. Ademas
este tipo de experimentos siempre debe ir acompanado de observar un comportamiento apropiado en las
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soluciones numéricas; para este ejemplo se puede afirmar que las soluciones tienen un comportamiento
esperado, basandose en lo observado en la Figura 2.

En la Tabla 2 se puede observar el error definido en (28) para cada una de las carreteras, ademds se
calcularon las tasas, producto de las diferentes aproximaciones. Se puede observar que en cada una de
las carreteras el error tiene un comportamiento decreciente a medida que At se hace més fino y el valor
aproximado de la tasa es coherente con los resultados encontrados en el Ejemplo 1.

Tabla de convergencia
At Error4 Error2 Error3 FErrorl FErrorb5 Tasa4 Tasa?2 tasa3 Tasal tasab

5.e-05 2.5e-01 1.0e-01 1.0e-01 9.7e-02 2.5e-01 1.07 1.06 1.06 1.04 1.07
2.5e-05 1.2e-01 4.9e-02 4.9e-02 4.7e-02 1.2e-01 1.04 1.04 1.04 1.03 1.04
1.3e-05  5.8e-02 2.4e-02 2.4e-02 2.3e-02 5.8e-02 1.04 1.03 1.03 1.03 1.04
6.3e-06  2.8e-02 1.2e-02 1.2e-02 1.1e-02 2.8e-02 1.06 1.05 1.05 1.05 1.06
3.1e-06 1.4e-02 5.6e-03 5.6e-03 5.5e-03 1.4e-02 1.11 1.1 1.1 1.1 1.11

Tabla 2: Informacion

Ejemplo 3. Considérese una red trdafico vehicular con 5 carreteras, como se muestra a continuacion:

41

q3

Sugjeto a las siguientes condiciones:

1. Condiciones iniciales: qa(x,0) = g3(z,0) = qu(z,0) = g5(x,0) = 0 y q1(z,0) = 110e 15271

2. Condiciones de frontera: El flujo de la carretera correspondiente a la densidad ¢q1 se divide por las
carreteras con densidades q2 y q3 en los porcentajes de 35 y 65 por ciento respectivamente.

3. Con referencia a la Definicion 1, se tiene que:

(a1,as,as3,a4,a5) = (—20,-30, 10,5, —10),
(b1, b, b, ba, bs) = (80, 100, 90, 100, 70),
(qalnam’ qr2naa:7 q?naz? qfnax? q?nam) = (1207 100, 130, 80, 140)-

4. La longitud de cada carretera es de un kilometro y la dindmica se estudia durante doce minutos.
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Tabla de convergencia
At Error4 Error2 Error3 FErrorl FErrorb5 Tasa4 Tasa?2 tasa3 Tasal tasab

5.e-05 5.1e-03 9.7e-02 5.0e-02 2.9e-01 1.7e-02 1.1 0.97 0.98 1.07 1.09
2.5e-05  2.4e-03 4.9e-02 2.6e-02 1.4e-01 8.0e-03 1.04 1.01 1.01 1.04 1.03
1.3e-05 1.1e-03 2.4e-02 1.3e-02 6.7e-02 3.9e-03 1.07 1.04 1.04 1.06 1.06
6.3e-06  5.5e-04 1.2e-02 6.2e-03 3.2e-02 1.9e-03 1.11 1.1 1.1 1.11 1.11
3.1e-06  2.5e-04 5.6e-03 2.9e-03 1.5e-02 8.7e-04 1.23 1.23 1.23 1.23 1.23

Tabla 3: Informacién

A diferencia del Ejemplo 2, en este experimento se impusieron condiciones asimétricas. El compor-
tamiento decreciente del error se sigue presentando aun en estas condiciones como se muestra en la Tabla

3.

6. Conclusiones

En este trabajo se logré desarrollar un marco computacional para un modelo del trafico vehicular en
una red de carreteras desde la visién de los modelos macroscépicos, considerando un flujo dependiente
linealmente de la variable espacial. Para la elaboracién del marco computacional se utilizé el método
de volumenes finitos. Particularmente se calculd el flujo numérico de Godunov para el tipo de ecuacion
diferencial parcial presente en el modelo.

Se encontraron dos condiciones, una suficiente y otra necesaria, para garantizar la estabilidad del
método de volimenes finito y se validaron tales resultados tedricos por medio de algunos experimentos
numeéricos.

Se encontraron las condiciones sobre el flujo en las intersecciones similares a las expuestas por Holden
y Risebro, ahora considerando el flujo dependiente linealmente de la variable espacial.

Se validé el codigo implementado en python por medio de dos experimentos sobre una red de car-
reteras en un circuito cerrado.
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MODELOS OCULTOS DE MARKOV PARA LA DETECCION DE
FALLAS

DAVID ARMANDO ORDONEZ TABORA

RESUMEN. Los modelos ocultos de Markov (MOM) son procesos doblemente
estocasticos donde se tiene un conjunto de observaciones, también llamadas
senales, que provienen de un conjunto de estados ocultos. En ese sentido, se
tiene una distribucién de probabilidad entre estados, A, una distribucién de
probabilidad de las observaciones, B, y una distribucién de estado inicial, ,
denotando el modelo como A(A, B, 7). Estos modelos se han aplicado para la
deteccion de fallas en sistemas dindmicos, ya que permiten modelar la evolucién
temporal de un sistema y asi poder detectar anomalias que sean indicativas
de un fallo. Ademds, son herramientas que ayudan a filtrar datos ruidosos,
e inclusive, trabajar con datos incompletos. Por ello, en este trabajo se im-
plementaran los MOM para problemas de deteccién de fallas. Analizando las
caracteristicas y tareas potenciales de estos frente al fenémeno estudiado. Se
expone una metodologia para poder lograr la implementacién de los MOMs,
considerando estrategias para determinar aspectos necesarios en torno a ellos
como ser, la cantidad de estados ocultos, la topologia entre los estados ocultos
y la distribucién inicial.

ABSTRACT. Hidden Markov Models (HMM) are doubly stochastic processes
where there is a set of observations, also called signals, that come from a set of
hidden states. In this sense, we have a probability distribution between states,
A, a probability distribution of observations, B, and an initial state distribu-
tion, 7, denoting the model as A(A, B, 7). These models have been applied to
detect failures in dynamic systems, since they allow modeling the temporal
evolution of a system and thus be able to detect anomalies that are indicative
of a failure. In addition, they are a tool that can filter out noisy or incomplete
data in order to identify the underlying signal in the data. Therefore, in this
work the HMM will be implemented for fault detection problems. Analyzing
the characteristics and potential tasks of these in front of the studied pheno-
menon. A methodology is exposed to be able to achieve the implementation
of the HMMSs, considering strategies to determine necessary aspects around
them, such as the number of hidden states, the topology between the hidden
states and the initial distribution.

1. INTRODUCCION

En ingenieria matemadtica, los problemas de deteccién de fallas conllevan una
serie de técnicas y modelos con el fin de poder determinar a tiempo la falla para
realizar acciones correctivas que minimicen el impacto de estas. Una falla se define
como el cambio de comportamiento de algunos componentes de un sistema, donde
ya no cumplen con la labor correcta en el proceso [4]. En ese sentido, resulta ne-
cesario emplear técnicas y modelos adecuados al proceso para lograr una deteccién

Date: 19 de agosto de 2023.
Palabras claves. Deteccion de fallas, Modelos ocultos de Markov, Aprendizaje automaético.
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temprana de la falla.

Entre los modelos que se han implementado para detectar anomalias en un pro-
ceso se encuentran los modelos ocultos de Markov (MOM) [6, 8, 12]. Los cuales se
definen como un proceso bivariado de tiempo discreto { X, Yi }r>0, donde {X} es
una cadena de Markov, {Y}} es una sucesién de variables aleatorias independientes,
tales que la distribucién condicional de Yj solamente depende de Xj. El espacio de
estados de la cadena de Markov, {X}}, se denota por X y el conjunto de valores
que toma ,{Yj}, por Y [2].

Los modelos ocultos de Markov, dadas sus caracteristicas, son métodos que se
pueden usar para representar problemas con propiedades temporales inherentes,
por ejemplo, problemas donde se tienen eventos secuenciales. Particularmente, los
procesos de maquinarias tienen esta caracteristica, resultando asi en la implemen-
tacién de MOMs para lograr determinar una posible falla, e inclusive, clasificar de
que estado proviene la falla. Esto indica potencialidades de los MOMs y como se
plantea en [11], se debe explorar la aplicacién de ellos en la industria.

En el presente trabajo, se busca exponer una metodologia para implementar los
MOMs a problemas de deteccién de fallas, explorando los aspectos tedricos de ellos
y haciendo variaciones para determinar condiciones que permitan mejorar la efi-
ciencia de los modelos frente al problema propuesto. Lo anterior se logra mediante
un andlisis profundo a la literatura y trabajos donde se han aplicado los MOMs,
con ello se determinan estrategias para obtener una cantidad adecuada de estados
ocultos, optimizar los parametros del modelo e inclusive, hacer variaciones al mo-
delo, como debilitar la propiedad de Markov a una propiedad semiMarkoviana [13]
logrando asi que se considere una evoluciéon temporal del modelo.

2.  JUSTIFICACION

La deteccién de fallas se refiere a la identificacién de anomalias de un dispositivo,
maquinaria o proceso. El cual corresponde a un aspecto vital para evitar pérdidas
econdémicas, paros en procesos o deterioro de maquinarias que conllevan a costos
grandes en reparacién o, inclusive, a la pérdida total de la maquina. Aunado a ello,
es parte de uno de los aspectos a considerar en cuanto a la seguridad industrial [9].
Por lo que, resulta relevante abordar técnicas que permitan detectar fallas a tiempo
para iniciar acciones que busquen corregir la misma.

Dentro de las técnicas para la deteccion y diagnéstico de fallas que se suelen
emplear se destacan aquellas que consideran datos histéricos del proceso y asi es-
tablecen un modelo que permita determinar cuando se puede presentar una falla
[4]. Estas técnicas son propias del aprendizaje automético, como redes neuronales
o MOMs. Particularmente, los MOMs, por sus caracteristicas de representacién de
secuencias y la exploracion de estados ocultos resultan beneficiosos para la identi-
ficacién de anomalias.

La implementacién de estos modelos para el problema planteado es parte de
una necesidad que posee el sector industrial e instituciones gubernamentales que
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conlleven procesos, donde una falla en ellos genera no solo pérdidas cuantiosas sino
insatisfaccién e inoperancia. Por tal razén, el presente trabajo muestra potencial
practico de interés a los sectores del pais descritos anteriormente.

Finalmente, considerando las lineas de investigacion de la Universidad Nacional
Autondma de Honduras (UNAH) el estudio corresponde a los ejes de investigacién
Desarrollo economico y social, Poblacion y condiciones de vida y Ambiente, bio-
diversidad y desarrollo, esto en funcién de donde se implemente. Ademds, dentro
de las lineas de investigacion de la Maestria en Matemdtica con Orientacion en
Ingenieria Matemdtica, corresponde a las lineas de: automatas celulares, por ser
los autématas probabilisticos una generalizacién de los MOMs [3]; modelacién ma-
tematica, ya que se relaciona con la teoria de control y; simulacién computacional,
va que se analiza el rendimiento, precision y eficacia del MOM empleado mediante
la implementacién en python.

3. ANTECEDENTES

Los MOMs son modelos que surgieron desde hace 60 anos, a raiz de buscar
caracterizar procesos estocasticos para los cuales no se contaban con suficientes
observaciones. En ese sentido, con las observaciones que se tenian se consideraba
que estas se regian por otro proceso que estaba oculto, logrando asi caracterizar
el proceso oculto y otro que brindaba las observaciones solamente con lo que se
podia observar [8]. Los trabajos publicados por Leonard E. Baum en conjunto con
otros investigadores, entre los anos de 1960 a 1970, fueron los primeros donde se
introducen los MOMs. A partir de alli, muchos otros investigadores han hecho uso
de estos modelos aplicados a diversas areas.

Dentro de los trabajos donde se han empleado los MOMs, Mor et al. en [§],
muestran variantes de estos, asi como las dreas en que se han aplicado. La flexibili-
dad de los MOMs y el desarrollo de nuevas estrategias, han permitido variaciones
en funcién de la necesidad o adecuacion para cada problema estudiado. Entre las
variaciones que se establecen se encuentran, modelos ocultos de Markov de alto
orden (AO-MOM), modelos ocultos semi-Markovianos (MOSM), modelo factorial
oculto de Markov (MFOM ), modelo oculto de Markov en capas (MOMC'), modelo
autoregresivo oculto de Markov (MAROM ), modelo oculto de Markov no estacio-
nario (MOM-NE), modelo oculto de Markov jerdrquico (MOMJ), entre otros.

Por otro lado, los MOMs se han aplicado en dreas como biologia, finanzas, in-
genieria, salud, entre otras. Particularmente en el drea de ingenieria se han usado
para predecir el deterioro o fallas de maquinarias [3, 6, 12]. Por consiguiente, a
continuacion se explora el uso de estos para la deteccion de fallas.

La investigacién realizada por Kouadri et al. en [6], plantea que la alta aleatorie-
dad del entorno operativo del convertidor de los sistemas de conversién de energia
edlica, dificulta la deteccién y diagndstico de fallas. Para ello hacen uso de un MOM
basado en Anélisis de Componentes Principales (PCA), con el fin que el PCA ex-
traiga y seleccione de manera eficiente las caracteristicas y estados para el MOM.
En ese sentido, el MOM lo que hace es clasificar diferentes fallas que pueden ocurrir
en los convertidores de potencia. El proceso que plantean los autores muestra la
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necesidad de analizar la estructura del convertidor de potencia y las conexiones a él
para determinar la topologia del modelo. Luego aplican PCA para determinar las
caracteristicas significativas y con ellas alimentan al MOM para que clasifique las
fallas. Los resultados mostraron que el modelo presentado elimina la dificultad de
deteccion de fallas ya que se disminuye el ruido a las senales que la aleatoriedad del
entorno ocasiona, resultando mejor que la Maquina de Soporte Vectorial (MSV)
comunmente empleado para estos problemas.

Por otro lado, el trabajo presentado por Wu et al. en [12], considera una varia-
cién de un MOM para estimar el deterioro de una méaquina y predecir la vida util
restante basado en miultiples indicadores claves de rendimiento. El estudio, a la luz
de la literatura consultada, propone el MOM basado en clusters de dos fases para
aprovechar el agrupamiento, considerando colocar en un solo marco los enfoques de
MOM multicapa y MOM basado en patrones. El método empleado para los clus-
ters consiste en usar la técnica de agrupamiento espacial y el algoritmo K-means.
El primero permite inicializar la secuencia de observaciones de simbolos y genera
una cantidad inicial de estados de deterioro, mientras que el segundo toma la can-
tidad inicial de estados anteriores y hace una comparacién para ajustar la cantidad
de estados de deterioro. Con ello entrenan el MOM y lo aplican para cada estado,
similar al trabajo de [3] donde consideran un modelo para cada clase. La razén es
para tener una forma de reconocer de donde viene el problema de deterioro. Usan
el algoritmo del mejor simbolo y lo aplican a un algoritmo extendido de Viterbi,
todo ello para reconocer el estado actual de la maquina, comparandolo con la pro-
babilidad de secuencia dada por uno de los MOM de cada estado. Finalmente, el
modelo genera el estado actual de deterioro y la raiz del mismo, y aplicando log-
verosimilitud determinan el peso de los pardmetros y con ello estiman la vida til
restante de la maquinaria. Es asi como logran considerar una variante de MOM
eficiente, que es mejor que casi todos los otro métodos con los que lo comparan,
excepto por uno, el deep-lstm.

El trabajo de Tai, Ching y Chan en [11], hacen uso de un MOM para determinar
que méaquina presenta fallo en el llenado de una botella. En este trabajo se tienen va-
rias maquinas de llenado, y solo se observan si las botellas fueron llenadas dentro del
rango establecido o no, lo que corresponde a las senales (observaciones) del modelo.
El nimero de estados corresponden a cada méquina y buscan predecir que maquina
fallard. Luego de las experimentaciones realizadas y los resultados obtenidos con-
cluyeron que el MOM implementado es efectivo para detectar la maquina que estd
fallando. Asimismo, sugieren que en caso la cantidad de maquinas sea muy grande
se considere establecer una particién en subproblemas o hacer uso de un AO-MOM.

Por ultimo, el trabajo de Arapaia et. al. en [1], donde aplican un MOM para
detectar fallas en maquinarias de fluidos, expone potencialidades de estos modelos,
ya que, en el estudio los datos a priori que poseen no tienen la informacién adecuada
y solo entrenan el modelo con datos adquiridos durante el funcionamiento normal
de la maquina. Ademads, considerando las medidas que se tienen de la maquina de
fluido toman un MOM para cada caso, identificando las caracteristicas (estados
ocultos) mediante un anélisis de componentes principales. Concluyen con la eva-
luacién y validacion del modelo las cuales fueron satisfactorias y proponen que se
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apliquen estos modelos a otros tipos de maquinarias.

En resumen, luego de la exploracién de trabajos en los cuales han implemen-
tado los MOMs para deteccién de fallas, se muestra la necesidad de hacer uso de
técnicas, como el anélisis de componentes principales y estrategias de agrupamien-
to, para poder extraer las caracteristicas a considerar en el modelo y los estados
ocultos. Ademads, una forma de decidir cuando hacer uso de los MOMSs es analizar
la informacién que se tiene, donde, a pesar que esté incompleta o no sea adecuada,
estos pueden trabajar con ellas, ya que logran estimar la informacién faltante. Por
otro lado, todos los trabajos proponen considerar diferentes tipos de maquinarias
o contextos para implementar estos modelos y sus variantes, y asi descubrir bajo
que aspectos los MOMs se consideran mejores frente a otros modelos de deteccién
de fallas.

4. PRELIMINARES

Primeramente, para la implementacion de los MOMs, es necesario conocer los
aspectos tedricos en torno a ellos para lograr considerar las variaciones en funcién
de las caracteristicas del problema a analizar. En la siguiente seccién se expone la
teoria y algoritmos a usar para estos modelos.

4.1. Definicién de los MOMs. Un MOM consta de ciertos elementos particu-
lares que nos remiten a su definicién. Estos elementos se basan en los dos procesos
estocdsticos que involucran los MOMs, uno que no brinda datos observables (oculto)
y otro que genera las observaciones. Considerando esto, a continuacién se definen
los 5 elementos generales [5]:

1. Un conjunto de N estados, dados por S = {51, ..., Sn }.

2. Un conjunto de M simbolos, que brindan las observaciones por estado, de-
finido como V' = {vy,...,var}. En caso que las observaciones sean continuas
entonces M es infinito.

3. La distribucién de probabilidad de transicién entre estados, dada por A =
{a;;} donde a;; es la probabilidad de estar en el tiempo ¢ en el estado ¢ y
pasar al estado j en el tiempo t+ 1. En ese sentido, la estructura de la matriz
estocdstica definird las conexiones del modelo. Formalmente se define como

aij = P{q+1 = jlgt = i},

donde ¢; denota el estado actual.

4. La distribucién de probabilidad de observaciones de cada estado dada por
B = {bj(k)}, donde b;(k) es la probabilidad que el simbolo v sea emitido
por el estado S;, mds precisamente

bj(k) = P{loy =vilge =4}, 1<j< N, 1<k<M,

donde vy es el k—ésimo simbolo de observaciéon del conjunto M y o, el
vector actual de parametros. En caso que las observaciones sean continuas,
se debe hacer uso de una funcién de densidad de probabilidad continua.
En ese caso se debe especificar los pardametros de la funciéon de densidad
de probabilidad. Generalmente la densidad de probabilidad se aproxima por
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una suma ponderada de M distribuciones Gaussianas N, como sigue

M
bj(or) = Z CimN (tjms Xjm, 0t)
m=1
donde c¢;y, son los coeficientes de ponderacion, i, vectores de mediasy X,
la matriz de covarianza. Ademds c;,, debe cumplir que ¢j, > 0,1 < j <
N1<m<My¥YM ¢jm=11<j<N.
5. La distribucién de estado inicial del MOM, denotada por, = = {m;} donde
m; es la probabilidad que el modelo esté en el estado S; en el tiempo inicial,
conm; =P{gs =1} yl1<i<N.
Con lo anterior, se define un MOM como un proceso doblemente estocastico A =
(A, B,m), en el caso sea discreto, y A = (A, Cjm, hjm, Zjm, T) €N caso sea continuo.

Note que para representar un MOM continuo, la distribucién de probabilidad de
observaciones, B, se representa considerando los parametros de la aproximacién de
la suma Gaussiana. En ese sentido, al momento de trabajar con estos modelos es
importante caracterizar el tipo del mismo. Entre la categorizacién en funcién del
tiempo se podria tener un MOM discreto, continuo o mixto. Pero también se puede
caracterizar considerando otros aspectos como el orden de la cadena de Markov
oculta, o inclusive debilitar la condicién de Markov y considerar un modelo oculto
semimarkoviano MOSM [13]. Sin embargo, todos implican los 5 elementos anterior-
mente descritos para su definicién.

Por otro lado, de acuerdo a lo planteado se tiene que el proceso estocastico ocul-
to, dado por el conjunto de estados y la transicién en éstos, cumple la propiedad
markoviana, o en el peor de los casos, la propiedad semimarkoviana. La propiedad
markoviana se resume en que la probabilidad de estar en el estado j partiendo del
estado i solo depende del tiempo anterior a este, mientras que la propiedad semi-
markoviana establece que la probabilidad de ir del estado i al estado j en el tiempo
t + 1 depende de la cantidad de tiempo que ha transcurrido desde que entré al
estado actual ¢.

Con respecto al proceso estocastico observable, el cual brinda las observaciones,
se tiene que el conjunto de simbolos que se generan solo dependen del conjunto de
estados S, es decir, del estado que brinda esa observacion. Por lo que el tipo de
MOM en cuanto al tiempo lo determina el proceso observable. En ese sentido, el
modelo oculto se considera un modelo de estados finito. Sin embargo, esta no es una
condicién estricta, ya que en un sentido maés general, como plantea Bickel et al. en
[2], se puede tener que la probabilidad de observaciones dependa no solamente de
los estados que las generan en el tiempo actual, sino también de las observaciones
pasadas, dando paso a lo que se conoce como un modelo oculto de conmutacién de
Markov. Estos aspectos ya tienen que ver con la arquitectura del modelo, o como
mejor se conoce, la topologia del modelo.

4.2. Algoritmos de los HMM . En el desarrollo de los MOMs se presentaron
tres problemas fundamentales que se deben considerar para su implementacién en
el mundo real. Para ello se formularon algoritmos que permitieron solventar los pro-
blemas. Hoy en dia con los avances en tecnologia y ciencia se han mejorado estos
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algoritmos y creado otros, sin embargo, los primeros, siguen siendo fundamentales y
la base para los nuevos algoritmos o técnicas que se han presentado para solventar
los problemas.

A continuacién se hace una breve descripcion de los tres problemas fundamen-
tales.

4.2.1.  Problema de evaluacion. El problema de evaluacién busca responder lo si-
guiente, ;Cudl es la probabilidad de que dada una observacién O = oy, ..., 07, esa
observacién sea generada por el modelo P{O|A} donde A es el MOM?

La respuesta a la interrogante puede ser encontrada con calculos simples, pero el
problema de ello es la gran cantidad de operaciones que implicarian, de acuerdo a
[5] la cantidad de operaciones es de orden N7, donde N es la cantidad de estados y
T el tiempo transcurrido. La forma para reducir el nimero de célculos se encuentra
en el uso del algoritmo forward-backward.

El algoritmo, extraido de [10] y [5], plantea lo siguiente:

Considera una variable hacia adelante o;(i) = P{o1,...,01,q = i|A}, esto es, la
probabilidad de tener una sucesién de observaciones parciales hasta el tiempo ¢ y
el estado ¢ en el tiempo ¢, dado el modelo A. Luego se obtiene la siguiente formula
recursiva

N

ar1(5) = bj(011) Y aili)oijs 1<j <N, 1<t<T—1
=1

con aq(j) =mbj(01), 1 <j<N.
Luego, ar(i) para 1 <i < N se calcula con la férmula recursiva anterior.

Finalmente la probabilidad requerida estard dada por P{O|\} = ZZ\; aT'(i).
Hasta este momento se tiene el procedimiento hacia adelante.

Para el procedimiento hacia atrds (backward) se trabaja de forma similar, solo
que en este caso se tendria una variable hacia atras dada por
Bi(i) = P{ot41,0t42, ..., 0rlqr = i, A}

Cada f¢(4) se calcula aplicando la férmula recursiva siguiente
N
Bili) =Y Brs1(d)aisbj(ors1), 1<i< N, 1<t<T—1
j=1

donde Br(i) =1,1<i<N.

Hasta este momento se tiene que ay (i) determina la probabilidad de la secuencia
parcial de o1, ..., 0¢ y el estado i en el tiempo ¢, mientras que S;(i) determina la pro-
babilidad de la secuencia parcial 0441, ..., o7, dado que esta en el estado ¢ al tiempo
t. Por lo que establece una particiéon de la trayectoria para obtener la observacién
O = 01, ...,0or. Entonces usando ambas variables se obtiene que

N N
P{ON} =) P{O,q = ilA} = Y cu(i)Bi(i).

i=1 i=1
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Al algoritmo descrito anteriormente, también se le conoce como algoritmo de
Baum-Welch para los MOMs [13], la idea del mismo se da en ubicarse en un mo-
mento t y analizar la parcialidad de la secuencia de observaciones que determinan
a O hacia atras y hacia adelante, de alli proviene su nombre genérico.

4.2.2.  Problema de decodificacion. El problema de decodificacién consiste en sa-
ber cudl es la secuencia de estados més probable del modelo A que produce una
determinada secuencia de observaciones O = o1, ..., or. Para ello se tiene el algorit-
mo de Viterbi, el cual permite encontrar una secuencia de estados completa con la
maxima verosimilitud.

De acuerdo a [10], el algoritmo se da en 4 pasos.

Algoritmo 1 Algoritmo de Viterbi

Paso 1: Inicializacién
Yi(t) =0

Paso 2: Recursion
Para2<t<T,1<j <N
61(j) = max[6;—1(i)ai;]b;(or)
Yi(j) = argméx; << v [0¢—1a4]

Paso 3: Terminacién P* = méx;<;<n[07(7)]
i = arg maxy <;<n [07(7)]

Paso 4: Trayecto de regreso (secuencia de estados)
Parat=T-1,T—-2,...,1
i = Yr1 (i)

La variable 0;(i) = méxq, g.,....q. 1 P{q1, 92, -, @t—1, ¢ = 1,01,02,...,04—1|A} brinda
la probabilidad mas alta de la secuencia de estados para la observacién parcial,
antes de llegar al tiempo t.

4.2.3.  Problema de aprendizaje. El problema de aprendizaje busca responder a la
interrogante siguiente, jcémo ajustar los parametros de un modelo A para maximi-
zar la P{O|\}? donde O = 04, ..., 0r es una secuencia de observaciones dada.

Para abordar y dar solucién a este problema existen diferentes procesos pa-
ra optimizar los parametros. Sin embargo, los mas comunes para los MOMs son
dos criterios, el criterio de la maxima verosimilitud (ML) y el criterio de méxima
informacién mutua (MMI) [7]. El primer criterio, ML, considera procesos de opti-
mizacién como el algoritmo de Baum-Welch o métodos gradientes para localizar
los pardametros que maximizan la funcién de verosimilitud. Mientras que el segundo
criterio, MMI, considera métodos de entrenamiento discriminativos buscando mi-
nimizar la incertidumbre condicional.

5. IMPLEMENTACION DE LOS MOMSs

Considerando los aspectos tedricos preliminares, se plantea un problema extraido
de [11] para mostrar un ejemplo del proceso de implementacién de un MOM, previo
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a los anadlisis que se hardn para otros casos.

El problema supone un proceso de produccién de articulos iguales, que se generan
por diferentes maquinas (unidades de produccién), las cuales son independientes.
Particularmente, se considera un caso donde solamente se tienen 2 maquinas que
producen los articulos, los cuales pueden ser producidos correctamente o con fallos.
Ademads, las méquinas pueden estar en estado normal w; o en estado anormal, ws.
El modelo considera las siguientes hipdtesis:

1. Mientras una méaquina esté produciendo un articulo, el estado de la maquina
no cambia.

2. Si una maquina estd en el estado w;, inmediatamente luego de producir un
articulo puede pasar al estado ws con probabilidad p y permanecer en el
estado wy con probabilidad 1 — p.

3. Si una maquina estd en el estado wq, permanecera en él hasta que se realice
el mantenimiento correctivo para pasar al estado ws.

4. Un articulo producido puede ser clasificado como conforme o no conforme.

5. Cuando una maquina estd en el estado w;, la probabilidad de producir un
articulo conforme es r; y de producir un articulo no conforme es 1 — r;, con
1=1,2yry>nrs.

Con ello, se tiene que los estados ocultos del MOM corresponden a los estados
de las maquinas, wy y wy. Mientras que las sefiales (observaciones) se obtienen de
una inspeccién del articulo, que se supone perfecta, para clasificarlo en conforme o
no conforme.

Los autores plantean en forma general el modelo, considerando n maquinas in-
dependientes. De ello, consideran que la matriz de transicién de probabilidad entre
estados de la maquina esta dada por

Api1 ={ai;} donde a;; = C;l:i”l(l —p)" I (G =1,2,...,n+ 1),

y C}* es el nimero de combinaciones de k articulos de un total de m unidades
siempre que 0 < k < m y cero en otro caso.

La matriz de distribucién de probabilidad de los estados observables de n articu-
los producidos, uno de cada una de las n maquinas esta dada por

Yo p(k —1,1), k<ik<n—i

Zk:—n—ip(k_lal)v kﬁi,k>n—i

Breen = (0 donde bll) = o 070G k>ik<n—i
=0 s Y ) ) >~

Yk Pk =11,  k>ik>n—i

Con i,k = 0,1,2, donde p(k—1,1) = CP=jr{" == F=D(q _p )=l Cipi=t (1 —ry)!
Para el caso particular donde n = 2, se tienen las matrices

(1-p)? 2p(1—p) p?

Ag = 0 (1 - p) p
0 0 1
r? 2r1(1—7r1) (1—mr1)?
Bs = |rim (1—7“1)7“2+(1_7”2)rl (1—7“1)(1—7“2)
r2 2ra(1 —1g) (1 —79)?
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Tomando 1 = 0,95, ro = 0,05, p = 0,02 y 7 = (1,0,0) que implica que ambas
maquinas estan en estado normal al momento inicial. Considerando que las maqui-
nas no tienen distincién, se generan tres estados para el sistema de produccién, los
cuales son
S1 = {w1, w1} que significa que ambas maquinas estdn en estado normal,

Sy = {w1,ws}, una maquina esta en estado normal y la otra en estado anormal, y
S3 = {ws,ws}, que indica que ambas maquinas estdn en estado anormal o de falla

De acuerdo a los estados planteados, solo se determina cuantas maquinas estan
fallando, sin indicar cual de las dos es la que falla. Con ello, se tienen tres estados
para los dos articulos que se generan de las maquinas, uno de cada méaquina.

v1 = {u1,u1}, v2 = {u1,us}, vz = {uz,uz}

El modelo se representa en el siguiente diagrama

Estados ocultos

Observaciones
FicuraA 1. Diagrama del MOM

Considerando lo expuesto por [11] se generan 50 secuencias de 200 observaciones
cada una a partir de los pardmetros del MOM, dados por A3, Bs y =, lo cual se
resume en el cuadro 1.

CUADRO 1. Resumen de resultados de simulacion

Exactos Antes Después

Primer deterioro  Frecuencia 22 13 15
Media de pasos 0 4 2.93
Desviacién estandar 0 3.40 3.23
Segundo deterioro Frecuencia 12 22 16
Media de pasos 0 5.35 5.19
Desviacién estandar 0 7.77 3.75

De los resultados anteriores, solamente en dos casos no se predijo el cambio del
estado Sy al S3. Desestimando esos dos casos para las medidas estadisticas, se ob-
tienen resultado adecuados segin Tai, Ching y Chan en [11]. Ademds, el primer
deterioro lo predice mejor el modelo, esto porque a pesar que la diferencia de los
pasos entre el primer deterioro y el segundo resulte igual al proceso real, la depen-
dencia del segundo deterioro con el primero hace que se evidencie la discrepancia.

Por otro lado, si se busca distinguir la maquina que esta fallando solo se debe
ajustar la cantidad de estados ocultos, para luego ajustar la matriz de transicion
entre estados. En este caso se tendrian los siguientes estados:

S1 = (w1, w;) ambas méquinas estan en estado normal.
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Sy = (w1, ws) la primera méquina estd en estado normal, mientras la segunda en
estado anormal.

S3 = (w9, w1) la primera maquina estd en estado anormal, mientras la segunda en
estado normal.

S4 = (we,ws) ambas maquinas estdn en estado anormal.

Estados ocultos

<—— Observaciones

FicurA 2. Diagrama del MOM con distincién de maquinas

Considerando que p;, es la probabilidad de que la maquina i, que estd en el estado
wy permanezca en él, y p; de que la maquina que estd en el estado w;, cambie al
estado wa, con i = {1,2} se tiene la matriz de transicién de estados siguiente.

PiPy PPy PiP2  Pip2

0 P 0 D1
A= 1

0 0 p’z D2

0 0 0 1

Los estados de salida serian los mismos tres del primer caso, lo que origina una
matriz de emision de 4x 3, donde las filas serfan los estados S; parai=1,2,3,4, y
las columnas los estados v; donde j = 1,2, 3. Definiendo a r;;, como la probabilidad
de que la méquina i en el estado wy produzca un articulo conforme y, %, de que
no produzca un articulo conforme, se tiene la matriz de emisién siguiente

r11Te1  TiiTo1 + T11Thy  TiTh
B = |22 7‘:117‘22 + 7"117“%2 7‘:117’:22
12721 Ti9T21 + 712791 719791
T1aTon  TioToo + T12Thy  T1oTho

Considerando los valores para p1,p2, 711,712,721, T22 ¥ T siguientes

0,008] _ [065 03 B
p= [0,015} "= [0,8 0,4] y m=[1,0,0,0],

que implica que el sistema de produccién comienza con las dos maquinas funcio-
nando normalmente, se generan 200 muestras de 200 datos sintéticos para estimar
en que pasos hay cambio de estados, e identificar la maquina que esta fallando.
Los resultados se muestran en el cuadro 2, donde se tienen 156 procesos correctos,
esto se refiere a que identifica los cambios de estado adecuados, es decir, si en la
secuencia real la transicién de estados es de S; a S3 y luego de S3 a Sy , en la
secuencia simulada resulta igual. Cuando un cambio en la secuencia aproximada no
concuerda o, el segundo cambio no se efectiie, se consideran como casos incorrectos.
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CUADRO 2. Resumen de resultados de simulacién para caso con
distincién de maquina

Exactos Antes Después

Primer deterioro Frecuencia 18 80 58
Media de pasos 0 7.84 7.36
Desviacién esténdar 0 10.73 8.34

Segundo deterioro Frecuencia 27 59 70
Media de pasos 0 7.02 13.43

Desviacién estandar 0 19.18 9.86

Las estadisticas de las 156 simulaciones que brindaron transiciones adecuadas,
muestran datos apropiados conforme lo planteado en [11]. Sin embargo, se eviden-
cia mayor dispersién que la obtenida con el primer enfoque. Por otro lado, respecto
a ambos enfoques, resulta necesario explorar en funcién del contexto las técnicas
apropiadas para estimar los parametros del modelo, en este caso, las matrices de
transicién entre estados y de emisién. A pesar de ello, se replica la idea y se evi-
dencia una estructura y estrategia base para problemas de estimacién de fallas en
un proceso de produccion con cierta cantidad de maquinas.

Otros trabajos, como el planteado por Arpaia, et. al. en [1] proponen una meto-
dologia interesante para determinar los estados ocultos de un MOM considerando
datos escasos y con falta de sincronizacion. La no sincronizacién se refiere a que los
sensores que permiten obtener los datos no los brindan en el mismo instante, lo que
conlleva a tener que hacer un proceso de filtrado.

El modelo que plantean supone que los datos se obtienen en una condicién opera-
tiva estacionaria, es decir, que las medidas no se adquieren durante las transiciones
de la maquina de un régimen a otro. En este caso los autores entrenan el modelo
para obtener las matrices de transiciéon con los datos filtrados, donde inicialmente
en el modelo no se conoce el nimero de estados ocultos. Por lo que emplean el
algoritmo de Baum-Welch para encontrar el nimero de estados que maximiza una
funcién de verosimilitud, esto mediante el algoritmo de Expectacién-Méxima (EM).

Luego de ello, plantean el proceso de validacién donde consideran una prueba de
bondad de ajuste entre la muestra de verosimilitud obtenida en el entrenamiento y
la obtenida por la aplicacién de la secuencia de prueba. Se detecta un fallo cuando
se encuentra una distribucion diferente para las dos muestras.

El fenémeno estudiado consideraba como caso de estudio los compresores de tor-
nillo de un sistema criogénico de un gran colisionador de hadrones. En la aplicacién
del modelo, que consistia en una maquina especifica de fluidos, no se poseian datos
de fallas, por lo que se plante6 alterar de forma sintética los datos para indicar una
falla, mostrando asi los rangos de valores de las caracteristicas que serian indicati-
vos de una falla en la maquina.
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En ese sentido, la estrategia que plantearon logré establecer rangos de las senales
donde supondria una falla al compresor de tornillo.

Considerando lo anterior, se plantea el algoritmo de deteccion de fallas en maqui-
nas de fluidos. Para ello, se necesitan definir tres funciones, una que realice el pre
procesamiento de los datos, otra para el entrenamiento del modelo y la ultima para
la prueba del modelo, la cual permite determinar las anomalias segiin lo planteado
por los autores.

La funcién de Preprocesameinto de secuencias dada en el algoritmo 2 realiza lo

siguiente:

1. Filtrado: Se eliminan las secuencias que no estan en el periodo de funciona-
miento (ON).

2. Relleno: Se replica la ultima medicién disponible para completar la longitud
de las secuencias filtradas.

3. Decimacién o diezmado: Se selecciona una observacién cada N, donde N es
el factor de decimacién.

4. ACP: Se utiliza Andlisis de Componentes Principales (ACP) para extraer los

componentes principales de las secuencias diezmadas. Con el ACP se logra
una reduccion de dimensionalidad que ayuda a simplificar los datos mientras
mantiene su informacién relevante.

Algoritmo 2 Preprocesamiento de secuencias

Entrada: sequences: Las secuencias a preprocesar.
Salida: Las secuencias preprocesadas.

—

. filtered_sequences < Lista vacia

: for sequence en sequences do

if sequencel0] =1 then
filtered_sequences.agregar(sequence)
end if

. filled_sequences < Lista vacia
. for sequence en filtered_sequences do

2
3
4
5
6: end for
7
8
9

filled_sequence < Un arreglo de ceros de la misma longitud que sequence

filled_sequence[: len(sequence)] < sequence
11: filled_sequences.agregar( filled_sequence)
12: end for

13: decimated_sequences < Lista vacia
14: for sequence en filled_sequences do

15: decimated_sequence + sequence|:: 2]
16: decimated_sequences.agregar(decimated_sequence)
17: end for

18: Calcular la matriz de componentes principales principal_components usando
PCA con n_components = 3 y las secuencias en decimated_sequences.

return principal_components

Por otro lado la funcién de entrenamiento de MOMSs, mostrada en el algoritmo 3,
permite entrenar los MOMs utilizando el algoritmo de aprendizaje no supervisado
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llamado KMeans y los datos preprocesados obtenidos en la etapa anterior. Para
cada secuencia, se aplica el algoritmo KMeans para agrupar las secuencias en dife-
rentes clusters. Luego, se crea un MOM y se ajusta a los datos de los componentes
principales de la secuencia. Cada modelo MOM representa un grupo de secuencias
similares.

Algoritmo 3 Entrenamiento de MOMs

Entrada: sequences: Las secuencias para entrenar los modelos HMM.
Salida: Los modelos HMM entrenados.

1: hmm_models < Lista vacia

2: for sequence en sequences do

3: cluster < KMeans(principal_components)

4 hmm + GaussianHMM (n_components=3)
5 sequence < np.reshape(sequence, (1, -1))
6: hmm.fit(principal_components)

7: hmm_models.append(hmm)

8: end for

return hmm_models

Finalmente, la funciéon prueba de MOMs en secuencias, dada en el algoritmo 4,
prueba las secuencias de datos procesados para detectar fallas. En este caso, pa-
ra cada secuencia se calcula la probabilidad logaritmica del MOM asociado a esa
secuencia. Si la probabilidad logaritmica es menor que el umbral especificado, la
secuencia se considera como rechazada, lo que significa que el MOM no es capaz de
explicar bien esa secuencia y se considera como anémala o con falla.

Algoritmo 4 Prueba de MOMS en secuencias

Entrada: models: Los MOMs a probar.
Entrada: sequences: Las secuencias para probar los MOMs.
Entrada: threshold: Umbral para rechazar secuencias basado en la probabilidad
MOM.
Salida: El ntmero de secuencias rechazadas.
1: rejected_sequences < 0
2: for sequence en sequences do
3 for model en models do
4 Reformar la secuencia a matriz 2D antes de predecir
5 sequence_2d + sequence.reshape(1, -1)
6: log_prob < model.score(sequence_2d)
7
8
9

if log_prob < log(threshold) then
rejected_sequences < rejected_sequences + 1

: break
10: end if
11: end for
12: end for

return rejected_sequences
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Con los algoritmos anteriores, se generan 20 muestras sintéticas de 100 secuencias

con 100 elementos cada una para implementar las ideas dadas en [1], los resultados
se muestran en el cuadro 3.

CUADRO 3. Secuencias entrenadas y secuencias con fallas

Entrenadas | 44 50 55 38 49 43 51 44 58 52
Rechazadas | 42 48 35 36 47 41 46 42 52 50
Entrenadas | 38 46 47 58 50 53 53 53 51 55
Rechazadas | 32 37 43 57 49 49 52 52 48 53

Se puede observar que la cantidad de secuencias rechazadas, que indican fallos
en el dispositivo, es significativamente alta en comparaciéon con la cantidad de se-
cuencias que son exitosamente entrenadas después del proceso de preprocesamiento.
Esta disparidad sugiere que el modelo es altamente sensible en la deteccién de fa-
llas. Esta alta sensibilidad se traduce en una capacidad efectiva para identificar
situaciones anémalas en la méquina de fluidos.

6. CONCLUSIONES

Conforme a lo abordado anteriormente se concluye que:

1. Los MOMs resultan adecuados para lograr detectar fallas en un proceso. Sin
embargo, se debe analizar con detalle la seleccién de los estados ocultos y
la obtencién de la informacién necesaria para entrenar el modelo. Ademss,
la deteccion de fallas corresponde a conocer la secuencia de estados ocultos
mas probable, por lo que el algoritmo de Viterbi, o las mejoras al mismo, se
deben explorar y analizar para lograr no solo una deteccién adecuada, sino
también eficiente.

2. La determinacién de estados ocultos depende de las hipdtesis o especificidad
que se requiere en cuanto al fenémeno. Sin embargo, cuando se trabaja con
grandes cantidades de estados, conviene establecer una técnica para tomar
los estados mas significativos, sin que se pierda precisién y eficacia en el
modelo. Esto se puede lograr implementando algunas técnicas como ser el
Analisis de Componentes Principales (ACP).

3. Los MOMs logran identificar anomalias al analizar exclusivamente datos en
los que no se hayan registrado fallos previos. Esta particularidad constituye
una ventaja significativa, ya que, segin los resultados obtenidos, su capaci-
dad para detectar cambios sutiles se revela beneficiosa para estimar rasgos
que denoten una posible falla. No obstante, es esencial evaluar el contex-
to de aplicacién y explorar diversas estrategias para el preprocesamiento de
los datos, la fase de entrenamiento y la seleccién adecuada del umbral que
permita identificar secuencias anémalas de manera precisa.
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ANALISIS DE UNA FAMILIA DE CURVAS ELIPTICAS EN
CRIPTOGRAFIA

HECTOR JAVIER FLORES ORDONEZ

This paper is dedicated to my family.

ABSTRACT. Elliptic curve cryptography has proven to be a valuable tool in
safeguarding sensitive information in digital environments. In this article, we
delve into a specific family of elliptic curves used in cryptography and explore
why they are chosen to ensure the confidentiality, integrity, and authenticity
of data. Specifically, we focus on elliptic curves over finite fields, such as prime
fields. We explore the fundamental properties of these curves, the selection of
security parameters, and examine their performance and computational effi-
ciency compared to other cryptographic schemes.

RESUMEN. La criptografia de curvas elipticas ha demostrado ser una he-
rramienta valiosa en la proteccién de la informacién sensible en entornos di
gitales. En este articulo, se analiza en detalle una familia de curvas elipticas
utilizadas en criptografia y se explora por qué son elegidas para asegurar la con-
fidencialidad, integridad y autenticidad de los datos. En particular, nos enfo-
camos en las curvas elipticas sobre cuerpos finitos. Exploramos las propiedades
fundamentales de estas curvas, la eleccién de parametros de seguridad, y e-
xaminamos su rendimiento y eficiencia computacional en comparacién con el
esquema RSA.

Fecha: August 30, 2023.
Palabras y frases clave. Criptografia, Curvas Elipticas, Campos Finitos.
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1. INTRODUCCION

Historicamente se ha tenido la necesidad de compartir informacién, en mu-
chos casos esta informacién es confidencial y debe mantenerse de dicha forma
entre emisor y receptor, este problema ha motivado diferentes métodos de en-
criptacién, entre los cuales se pueden mencionar dos tipos: encriptacion simétrica
y encriptacion asimétrica, la primera de estas se refiere a que tanto el emisor como
el receptor conocen una clave tnica que puede encriptar y desencriptar un mensaje
[1], esto parece muy 1til y eficaz, siempre y cuando el emisor y el receptor puedan
coincidir en un lugar para establecer dicha clave, de lo contrario, cualquiera que
pueda interceptar el mensaje, podria de la misma forma interceptar la clave.

El problema antes mencionado, se resuelve con la encriptacién asimétrica in-
troducida por Withfield Diffie y Martin Hellman en 1975 [3], bajo el concepto de
encriptacién de clave piiblica, de la cual existen diversas variantes [2].

La criptografia desempena un papel crucial en la proteccién de la informacién
confidencial en la era digital. A medida que los avances tecnoldgicos contintan,
es imperativo desarrollar sistemas criptograficos sélidos y eficientes para garanti-
zar la seguridad de la comunicacién y el almacenamiento de datos sensibles. En
este contexto, la criptografia de curvas elipticas ha emergido como una herramienta
poderosa y ampliamente utilizada.

Las curvas elipticas, que son una rama de la geometria algebraica, han de-
mostrado ser una base sélida para la criptografia moderna. Su estructura matemética
Unica y sus propiedades especiales las hacen adecuadas para aplicaciones crip-
tograficas, ofreciendo una mayor seguridad con claves mds cortas en comparacién
con otros algoritmos criptogréficos tradicionales [4], esto se traduce en menor con-
sumo de recursos en almacenamiento de claves, procesamiento en verificacién de
claves y ancho de banda en la transmisién de la informacion.

En este articulo, nos enfocaremos en explorar una familia especifica de curvas
elipticas utilizadas en criptografia y examinar por qué estas curvas han sido elegi-
das para garantizar la confidencialidad, integridad y autenticidad de los datos.
Analizaremos las propiedades fundamentales de estas curvas y cémo se utilizan en
aplicaciones criptograficas, como el cifrado de clave ptublica y el esquema de firma
digital [5], de la misma forma también se presenta el problema del logaritmo dis-
creto, que es la base de la seguridad criptografica de estas curvas. Finalmente, se
compararan computacionalmente frente a los métodos tradicionales de encriptacion.

Especificamente, se trabajara con curvas elipticas sobre cuerpos finitos , es funda-

mental seleccionar cuidadosamente la familia de curvas y los pardmetros adecuados
segun los requisitos de seguridad y eficiencia especificos del sistema.
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1.1. Justificaciéon. Actualmente se depende constantemente de la transferencia
de informacién, ya sea para comunicarse a través de sistemas de mensajeria ins-
tantdnea, para realizar compras en linea, ejecutar transferencias bancarias, etc. Al
momento de realizar estos procesos se desea que sean ejecutados de forma confi-
dencial, emisor-receptor, es en este punto donde surge la necesidad de tener un
método que permita compartir informacién de forma segura, dando nacimiento a
los sistemas de encriptacién.

Actualmente uno de los métodos méds populares de encriptacién es el RSA [7],
nombrado asi en honor a sus desarrolladores, R.L. Rivest, A. Shamir y L. Adleman
[6]. Este método consiste en la factorizacién de nimeros enteros [6], pero pre-
senta ciertas desventajas frente a los algoritmos basados en encripatacién de curvas
elipticas, como la mayor longitud en las claves, marcando una diferencia en tiempo
de ejecucién, seguridad y potencia [8].

Un modelo matematico que permita desarrollar algoritmos més eficientes repre-
senta un avance para poder consumir menos recursos y bridar mayor facilidad al
momento de implementar estos conocimientos en nuevas tecnologias que permitan
la transferencia de informacién de forma segura, generando aportes de importancia
en la ciencia y siendo un campo fértil de investigacion debido al desarrollo expo-
nencial de la ciencia computacional.

Para poder desarrollar con claridad este trabajo es necesario que se conozca un
poco de la evolucion de los criptosistemas, asi como las bases matemaéticas que
los sustentan, debido a ello en la siguiente seccién se muestran los preliminares
necesarios.
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2. ANTECEDENTES

2.1. Encriptacion Asimétrica. Para analizar este concepto considere que se crea
un canal de comunicacién, el cual necesita una llave para abrirse y otra para ce-
rrarse, de modo que, la llave que abre el canal no puede cerrarlo y la llave que cierra
el canal no puede abrirlo.

Ahora digase que el individuo A crea el canal y se queda con la llave de aper-
tura, luego envia al individuo B las instrucciones del canal y la llave que cierra
dicho canal. Nétese que cualquiera que intercepte las instrucciones y la llave, no
podrd abrir dicho canal, de modo que cuando el individuo B redacte su mensaje y
cierre el canal, el inico que podré abrirlo serd el individuo A.

Withfield Diffie y Martin Hellman en 1975 [3] introducen el concepto de en-
criptacion de llave publica, resolviendo asi los inconvenientes mostrados en la en-
criptacién simétrica, ya que cada individuo debe elegir un par de claves, una clave
publica y una clave privada, esta clave publica debe ser compartida con el recep-
tor sin temor a que sea interceptada, ya que conocerla no es suficiente para poder
conocer la clave privada del emisor.

Actualmente existen diversos métodos de clave ptblica, estos se basan en la idea
de funciones con una trampilla, funciones que son faciles de tratar en una direccién,
pero su inversa toma exponencialmente més tiempo cuando no se tiene la clave de
desencriptacion.

2.2. RSA. Desde su innovacion en el ano 1977 es considerado como uno de los
criptosistemas més seguros [7]. El RSA basa su seguridad en el problema de fac-
torizaciéon de nimeros enteros. A continuacién, se resumen los conceptos bésicos
del algoritmo RSA descritos en [6].

2.2.1. Etapas Del Algoritmo. El algoritmo hace uso de la funcién de Euler ¢(n),
esta funcién se define para un entero positivo n, como la cantidad de enteros posi-
tivos menores a n y coprimos con n.

Algorithm 1: Algoritmo para generacién de claves en el método RSA

Data: p, ¢ primos tales que p # q ; > Estos valores deben ser
secretos

Result: (n,e),(n,d) ; > Clave piiblica y clave privada

respectivamente

n = pg;

pn)— (pP-1(@-1); > Funcién de Euler

Seleccionar un entero d tal que MCD(d, p(n)) = 1;

Calcular el valor e tal que ed = 1mod(p(n)) ; > d = e 'mod(p(n))

Compartir (n,e) y guardar en secreto (n,d);
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Algorithm 2: Algoritmo para encriptacién de claves en el método RSA

Data: mensaje z , clave publica (n,e)

Result: Mensaje encriptado y

y < z°mod(n); > Encriptacién del mensaje
Enviar el mensaje encriptado ;

Algorithm 3: Algoritmo para desencriptacion de claves en el método RSA

Data: mensaje encriptado y, clave privada (n,d)
Result: Mensaje =
z + y?mod(n); > Desencriptacién del mensaje

2.3. Criptografia De Curvas Elipticas. La criptografia de curvas elipticas re-
quiere mayores conocimientos matemaéticos que el RSA, de modo que antes de
describir el método se deben mencionar algunos conceptos relacionados con este
problema. Los conceptos se presentan en una forma bésica, ya que la idea es com-
prender el funcionamiento, pero en el préximo capitulo se analiza con mayor detalle
como son aplicadas a la criptografia.

Las curvas elipticas fueron introducidas en criptografia por Neal Koblitz en [10]
y Victor S. Miller en [11]. Ambas propuestas fueron pioneras y marcaron el inicio
del estudio y desarrollo de la criptografia de curva eliptica. Desde entonces, ECC,
por sus siglas en inglés, ha ganado popularidad debido a su eficiencia, seguridad
y la capacidad de proporcionar una seguridad similar con claves mas cortas en
comparacion con otros esquemas criptograficos tradicionales, como RSA y sistemas
basados en logaritmos discretos. ECC se ha convertido en un componente esen-
cial de muchos protocolos criptograficos y sistemas de seguridad utilizados en la
actualidad.

A diferencia de RSA que basa su seguridad en la factorizacién de niimeros n = pq,
donde p y ¢ son las claves y son primos muy grandes, actualmente sugeridos de 2048
bits, ECC utiliza como claves puntos sobre las curvas elipticas y basa su seguridad
en el problema del logaritmo discreto del cual se hablard mas adelante.
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3. CONCEPTOS BAsicos SOBRE CURVAS ELIPTICAS

Una curva eliptica FE es la grafica de una ecuacién
E: v =2 +ar+0b
donde z,y,a y b pertenecen a algtiin campo K, que podrian ser R,C,Q o F, donde

p es un ntmero primo y con 4a® + 27b% # 0, estd ultima condicién garantiza la
suavidad en la curva.

3.1. Algebra Sobre Curvas Elipticas. Comenzamos con K = R ya que nos
ayuda a tener una mejor interpretacién visual del algebra.

Definicién: Sean P y ) dos puntos distintos sobre una curva eliptica, la recta
que une estos dos puntos cortard la curva en un tercer punto que llamaremos R,
luego la reflexion de este punto en el eje x se denominard P + @ y es ilustrado en
la siguiente figura.

FIGURE 1. Representacion grafica de suma P + @) donde P # @
elaborada en Geogebra.

Si P = @, se traza una recta tangente a la curva en P que corta la curva en un
segundo punto, R, el resultado de P+ Q = P+ P es el reflejo en el eje x del punto
R.

FIGURE 2. Representacion grafica de suma P + P elaborada en Geogebra.

41



ANALISIS DE UNA FAMILIA DE CURVAS ELIPTICAS EN CRIPTOGRAFIA

Es importante incluir el punto infinito co, este no pertenece a la curva, pero
desempena como elemento identidad con respecto a la suma, es decir, si P = oo,
entonces P+ @ = QQ + P = (). Se establece que las rectas que pasan por co son
rectas verticales, de modo que una recta vertical que pasa por (z,y) corta la curva
en (z,—y) y al reflejarse en el eje x, regresa a (z,y).

De la geometria anteriormente mencionada se puede deducir que para todo e-
lemento P = (z,y) existe un elemento —P = (z,—y), tal que P+ (-P) = o0 ¥y
finalmente, también la propiedad asociativa, de modo que tenemos un grupo alge-
braico que también es abeliano.

De la geometria mostrada es posible calcular el valor de P + @ encontrando la
ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y @ y sustituyendo en la ecuacién
de la curva, de modo que debemos encontrar las raices de la nueva ecuacion que es
de grado 3, pero que ya conocemos dos de esas raices, P y @, por lo tanto solo es
necesario calcular el valor de R y reflejarlo en el eje x.

Sean P = (z1,y1), @ = (z2,y2) puntos diferentes y sea y = ax + (8 la ecuacién
de la recta que los une, entonces

Y2~
a=—" 'y f=yp-—an
T2 —T1
y la ecuacién de la recta es
2T — e
T2 — T1

Ahora sustituyendo en la ecuacién de la curva, obtenemos
(ax + B =2+ ax +b
es decir, debemos encontrar las raices de
0 =2’z + (a — 2a8)z + (b— B?)
donde sabemos que 1 y x2 son raices, también sabiendo que en un polinomio cuyo
coeficiente principal es 1, la suma de las raices es igual al negativo del coeficiente

de la segunda potencia mas alta, es decir

2
T3+ 2o+ =

y se obtiene el resultado de que z3 = a? — 5 — 7.

Al saber que estos puntos pertenecen a la recta y = ax + 8 los podemos enlistar
como:

* P =(x1,az1 + B)

* Q= (w2, a2 + B)

* P4+ Q= (x3,—(az3 + B))
y finalmente,

2
Y2~
I3 = _— — X2 — X1
X9 — I

—(ax3+B) =yz = —y1 + <M> (x1 —x3)
Ty — T1
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dx
Por otra parte si P = @, el andlisis es el mismo, con la diferencia de que o« = T
Y

en P, obteniendo

302 ?
vy — <W> 9y

Y3 = —Y1 +

Todo lo anterior nos ayuda a garantizar que la suma sobre curvas elipticas esta
bien definida y a tener un método para realizar dicha suma sobre el campo K = R,
pero que también nos da un punto de partida para trasladarnos a campos finitos.

3.2. Curvas Elipticas Sobre Campos Finitos. Si bien es posible definir curvas
elipticas sobre los nimeros reales o los niimeros complejos, para fines criptogréficos
es conveniente trabajar sobre campos con nimeros enteros debido al problema de
redondeo al momento de hacer operaciones en una computadora, especificamente
trabajaremos con IF,,, donde p es un nimero primo y al conjunto de puntos de la
curva los denotamos con E(F)).

Cabe destacar que la grafica de curvas elipticas sobre estos campos finitos ya no
conciden con la mostrada para los reales, pero sigue siendo un grupo abeliano.

Ejemplo 1: Si se considera E sobre F; mediante la ecuacién y? = 23 + 2z + 4,
los puntos de la curva son

E (F7) = {00, (0,2),(0,5),(1,0),(2,3),(2,4),(3,3), (3,4),(6,1),(6,6)} .

La forma de sumar puntos en [, sigue siendo como la descrita para R, pero ha-
ciendo la observacién que una expresién racional como a/b debemos tratarla como
ab™ !, donde bb~! = 1 mod p.

Veamos la suma de los puntos (2, 3) y (6, 1) sobre la curva antes mencionada en I,

Luego

13=6"-6-2=0
ys=—-3+6(2—-0) =2
Por lo tanto (2,3) 4 (6,1) = (0, 2).
Una vez conocemos el algebra de las curvas elipticas sobre campos finitos, es
necesario discutir como utilizarlas para encriptar un mensaje. La seguridad del

esquema se basa en el problema del logaritmo discreto y su variante aplicada a
curvas elipticas, estos ultimos conceptos se describen a continuacion.
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3.3. Problema Del Logaritmo Discreto (DLP). Segtn [9], para definir el DLP
se considera un grupo abeliano finito F y sea f € F de orden n en F, es decir f™* = e
donde e es el elemento identidad de F. Dado a que pertenece al grupo ciclico
generado por f, (f) C F, se define el logaritmo discreto de a en base f, como el
menor entero k, tal que f* = a, es decir,

(3.1) logfa:k:<—>fk:a.

Noétese que el DLP es la funcién inversa a la exponenciacién modular, donde la ex-
ponenciacién es una funcién considerablemente més facil de calcular que su inversa
gracias al algoritmo extendido de Euler [9], este es el punto en el que se basa la
seguridad de diversos algoritmos de encriptacién [5].

3.4. El Problema Del Logaritmo Discreto En Curvas Elipticas (ECDLP).
En resumen, se puede decir que es el DLP aplicado al grupo abeliano definido por
el conjunto de puntos sobre una curva eliptica en un campo finito y la operacién
suma antes mencionada, como lo define [5]. Sea F una curva eliptica definida sobre
un campo finito F,, y sea P € E(F,) un punto de orden n, es decir, nP = co. A
este punto P le llamaremos generador del grupo cofactor G.

Ahora consideremos un punto Q = kP = P+ P + ... + P para algun entero k.
El problema radica en encontrar el valor de k a partir de Q y P.

4. ENCRIPTACION EN CURVAS ELIPTICAS

En este punto ya es posible desarrollar el esquema de encriptacién sobre curvas
elipticas. Este proceso consiste en asignar el mensaje a un punto en la curva, luego
que el emisor encripte este punto y finalmente el receptor lo decodifica. Estos tres
pasos se describen a continuacion.

4.1. Incrustaciéon Del Mensaje A La Curva. El esquema para encriptar un
mensaje m mediante curvas elipticas comienza con asignar la coordenada x de un
punto de la curva a este mensaje m. Como se puede ver en el ejemplo 1, la curva esta
definida sobre Fr, cuyos elementos son {0,1,2,3,4,5,6}, nétese que m no podria
tomar los valores {4, 5} puesto que no existe y tal que y?> = m?> + 2m + 4, de modo
que asignar una coordenada x a m no es tan sencillo si trabajamos sobre un campo
finito.

Por otra parte, sabiendo que en un campo [, con p primo, aproximadamente
la mitad de los elementos seran cuadrados perfectos, es posible utilizar un método
probabilistico, determinado por [2] para incrustar m a la curva con una probabili-
dad de falla aceptable.

Supongamos nuestro mensaje m estad escrito como un nimero entero y lo bus-
camos incrustar en la coordenada x de un punto sobre la curva F, la probabilidad
de que m?® + am + b sea un cuadrado perfecto es de 1/2, entonces consideremos
un entero grande K, tal que la probabilidad de falla al momento de incrustar el
mensaje sea 27X, Supéngase que (m + 1)K < p. Tomando x = mK + j, para
j=1,2,..,K — 1, se comienza a evaluar y?> = f(x) = 2% + ax + b hasta que f(z)
sea un cuadrado perfecto, si se encuentra y, entonces el mensaje incrustado sera
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P,, = (z,y), si j recorre todos sus posibles valores y no se encuentra y entonces se
ha fallado en la incrustacién y se deben buscar otros parametros.

Finalmente, si x = mK + j, es facil ver que es posible recuperar m a partir de
m = |z/K]

donde |z/K | denota el mayor entero menor que o igual a z/K.

Cabe destacar que la incrustacion del mensaje no es la encriptacion, el proceso de
encriptaciéon y desencriptacién que se mostrard corresponde al esquema ElGamal
eliptico [12], existen otros esquemas para este proceso sobre curvas elipticas que
pueden consultarse en [2].

4.2. Encriptacién En ECC. Ahora supongamos que Alice desea compartir de
forma segura el mensaje m con Bob, también supongamos que este mensaje ya fue
incrustado a la curva y ahora es el punto P,,. A diferencia del esquema RSA, las
claves publicas son ligeramente mas complicadas, primero deben definirse las claves
publicas del canal, en este caso, corresponden al campo finito I, la curva eliptica
E y el punto generador P, luego las claves publicas personales de Alice y Bob, ey
y epg, respectivamente y finalmente las claves privadas d4 de Alice y dg de Bob.

Cuando Alice envia el mensaje P,, a Bob, lo encripta enviando los puntos
PlidAP y PQZPm+dA(€BP)

Noétese que para que Bob o un tercero conozcan la clave privada d 4 de Alice, deben
resolver el ECDLP en P;. Por otra parte, notar que P, es la suma, que esta bien
definida, de dos puntos sobre la curva, de modo que Alice ha enviado a Bob dos
puntos que estan sobre la curva F.

4.3. Desencriptacién En ECC. En este momento Bob ha recibido el mensaje y
debe desencriptarlo, el proceso es una operaciéon bastante sencilla, que como po-
dremos ver consume menos recursos que desencriptar un mensaje cifrado mediante
el esquema RSA.

Ahora Bob, multiplica P; con su clave privada y lo resta de P, para obtener

P, —epP, =P, —|—dA(€BP) — eB(dAP) =P, —|—dA(€BP) — dA(eBP) =P,

5. RESULTADOS

A continuacién mostramos una tabla comparativa sobre los tiempos que toma
romper la seguridad del esquema RSA y ECC, cabe destacar que se han ejecutado
con pardametros débiles para poder notar las diferencias en los tiempos, aunque
los parametros elegidos para el RSA son més robustos y el método es por fuerza
bruta y para el ECC ElGamal se ha usado un ntimero primo débil, puesto que el
orden del grupo generado por P es 2 x5 x 11 % 22303 * 36209 x 196539307, el hecho
de tener factores primos pequenos lo hace vulnerable y facil de atacar mediante
Pohlig-Hellman [13].
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Aunque se han escogido pardmetros débiles para el ECDLP y un método maés
eficiente que la fuerza bruta, el tiempo en romper el ECDLP es mayor que factorizar
en el RSA, también hay que mencionar que el tiempo crece de forma exponencial
a medida que se agregan mds bits a las claves, en [14] se puede indagar més sobre
las debilidades que pueden presentar algunas curvas elipticas si los parametros no
se eligen con detenimiento.

TABLE 1. Tabla comparativa de los tiempos que toma romper el
esquema RSA y ECC.

| ECC ElGamal |

Parametros Tiempo del ECDLP para Q = kP
p = 17459102747413984477 2.2308
k : Aleatorio; 10'7 < k < p, 2.9218
entre 60 y 64 bits
P, =15579091807671783999
P, = 4313814846862507155 13540
y=a3+2z+3 2.2259
Algoritmo Pohlig-Hellman 1.6646
H RSA H
Parametros Tiempo en factorizar n = pq
p : Aleatorio de 64 bits 0.6773
q : Aleatorio de 64 bits 0.7385
Algoritmo de fuerza bruta 0.4077
1.6777
0.8312

Fuente: Elaboracién propia.

Los tiempos han sido medidos utilizando el software SageMath.
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6. CONCLUSIONES

La criptografia de curvas elipticas ha demostrado ser una herramienta valiosa
para proteger informacion sensible en entornos digitales. Su eficiencia, seguridad
y la capacidad de proporcionar una seguridad similar con claves més cortas en
comparacion con otros esquemas criptograficos tradicionales, como RSA, la hacen
especialmente atractiva.

La criptografia de curvas elipticas se basa en propiedades mateméticas de las
curvas elipticas sobre campos finitos. La suma de puntos en una curva eliptica
forma un grupo abeliano, lo que es esencial para garantizar la seguridad y confia-
bilidad de los algoritmos criptogréaficos basados en estas curvas.

La seguridad de la criptografia de curvas elipticas se basa en la dificultad de re-
solver el problema del logaritmo discreto en el grupo formado por los puntos de la
curva eliptica. Este problema, también conocido como ECDLP, implica encontrar
el valor de k en la ecuacién Q = kP, donde P es un punto generador y @ es otro
punto sobre la curva.

Las curvas elipticas ofrecen ventajas significativas en términos de eficiencia com-
putacional, lo que se traduce en un menor consumo de recursos y menor tiempo de
ejecucion en comparacién con otros esquemas criptograficos, como RSA. Ademss,
a pesar de que las claves utilizadas son més cortas, proporcionan un nivel de se-
guridad comparable.

La incrustaciéon del mensaje en la curva es un paso importante para la en-
criptacién en ECC. Se utiliza un método probabilistico para asignar el mensaje
m a una coordenada z de un punto sobre la curva. Este proceso permite que
el mensaje sea tratado como un punto en la curva eliptica, lo que facilita la en-
criptacién.

El esquema de encriptacion y desencriptacion utilizado en ECC se basa en El-
Gamal eliptico. Este esquema ofrece un nivel de seguridad sélido y una operacién
eficiente para desencriptar el mensaje recibido.

En general, la criptografia de curvas elipticas representa un area importante de
estudio e investigacion en la ciencia computacional, y su aplicacién tiene un impacto
significativo en la seguridad de la informacién en la era digital. Con su eficiencia
y solidas bases matematicas, esta tecnologia seguird desempenando un papel clave
en la proteccién de datos sensibles en diversos campos y aplicaciones.
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7. TRABAJOS A FUTURO

La criptografia en curvas elipticas es un terreno fértil de estudio, algunos traba-
que se identificaron en este estudio son:

— Aplicaciones de curvas elipticas en blockchain y criptomonedas.

— Desafios y futuro de la computacién cuantica en relacién con curvas elipticas.

(1]

dur
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MODELOS LINEALES DINAMICOS APLICADO AL INDICE DE
PRECIOS AL CONSUMIDOR EN HONDURAS

PEDRO JOSE MOLINA MORALES

RESUMEN. En el presente articulo se presenta el estudio de modelos lineales
dindmicos aplicado al indice de precios al consumidor (IPC) en Honduras, don-
de primeramente se describe el modelo como uno de los casos mas importantes
de un modelo en espacio de estado por su particularidad de especificarse por
una distribucién a priori normal, ademads de ciertos tipos de modelos lineales
dindmicos que logran modelar diferentes tipos de series de tiempo. Se visualizé
que el modelo ajusté muy bien la serie de tiempo aplicando filtros de Kalman
donde nos permite calcular los estados continuamente, también se estimé de
manera 6ptima los valores del pasado (suavizamiento) por los filtros de Kal-
man, y a su vez se obtuvieron prondsticos acertados, dejando en evidencia que
estos modelos pueden aplicarse a cualquier tipo de serie de tiempo, dando-
nos resultados deseados, gracias a su flexibilidad de captar con facilidad las
tendencias y estacionalidades.
Palabras Clave: Modelos lineales dinamicos, filtracién, suavizamiento, prondsti-

COS

1. INTRODUCCION

Este trabajo presenta la modelacién de series de tiempo aplicado en el indicador
de precio de consumidor en Honduras mediante modelos lineales dindmicos (DLM),
ya que este modelo nos permite con mayor flexibilidad el modelaje de series de
tiempo no estacionarias.

La importancia de modelar series de tiempo es que a través de datos histéricos
en el tiempo, se puedan realizar predicciones del futuro de manera precisa, por
ende la aplicacién del modelo mencionado anteriormente. Para ello, como toda mo-
delacién de un estudio de interés, cominmente nos encontramos con parametros
desconocidos, lo cual se pueden estimar de diversas formas, donde en nuestro caso
utilizaremos un enfoque Bayesiano [1].

Una solucién a los problemas de prediccién la dio Kalman (1960), en la cual uti-
lizé una representacién Bode-Shannon de procesos aleatorios y estados de transicion,
lo que es un método de anédlisis de sistemas dindmicos, lo cual fue aplicado a estos
modelos lineales dindmicos. La solucién fue conocida como filtro de Kalman, donde
el filtrado se considera que los estados se pueden ir actualizando continuamente
para conocer el estado futuro [6]. Los problemas de prediccién también han sido
resueltos con método de Monte Carlo con enfoque bayesiano [6].

Fecha: Agosto, 2023.
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El modelo lineal dindmico (DLM), es un caso particular de los modelos de espa-
cio de estado, donde estd compuesto de dos ecuaciones, la ecuacién de observacion
(define la distribucién muestral de las observaciones condicionado a los pardmetros)
y la ecuacién de estados (define la evolucién o estado de los pardmetros). Adem4s,
que se considera la perturbacién de errores aleatorios, lo cual nos lleva a una inter-
pretacién probabilistica del modelo [1].

Los modelos lineales dinamicos, han tenido diversas aplicaciones en marketing
[3] como ser prediccién de ventas, la publicidad televisiva y su impacto en la percep-
cién del consumidor, modelaje basado en fundaciones microecondmicas, desarrollo
6ptimo del portafolio, entre otros. Ademés en [9], podemos visualizar una aplicacién
de un modelo lineal dindmico de enfermedades crénicas del asma, donde se desea
describir patrones estacionales, concluyendo la gran utilidad de los modelos lineales
dindmicos para modelar y pronosticar.

En este articulo, se aplicard el DLM al indice de precios al consumidor, donde
mide los cambios de los precios y servicios que consumen los hogares, de los cuales,
dichos cambios de precios afectan el poder adquisitivo real de los ingresos de los
consumidores, debido a que no todos los precios cambian en la misma proporcién,
lo cual el indice muestra una variacién promedio [7]. Los indices de precios son
utilizados para comparar diferencias de niveles de precios entre distintas regiones.
El TPC se calculan como promedios ponderados de las variaciones de los precios
de un conjunto especifico, lo cual se puede decir que tiene como objetivo medir la
inflacién, o bien medir el costo de vida.

2.  JUSTIFICACION

2.1. Lineas de Investigacién. La presente investigacién, dentro de las lineas
de investigacién prioritarias de la UNAH entra en el eje temético de ciencia, debido
a que es un modelo matematico aplicado a un indicador econémico como es el IPC.
Ademis, dentro de las lineas de investigacién de la maestria en Matemadtica, se
puede encasillar en la probabilidad y procesos estocéasticos, dado que se trabaja
con un modelo con caracteristicas Markovianas (cadenas de Markov) a una serie de
tiempo en general, y que a su vez, a través de probabilidades se realizan ajustes,
analisis retrospectivos y prondsticos a series de tiempo.

2.2. Importancia. El modelo lineal dindmico en un enfoque bayesiano presen-
tado en el presente trabajo, nos ayuda a predecir y completar informacién a través
de datos histoéricos, de manera precisa eventos futuros, para lograr una buena toma
de decisiones, conocer valores en el pasado para entender los comportamientos y
comprender el modelo.

La aplicacién de estos modelos en indicadores econémicos es de mucha impor-
tancia, dado que estos indicadores son variantes en el tiempo, de los cuales en su
mayoria tienen tendencia y estacionalidad, lo cual los modelos de espacio de esta-
dos nos permiten captar todas estas caracteristicas para comprender muy bien sus
comportamientos e inferir en los parametros de nuestro interés.
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3. ANTECEDENTES

Los modelos lineales dindamicos con un enfoque bayesiano han sido introducidos
por West y Harrison (1997), donde de manera general lo define como

Definition 3.1. El modelo lineal dindmico (DLM) general estd caracterizado por
el conjunto de cuadruplas

{F7 G7 ‘/7 W}t = {Ft7 Gta ‘/tv Wt}
donde para cada t

= Fi(n x r) es una matriz conocida
= G¢(n x 1) es una matriz conocida
= Vi(n x r) es una matriz de covarianza conocida
= Wi(n X r) es una matriz de covarianza conocida

La cuadrupla {F, G, V, W}, define la relacién de Y; al vector pardmetro 6;(n x 1)
en el tiempo ¢, donde durante el tiempo es secuencialmente distribuido por

(3.1) (Y1|0:) ~ N(F[0:,V3), (04]01—1) ~ N(G0s—1, Wr)

La ecuacién anterior, implicitamente ya estd condicionado en el conjunto de
informacién a priori Dy_; = {Dg, Y1,Y>,...,Y;_1}, donde Dy es el conjunto de in-
formacion inicial.

Con lo visto anteriormente, de manera general se define como

(32) th th’Gt—&-vt, (7 NN(O,W)
(33) Gt = Gtet_l + We, ~~ ]\7(07 Wt)
(34) (90|D0) ~ ]V(?’TLO7 Co)

v, wy son independientes entre si y se les conoce como los errores de la ecuacién.
La ecuacién (3.2) se le conoce como la ecuacién de observacién y a la ecuacién
(3.3) como la ecuacién de estado, y la ecuacién (3.4) es la informacién inicial
para algunos valores a prioris mg y Cjy.

El interés en el andlisis de series de tiempo, también es conocer detalladamente
lo que sucedié anteriormente, a este andlisis se le llama retrospectivo, lo cual nos
ayuda a comprender mejor, desarrollar el modelo y mejorarlo.

Al uso de la data reciente para inferir en los estados actuales con respecto a
la informacién actual, es llamado filtracién. Entonces la distribucién de interés es
(0¢|Dy), lo cual se utilizan las ecuaciones de actualizacién.

Un enfoque mas detallado sobre los filtrajes en particular el filtro de Kalman lo
da Thomas Moore (1979), en la cual detalla ciertas caracteriticas de este filtraje
para la solucién del modelo, donde el problema a resolver es estimar
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(3.5) 011 = El0:|Yi1] Oy = E[6,]Y:]

mediante las ecuaciones de actualizacion.

Los DLM tienen una variedad de aplicaciones en diferentes campos, donde las
variables a estudiar sean series de tiempo, es decir, variantes en el tiempo. En [3], se
visualizan algunas de las aplicaciones en marketing para diferentes tipos de mode-
los lineales dindmicos como ser Modelo Polinémico de Primer orden, Modelo
polinémico de Segundo Orden, Modelo estacional, Modelo de Regresion
Dindmico, entre otros, donde se visualiza que tan efectiva es la prediccién a través
de estos modelos a eventos futuros, y a la vez, lo bien que ajustan a diferentes
patrones de datos.

En [4], Carter, Kohn y Carlin utilizaron una técnica de Monte Carlo como el
Gibbs Sampling para el filtro de Kalman para la resolucién de un modelo de es-
pacio de estados aplicados, lo cual en particular pueden ser aplicados a un modelo
lineal dinamico.

Mientras que en [6], nos da una mayor ampliacién de los modelos lineales dindmi-
cos aplicados a series de tiempo en general, a la vez, su implementacién en el paquete
estadistico R.

4. MODELO EN ESPACIO DE ESTADO

Sean Y; el vector de observaciones, 6; el vector de estados, {e;, t > 1} y
{u¢, t > 1} errores secuenciales donde se asume que sean mezclas normales. Enton-
ces se define la ecuacién de estado lineal como las ecuaciones (3.2) y (3.3), donde
F; y G depende de los valores de los parametros de la serie de tiempo y de los
errores e; y .

De la ecuacién anterior [6], podemos observar que el modelo completamente
depende por la distribucién inicial o distribucién a priori, 7(6p), v las densidades
condicionales w(0:0;_1) y 7(y:|6:), esto es para todo ¢ > 1, donde

¢
7(00:t, y1:4) = m(6o) H (05160;—1) (y;16;)

Se visualiza también a través de la figura 1, la independencia condicional de las
variables aleatorias del modelo, que Y; es una variable independiente en el tiempo,
pero que depende del estado actual del modelo, mientras que los estados dependen
del estado anterior.

5. MODELOS DINAMICOS LINEALES

Los modelos dindmicos lineales (DLM sus siglas en inglés) son uno de los tipos y
mas importantes de los modelos de espacio de estado, donde tienen la particularidad
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By —= 0 —=ty —= o —= ity et —- g —

| | | | |

Yo% Yoo Y Y
FicurA 1. Independencia del modelo de espacio de estado

que quedan especificado por una distribucién a priori normal, para el estado del
vector al tiempo t = 0,

(5.1) 0o ~ N(mq, Co)

por ende a estos modelos también se les conoce como Modelos de Espacio de
Estados Gaussianos Lineales.

Ademés, sean las ecuaciones (3.1) y (3.2) donde Y; es el vector de observacion,
0; es el vector de estado, G; y F; son matrices conocidas, y v; y w; son sucesio-
nes de variables aleatorias independientes con distribucién normal. Las ecuaciones
(5.1), (5.2) y (5.3) forman el modelo dindmico lineal, donde a la ecuacién (5.2) se
le conoce como la ecuacién de observacién y a la ecuacién (5.3) se le conoce como
la ecuacion de estados.

Como todo tipo de modelos, existen diferentes tipos de modelos que describire-
mos a continuacién.

5.1. Modelo Polinomial de Primer Orden.

Los modelos polinomiales ajustan series de tiempo con tendencia polindémica, como
ser el de primer orden que ajusta tendencias constantes. Este modelo corresponde
a la especificacién {1,1,V, W}, donde y; ~ N(6:, Vi) y

(52) 975 = 0,571 + Wy, W N(O, Wt)

Algunas particularidades son: (i) Este es el modelo lineal dindmico mas simple y
corresponde a un modelo de media variante en el tiempo; (ii) se necesitan conocer
los valores V; y W,, donde en la practica la mayoria de veces no es posible.

5.2. Modelo Polinomial de Segundo Orden.
El modelo polinomial de segundo orden, se obtiene con la definicién de F' = (1,0)’

11 . . o .
y G = <O 1). Estos modelos ajustan un crecimiento o decrecimiento lineal, es

decir una tendencia lineal. En general, los modelos de k-ésimo orden tienen una
tendencia de orden k — 1.

5.3. Modelo Estacional.

Los modelos estacionales se especifican con términos estacionales. Para patrones
en diferentes tipos de periodo p, utilizamos F' = E, = (1,0, ...,0)’, con evolucién
0 Ip_y

definida por la matriz de permutaciéon G = P = (1 0
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Alternativamente, uno puede utilizar harménicos, para especificar patrones es-
tacionales. El k-ésimo componente harmdénico estd dado por F = Es, G(k,w) =
cos(kw)  sin(kw)
(—sin(kw) cos(kw)
h=(p—1)/2si p es impar.

), w=2x/p, k=1,2,...,h, h = p/2 en caso que p sea par y

5.4. Modelos de regresiéon dinamico.

Suponga el par de valores (y;,2¢), t = 1,...,T es observada. {F,I,,V,W} es el
modelo de regresién dindmico, con F; = (1, ;). El modelo de regresién dindmica se
aproxima a una verdadera relacién no lineal entre x; e y; a nivel local. Este enfoque
reconoce explicitamente que el impacto de un regresor en la variable de respuesta
1; puede cambiar con el tiempo.

6. FILTRACION

Suponiendo que tenemos construido el modelo, uno de los objetivos es la inferen-
cia en el modelo, en este caso de los estados, utilizando la informacién disponible. A
partir de ahora se asume que se tiene informacién hasta el tiempo ¢ y1.¢, y se desea
realizar inferencia del vector de estados, entonces necesitarmos obtener la densidad
condicional 7(fs,y1.¢), para ello necesitamos filtracidn, cuando s = t; prondstico,
cuando s > t; y suavizamiento (andlisis retrospectivo), cuando s < t.

Para la filtracion, se considera que la informacién se puede ir actualizando con-
tinuamente en el tiempo a través de las ecuaciones de actualizacién que se definen
en la proposicién 6.1, obteniendo la densidad condicional 7(6;|y1.), lo que permite
resolver esto se le conoce como el filtro de Kalman.

La idea general para resolver el problema de filtrado de una manera general es

= Se obtiene la distribucion predictiva del estado 6;, dadas las observaciones
Y1:t—1, usando la densidad filtrada m(0;—1, |y1.+—1) v la distribucién condicio-
nal W(@t\ﬁt_l).

= Se obtiene la distribucion predictiva de la siguiente observacion y; dadas las
observaciones anteriores.

= Se obtiene la distribucién filtrada 7(0;]y:1.+) usando la regla de Bayes con
m(0¢|y1.t—1) como la distribucién a priori y m(y:|6:) como la verosimilitud.

Ahora bien, en caso para los DLM en especificos, el problema de filtracién se
resuelve a través del filtro de Kalman, que se enuncia a continuacion:

Proposicién 6.1 (Filtro de Kalman): Consideremos el DLM enunciado en la
seccién 5, y supongamos que

Or—1|y1:e—1 ~ N(myp—1,Cy—1)

Entonces los siguientes resultados se cumplen

I. La distribucién predictiva (del primer paso) de 6; dado y1.;—1 es Gaussiana con
parametros

(6.1)  ar = E(0ily1.e—1) = Gemu—1, Ry =Var(O|y1.1—1) = GCi_1Gy + W,
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1. La distribucién predictiva (del primer paso) de Y; dado y1.4—1 es Gaussiana
con parametros

(6.2) fi = EViyr.i-1) = Frar, Q¢ =Var(Yilyri—1) = FiRF, +V;

1. La distribucion filtrada 6; de Y; dado y;.; es Gaussiana con pardmetros

(6.3) my = E(O¢ly1:¢) = ar+ R F[Q; rer, Cp = Var(0i|y14) = Re— R F,Q; ' FL R,
donde e; = Y; — fi

A las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3) se les conoce como las ecuaciones de actua-
lizacion.

7. SUAVIZAMIENTO (ANALISIS RETROSPECTIVO)

Algunos de los problemas frecuentes en las series de tiempo es reconstruir el
comportamiento del sistema a partir de los datos disponibles. Para ello se utiliza
el algoritmo recursivo regresivo, con el que se obtiene la distribucién condicional
7(0t|y1.7), para cualquier ¢t < T, empezando con la distribucién filtrada w (0, y1.7)
y estimando de forma retrospectiva todos los estados. Se enuncia el algoritmo a
continuacion:

Proposicién 7.1 (Suavizamiento de Kalman): Consideremos el DLM enuncia-
do en la seccién 5, si

Ot11|y1.m ~ N(S¢41,Str1), entonces ¢y ~ N(s¢, St), donde

! -1
St =my¢ + Cth+1Rt+1(5t+1 — Qy41)

Sp = Cy — C1Giy Ry (Reyr — Spy1)Riy G C

Observemos que para poder realizar el algoritmo de suavizamiento, también hay
que ir realizando el algoritmo del filtro de Kalman.

8. PRONOSTICO

Ahora bien, una de las caracteristicas mas importantes a considerar para la uti-
lizacién de un modelo aplicado a la vida real es predecir observaciones futuras para
la toma de decisiones, es decir estimar Y;y; a través de observaciones ya disponi-
bles y1.¢, lo cual conlleva a encontrar la distribucién m(Yiy1|y1.1), que se le conoce
como distribucién de prediccién a primer paso. La idea general, es estimar el estado
siguiente 0411, y luego basados en esta informacién, se puede obtener Y;yi, todo
esto por las dependencias del modelo.

Dada la naturaleza Markoviana del modelo, la distribucién filtrada en el tiempo
t, sirve como la distribucién inicial para la futura evolucién del modelo, se presenta
el siguiente algoritmo que sirve para obtener la distribucién de los prondsticos de
los estados y observaciones:

Proposicion 8.1 Consideremos el DLM enunciado en la seccién 5, y supongamos
que a+(0) = my y R:(0) = C}, entonces los siguientes enunciados se cumplen.
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I. La distribucién predictiva de 64 dado y1.4—1 es Gaussiana con parametros

(8].) at(k) = Gt+kat(k - 1), Rt(k) = Gt+th(]€ — 1)G;+k + Wt+k
11. La distribucién predictiva de Y;1 dado y;.; es Gaussiano con parametros
(8.2) fi(k) = Fripa(k),  Qu(k) = Frpr Re(k) Ly + Visn

Para visualizar a detalle las demostraciones de las proposiciones (6.1), (7.1) y
(8.1) véase [6].

9. RESULTADOS NUMERICOS

Se estimé el modelo lineal dindmico (DLM) para el Indice de Precios al Consu-
midor (IPC) en Honduras, el periodo muestral que se considerd fue mensual desde
enero 2020 hasta abril del 2023, lo cual seria un tamafno n = 40. El indice de Precios
al consumidor mide los cambios en los precios de los bienes y servicios que consu-
men los hogares, de lo cual en el cuadro 1 se muestran los estadisticos descriptivos
de la serie y la figura 1 muestra el grafico de la serie de tiempo. Observemos que
el minimo es de 337.2 (2020/ene) y que el méximo es de 412.8 (2023/abr), lo cual
podemos decir que los precios han aumentado durante los 3 anos y medio en un
22.42 %, lo cual nos indica que la inflacién va en aumento.

Serie Media Desv. Estandar Curtosis Max Min
IPC 368.33 24.85 -1.23 412.8 337.2
CUADRO 1. Resumen estadisticos del Indice de Precios al Consu-

midor (2020/ene-2023/abr, n=40)

Indice de Precios al Consumidor

IPC

340
|

T T T T T T T
20200 20205 2021.0 20215 2022.0 2022.5 20230

FIGURA 1. Indice de Precios al Consumidor (2020/ene-2023/abr, n=40)

Para la implementacion del modelo, se realizé en R, utilizando la libreria dim
[8], donde a través de las observaciones de la serie hay que estimar los estados utili-
zando el filtro de Kalman, y asi ajustar el modelo. Podemos visualizar que el IPC,
tiene una tendencia lineal ascendente, lo cual segin en la secciéon 5, se modelan
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utilizando un modelo Polinomial de Segundo orden.

En el articulo se asume que la implemetacion del modelo es con varianzas co-

. 1.69887 0
nocidas (V y W), por lo cual, V = 2.034548¢ — 05 y W = 0 0'154142>

se estimaron a través del método de maxima verosimilitud. También se utilizan los
1e07 0

valores iniciales mg = (0,0) y Cy = 0 1e07 )
En la figura 2 y en el cuadro 2, se puede ver que el modelo dlm de segundo orden
ajusta muy bien, aplicando el filtraje visto en la seccién 6.

Serie Media Desv. Estandar Curtosis Max Min
Real 368.33 24.85 -1.23 412.8 337.2
Filtraje 368.33 24.85 -1.23 412.8 337.2
CUADRO 2. Resumen estadisticos del Indice de Precios al Consu-
midor Real y Filtraje (2020/ene-2023/abr, n=40)

Indice de Precios al Consumidor

g
.
S - e
= R
H
O % N .xf)(x
o /X)é
g -
& A
e
o
T data
?,, w**’x‘*xx ) —x—filtraje
T T T T T T T
2020.0 20205 2021.0 20215 20220 20225 20230

FI1Gura 2. Valores Filtrados del Indice de Precios al Consumidor
(2020/ene-2023/abr, n=40)

En la Figura 3, se visualiza la aplicacién del suavizamiento del modelo visto en la
seccion 7, en la cual vemos que ajusta muy bien los datos de manera retrospectiva
para entender mejor acerca del pasado del modelo.
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Indice de Precios al Consumidor
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FI1GURrA 3. Valores suavizados del Indice de Precios al Consumidor
(2020/ene-2023/abr, n=40)

Ahora bien, haremos el prondstico para los meses mayo, junio y julio del 2023,
dado que son los tinicos valores a futuro que tenemos para visualizar la eficiencia de
los modelos dlm utilizando las ecuaciones vistas en la seccién 8. En el cuadro 3 y la
figura 4, visualizamos los valores reales y pronosticados, y vemos que la variacién
es casi nula.

Mayo 2023 Junio 2023 Julio 2023

Real 413.10 414.70 416.60
Prondstico 414.77 416.75 418.72
Error 0.0040 0.0049 0.0051

CUADRO 3. Valores Pronosticados vs Valores Reales (2023 /may-2023/jul)
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419

418

417

Variable

== Data

IPC

Prondstico

415
414

413
mayi2023  may/2023 juni2023  juni2023 juli2023
Fecha
FI1GURA 4. Valores Pronosticados del Indice de Precios al Consu-
midor (2023/may-2023/jul)

10. CONCLUSIONES

En este articulo se estimé un Modelo Lineal Dindmico (DLM) para el Indice de
Precios al Consumidor (IPC) en Honduras, donde se visualiza que dichos modelos
ajustan muy bien la serie de tiempo, ademés de realizar prondsticos bastantes acer-
tados, descomponiendo la serie en dos ecuaciones, utilizando el método de filtraje
para llevar acabo estos procesos, siempre y cuando utilicemos las varianzas V .y W
adecuadas, que en caso que no estén dados, una de las formas de estimarlos es con
el método de méxima verosimilitud [8]. En general, con este ejemplo de aplicacién
podemos decir que estos modelos pueden aplicarse a todo tipo de serie de tiempo sin
ninguna restricciéon de manera lineal y con distribucién Gaussiana, permitiéndonos
la obtencién de prondsticos adecuados, y que a su vez, conocer su historia a través
del analisis retrospectivo del modelo.
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ESTIMACION DEL GASTO TURISTICO EN HONDURAS
MEDIANTE MODELOS MULTINIVEL

EDUARDO S. CANALES CRUZ AND ASAEL A. MATAMOROS

RESUMEN. El turismo es un fenémeno social, cultural y econémico que afecta
a la economia de un pais. En Honduras, la contribucién del turismo a la eco-
nomia se mide utilizando el indicador de gasto turistico, estimado por muestreo
mediante un procedimiento de dos pasos. El primer paso se aplica al inicio de
la visita y estima el gasto futuro del turista. Y el segundo paso se aplica al
final de la visita estimando el gasto real del turista.

Hasta ahora, el segundo paso es la tnica herramienta utilizada para esti-
mar el gasto del turista, y la informacién del primer paso se omite debido a
su inexactitud natural. En este estudio, proponemos un modelo bayesiano con
prioris jerarquicos, donde sus prioris se construyeron a partir de los datos del
primer paso, y los posterioris se actualizaron a partir del segundo paso.

Palabras Clave: Gasto turistico, inferencia bayesiana, prioris jerdrquicas,
modelos multinivel

ABSTRACT. Tourism is a social, cultural, and economic phenomenon that af-
fects a country’s economy. In Honduras, the contribution of tourism to the
economy is measured using the tourism expenditure indicator, estimated by
sampling using two steps procedure. The first step is applied at the beginning
of the visit and estimates the tourist’s future expenditure. And the second step
is applied at the end of the visit estimating the actual tourist expenditure.

So far, the second step is the only tool used to estimate tourist spending,
and the information from the first step is omitted due to its natural inaccuracy.
In this study, we propose a Bayesian model with hierarchical priors, where
its priors were constructed from the first step data, and the posterioris were
updated from the second step.

Key words and phrases: Touristic expenditure, Bayesian inference, Hier-
archical priors, multilevel models.

1. INTRODUCCION

El turismo es una actividad econémica que en las ultimas décadas se ha desarrollado
de manera acelerada a nivel mundial. Segtiin la OMT (2018) “es un sector funda-
mental de generacién de ingresos en las economias emergentes y en desarrollo,” y
cada vez son més los paises que dan un mayor peso al turismo en la planificacion
de sus politicas econémicas. En Honduras, al igual que en muchos otros paises se
considera a la actividad turistica como prioritaria e importante para dinamizar la
economia mediante la atraccién de inversién nacional y extranjera pero sin descui-
dar el concepto de desarrollo sostenible. Las estadisticas de turismo en Honduras
se han centrado tnicamente en el andlisis a un nivel individual sin tener cuenta

Date: Agosto, 2023.
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estructuras y relaciones méas amplias que pueden existir al estudiar un fenémeno
fisico, sin embargo, muchos problemas de interés en la investigacion y la préctica se
desarrollan en contextos complejos donde los individuos estan agrupados en grandes
estructuras jerarquicas como equipos, organizaciones o regiones geograficas.

El analisis del gasto turistico es fundamental para comprender y evaluar el derra-
me econdémico que este conlleva a la economia del pais. La estimacién adecuada
de este indicador mediante modelos estadisticos proporciona una compresion inte-
gral y precisa del gasto generado por parte de los turistas que ingresan a realizar
actividades econémicas en un pais. El gasto turistico varia segun la zona visitada
debido a que se realizan diferentes actividades econémicas en cada una de ellas, ver
figura 2. Zonas muy populares como la zona insular del pais generan alto costos
por hospedaje debido a su alta demanda turistica. Esto genera una gran variabili-
dad en el gasto dificultando el proceso de estimacién, y métodos clésicos como una
media muestral [16] o cualquier estimacién global del gasto producen valores poco
confiables e inexactos. Un fenémeno usual al estudiar estadisticas de turismo son
los gastos atipicos generados por los turistas con alto poder adquisitivo, ver figu-
ra 1. Estos valores atipicos hacen que la distribucién del gasto sea de colas pesadas,
invalidando los supuestos de normalidad utilizados en los estimadores de medias
muéstrales, y dificultando las comparaciones entre grupos, ver figura 2.
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FicurA 1. Distribucién del gasto turistico, donde aproximada-
mente el 11 % representan valores atipicos o extremos,segun los
datos recolectados por la encuesta (EGPV) del [16].

En ese sentido, para obtener estimaciones precisas es necesario utilizar enfoques
estadisticos adecuados que permiten considerar la estructura jerarquica presente
en el estudio del gasto por estadia generado por los turistas que visitan el palis,
capturando la variabilidad entre los turistas como individuos y teniendo en cuen-
ta la estructura jerarquica presente segin el destino principal que estos visitan.
Los modelos multinivel permiten incorporar estructuras jerarquicas en el andlisis
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teniendo en cuenta los efectos fijos como los efectos aleatorios lo cual los hace espe-
cialmente utiles para analizar datos longitudinales [19], datos de medidas repetidas
o agrupados en diferentes niveles.

El [16] en su boletin de estadisticas presenta las tendencias del sector turismo en
Honduras durante el periodo 2012-2016 el cual es de mucha importancia para este
trabajo, donde se usan los datos generados por la encuesta del gasto y perfil del
visitante, 2016 (EGPV). Dicha encuesta extrae el gasto por estadia generado por
los turistas que ingresan al pais, y se realiza al momento que el turista ha realizado
una gran parte de su estadia y esta cerca de regresar a su pais de residencia.

Este estudio propone un modelo probabilistico log-normal multinivel estratificado
por la zona visitada por los turistas, con medias entre grupos y varianza desco-
nocidas. El modelo propuesto obtiene estimaciones precisas del gasto turistico en
Honduras y las colas pesadas de la distribucién log-normal permite tener estimacio-
nes resistente a gastos atipicos. Adicionalmente, la estructura multinivel del modelo
permite determinar la variabilidad del gasto en los diferentes destinos turisticos del
pais como estructura jerarquica, con el fin de proporcionar informaciéon mas precisa
y relevante para la planificacion estratégica para impulsar el crecimiento y desa-
rrollo del sector turismo. La inferencia de los pardmetros desconocidos se realizé
mediante un enfoque Bayesiano con distribuciones a priori débiles y poco informa-
tivas [10], y las distribuciones a posteriori del modelo propuesto son muestreadas
utilizando un Monte Carlo Hamiltoneano [6]; mediante el algoritmo NUTS [14] rea-
lizando las implementaciones en Stan [29], mediante el software computacional R
[28]. Nuestro modelo fue comparado con otros modelos recientes de la literatura que
al ser modelos globales no contemplan la variabilidad entre grupos que presentan
los datos. Comparamos la capacidad predictiva de los modelos utilizando validacién
cruzada [32] y el criterio de informacién de Watanabe [34], donde nuestro modelo
super6 a los modelos de la literatura, siendo este el modelo con mejor capacidad
predictiva.

El resto del documento se resumen a continuacién. La seccién 2 aborda la justifica-
cién del trabajo. En la seccién 3, presenta los modelos multinivel y sus aplicaciones
en diferentes areas de investigacién, y se presentan diferentes estudios del gasto
turistico en diferentes paises. En la seccion 4 hacemos una descripcion estadisti-
ca del Gasto turistico en Honduras y presentamos el modelo multinivel propuesto,
como el modelo reciente propuesto por [12]. En la quinta seccién presentamos los
resultados obtenidos al implementar nuestro modelo y el modelo de [12] al gasto
registrado por los turistas en Honduras en el afio 2016. Finalmente, en el seccién
6 presentamos las conclusiones de las ventajas de nuestro modelo sobre los demaés
propuestos en la literatura y por ultimo trabajos a futuro.

2. JUSTIFICACION

La Universidad Nacional Auténoma de Honduras en sus programas de maestrias
presentan cuatro ejes prioritarios de investigacion en los cuales se deben enfocar las
investigaciones realizadas, este trabajo se encuentra en el Eje de investigacion: De-
sarrollo Econdmico y Social y dentro de las lineas de investigacion de la Maestria en
Matematicas con Orientacién en Estadistica Matematica: Estadistica multivariada
y modelos lineales generalizados.
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3. ANTECEDENTES

Los modelos multinivel, también conocidos como modelos de efectos mixtos son
ampliamente utilizados para el andlisis de datos, estos modelos permiten tener en
cuenta los efectos fijos como los efectos aleatorios lo cual los hace especialmente
utiles para analizar datos longitudinales [19] o de panel [35, 23], datos de medidas
repetidas o agrupados en diferentes niveles. En las ultimas décadas las metodologias
estadisticas para analizar medidas repetidas han tenido un notable desarrollo debido
a la facilidad de su implementacion gracias a los avances del la computacion.

[17] introdujo los modelos multinivel y su aplicacién en el andlisis de datos longitu-
dinales que tiene en cuenta los efectos fijos como los efectos aleatorios, este trabajo
sent6 bases para el desarrollo de los modelos mixtos en diversas areas de investiga-
cién. Adicionalmente, las estimaciones mediante los modelos multinivel se pueden
obtener utilizando diferentes métodos; [4] aborda cada una de estas y explica en de-
talle como pueden ser obtenidas a partir de medidas repetidas o longitudinales. Los
primeros métodos numéricos para la estimacién en los modelos multinivel son mini-
mos cuadrados [1]; méxima verosimilitud [18]; y méxima verosimilitud restringida
[19]. En la actualidad los métodos Bayesianos se han vuelto popular para estimar
modelos con estructuras multinivel ya que permiten obtener estimaciones confiables
de los efectos fijos y aleatorios mediante la introduccion de informacién adicional
a través de la distribucién a priori, y permiten cuantificar la incertidumbre de los
efectos mediante el uso de la distribucién a posteriori [3].

Estos modelos son una extensiéon de los modelos de regresion lineal que acoplan
varios modelos lineales para cada nivel de anélisis, es decir considerar dentro un
mismo modelo los distintos niveles de la estructura jerarquica y conocer la variabi-
lidad debida al segundo nivel [7], del mismo modo un modelo Bayesiano multinivel
se construye a partir del modelo de regresién lineal ordinario y intentard predecir la
variable de respuesta (y;) mediante una combinacién lineal de un intercepto y una
pendiente que cuantifica la influencia de un predictor (z;), para mas detalles ver
[24]. Las siguientes ecuaciones muestran la estructura cldsica de un modelo lineal
simple,

(3.1) yi = o+ Bx; + oee;, €5~ N(0,1).

En este modelo las variables de respuesta y; se distribuyen normalmente alrededor
de la media a + (; y varianza residual 2. El modelo anterior se puede extender
al siguiente modelo multinivel con J niveles o grupos, incorporando un intercepto
variable expresado a continuacion:

(3.2) Yij = a; + Bx; + oee;, e, ~ N(0,1);

(3.3) aj ~ N(a,02) paratodoj€1,2,...,J.

donde a; indica que a cada grupo j se le da un intercepto tnico, [24] menciona
que ademds de la varianza o también se estd estimando un componente més o2
que representa la varianza de la distribucién de los interceptos variables, esta se
considera como la variacion del parametro o entre los grupos j, siguiendo una
metodologia similar es posible introducir un termino de pendiente variables que
pueda cambiar segun el grupo j.

(3.4) Yij = aj + B 5 +0ce;,  e; ~ N(0,1);
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aj; ~ N(a,02), Bj ~ N(ﬂ70'%), para todo j € 1,2,...,J.

A estas pendientes variables se les asigna una distribucién a priori centrada en
la gran pendiente 8, y con varianza af.,. Con lo anterior, la inferencia Bayesiana
nos permite realizar todas estas aseveraciones posibles que podemos aplicar en los
modelos multinivel, para ello supongamos que tenemos K observaciones agrupadas
en J grupos, la variable de interés es y;; que representa la observacién i—ésima en el
grupo j, podemos modelar la variable y;; en un modelo multinivel lineal Bayesiano
de la siguiente manera;

(3.5) Yij = Hj + Bz +oeei,  e; ~ N(0,1);
i~ N(u,ai), Bj ~ N(B,08), 0e~ student-t(v.),
con distribuciones a priori:
W~ N(uo,aio), B~ N(ﬂo,ago), o, ~ student-t(vg), o ~ student-t(vq).

donde, y;; es la observacion i-ésima en el grupo j, u; es la media del grupo j para la
observacién i centrada en la media global p y escala o,,; y 02 es la varianza asociada
con las observaciones individuales, también conocida como varianza residual o error
relativo. Los valores g, 80,040,080, Ve, Vo ¥ v1 son hiper-pardmetros conocidos y
elegidos por el investigador.

Las actividades turisticas se consideran como una de las fuentes mas importantes en
el crecimiento econémico de un pais es por ello que la estimacién del gasto turistico
es un aspecto fundamental para comprender el impacto y poder tomar decisiones
adecuadas. En base a ello se han realizado diversos trabajos a lo largo del tiempo,
como [15] el cual es uno de los primeros trabajos en aplicar un andlisis multinivel de
los determinantes de gasto turistico de los hogares donde los resultados obtenidos
indican que las variables como edad, renta familiar, la propiedad de un vehiculo y el
uso del internet influyen positivamente en el gasto turistico, [35] propone un modelo
de regresién multiple para una cuantificacién del gasto turistico, asimismo [33]
trabajo con determinantes del gasto turistico aplicando varios modelos multinivel.

Uno de los problemas que se generan al momento de realizar estimaciones del gasto
turistico es que se obtienen colas pesadas en las distribuciones, esto debido a que
hay muchos factores que pueden influir [12]. A lo largo de estos afios muchos es-
tudios se han enfocado en abordar este problema de colas pesadas; [5] mencionan
que una solucién es segmentar el gasto turistico por categorias en el cual identifi-
caron asociaciones estadisticamente significativas entre los distintos segmentos de
gasto, examinando la importancia de una serie de variables socio-econémicas y de
comportamiento. [11] proponen que otra forma es dividir el gasto total de los tu-
ristas basados en el gasto segun el pais de origen y destino que estos tomen, por
otra parte, en estudios més recientes como [22] utilizaron series temporales para
pronosticar el gasto medio de turista en Espana.

El modelo presentado por [12], cumple con todas las caracteristicas de nuestra
investigacion dado que sera un punto de comparacion con nuestro modelo propuesto,
[12] prueban en su articulo que realizando una reparametrizacién de la distribucién
log-skew mormal de tres pardametros para la modelizaciéon del gasto turistico en
base usando distintas covariables como el pais de origen, destino y el gasto total,
se obtienen resultados satisfactorios en los datos del gasto en las las partes de
la distribucién empirica, de igual forma el modelo se adapta bien para captar la
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asimetria, curtosis y colas pesadas que las tres variables mencionadas tienden a
presentar en la practica, como lo es en nuestro caso, ver figura 2. En tal sentido por
ello utilizamos modelos multinivel y asi poder obtener estimaciones precisas en la
variabilidad del gasto turistico.

4. MODELIZACION DEL GASTO TURISTICO POR ESTADIA EN HONDURAS

La encuesta de gasto y perfil del visitante (EGPV) para el aiio 2016 se aplicé a 4, 712
turistas extranjeros, de los cuales 2,303 de ellos declararon un gasto valido para el
analisis, alrededor del 50 % de los turistas pernoctaron al menos cuatro noches en
el pais y en promedio pernoctaron nueve noches (estadisticas del nimero de noches
por estadia; min. 1, media 9, mediana 4, maz. 300). El gasto turistico promedio
es de 323 ddlares, el gasto minimo reportado fue de 50 centavos de dolar, mientras
que el gasto méximo fue de 10,000 délares. Ademds, el 13% (292 turistas) de los
turistas encuestados reportaron un gasto mayor a 700 ddlares, esto es, el doble del
gasto promedio registrado para el ano 2016.
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FiGurA 2. Distribucién del gasto turistico por estadia desagrega-
do por zonas que visitaron en Honduras, segin los datos recolec-
tados por la encuesta (EGPV) del [16].

El cuadro 1 proporciona un resumen detallado del gasto turistico de los visitantes
sin aplicarle la transformacion logaritmica a los datos, desglosado por las diferentes
zonas que visitaron en Honduras, cada una de ella exhibe caracteristicas tnicas en
términos de patrones de gasto, mencionar que las zonas estan divididas segin la
(EGPV) de la siguiente manera; Zona centro, insular, norte, occidental, oriental,
sur y desconocida. Por ejemplo, la zona centro muestra una concentracién mode-
rada del gasto al rededor de la mediana indicando una distribucién relativamente
equilibrada, caso contrario en la zona insular donde se observa una mediana maés
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alta de 733, sugiriendo una concentraciéon de gastos excepcionalmente altos y de
valores atipicos. Ademsds, las zonas norte, oriental y sur muestran una asimetria
notable indicando una distribucién desplazada 6 colas pesadas hacia valores supe-
riores. La zona desconocida, el valor de la mediana en términos de gasto turistico se
sitia en un punto intermedio, lo que sugiere una mayor uniformidad en los gastos.

Al analizar detalladamente la asimetria en cada zona, logramos identificar patrones
en la distribucién del gasto turistico; comenzando con la zona centro donde observa
una asimetria de 5.16, indicando que la distribucién tiene una cola mas larga hacia
los valores superiores, lo mismo sucede en las zonas insular y norte con valores de
3.93 y 7.16 respectivamente, lo que sugiere que hay presencia de valores atipicos,
la zona oriental también muestra una asimetria mas alta de 7.65, reflejando una
cola mas larga hacia la derecha, en la caso de la zona occidental y sur indican colas
pesada pero no tan pronunciadas, zona desconocida presenta una asimetria de 1.71,
sugiriendo una distribucién menos sesgada y maés cercana a la simetria en compa-
racién con otras zonas. En cuanto a la kurtdsis, se notan variaciones en la forma de
las distribuciones en el caso de las zonas centro y oriental exhiben colas pesadas y
picos mas notables respectivamente, lo cual implica que hay mayor concentracién
de valores extremos, la zona norte destaca con una kurtdsis excepcionalmente alta
de 84, las zonas occidental y sur presentan colas més acentuadas a la distribucién
normal, aunque menos extremas, lo mismo en la zona insular, por ultimo la zona
desconocida indica una distribucién con colas menos pronunciadas y picos menos
agudos.

CUADRO 1. Resumen del gasto turistico desagregado por zonas,
de los visitantes que ingresaron al pais ano 2016.

Zona n min. sd media mediana max. asimetria kurtdsis
Centro 701 3.75 594 333 140 7,500 5.16 40.4
Insular 150 110 872 899 733 7,500 3.93 23.1
Norte 528 0.5 673 438 235 10,000 7.16 84
Occidental 326 2 187 114 55 1,550 4.23 21.6
Oriental 210 2 546 204 50 6,300 7.65 75.4
Sur 370 1.33 363 161 50 3,000 4.77 26.4
Desconocida 18  3.25 326 271 193 1,202 1.71 2.27
Global 2303 0.5 592.17 323.2 116.7 10,000 6.07 62.74

En la figura 2, se presenta las densidades del gasto turistico desagregado por zonas,
donde se observa que la mayor parte de la informacién del gasto se concentra
entre los primeros mil valores, el grafico de cajas revela muy poca informacién,
mds del 80 % de los datos estdn cercanos a cero, estos gréficos indican que el gasto
turistico no sigue una distribucién normal. En ese sentido, se propone aplicar una
transformacion logaritmica a los datos para lidiar con los valores extremos de la
muestra, el cual representan aproximadamente el 11 %, ver figura 1. En la figura 3,
se presentan la transformacién logaritmica del gasto desagregado por zonas, donde
las densidades indican que los datos siguen una distribucién normal, el grafico de
cuantiles mejora significativamente al aplicar dicha transformacién en comparacién
con la figura 2.
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En muchas situaciones, los datos empiricos muestran una ligera o marcada asi-
metria y colas pesadas, que refleja valores extremos [12], es por ello, que en este
trabajo proponemos un modelo jerdrquico utilizando un solo nivel con los datos

en escala logaritmica. Sea yi; = {¥1.j1,Y2,ja»-- - Yn,j, | Ula muestra aleatoria pa-
ra el gasto turistico, donde y;; es el gasto para la observacién ¢ en la zona j, tal
que 7 =1,2,3,...,7; y cada observaciéon en escala logaritmica, se distribuye normal
jerdrquicas con vector de medias entre grupos u = (1, f2, . - ., fi7) y varianza global
(%) desconocidas,

(4.1) log(yij) ~ N(uj,0),

con distribuciones a priori:

= i ~ N(0,10) es la media entre grupos del gasto turistico para la zona j; que
siguen una distribucién normal con media cero y varianza diez.

= 0 ~ student-t(5,0,10) es la varianza global del logaritmo del gasto, que
sigue un distribucion t de student definida en los valores positivos, con v = 5
grados de libertad, centrada en cero y con escala de diez.

En este estudio utilizamos distribuciones a priori débilmente informativas, y se
eligen de tal forma que dichas distribuciones provean poca informaciéon y mejo-
ren la geometria de la funcién propuesta tal que el muestreo de la distribucién a
posteriori sea mas estable, para mas detalles ver [10]. Asimismo, realizaremos una
comparacién con la distribucién propuesta por [12], el cual utiliz6 un modelo log-
normal asimétrico para estimar el gasto turistico global. El modelo viene dado de
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la siguiente manera:
(4.2) log(y;) ~ skew-N(pu, 0, @),

con parametros de locacién (p), escala (o) y de forma («) desconocidos, y distribu-
ciones a priori:

= 1~ N(0,10) es la media del gasto turistico global; que siguen una distribu-
cién normal con media cero y varianza diez.

= 0 ~ student-t(3,0,10) es la varianza global del logaritmo del gasto, que
sigue un distribucion t de student definida en los valores positivos, con v = 3
grados de libertad, centrada en cero y con escala de diez.

= o ~ N(0,1) es la asimetria global del logaritmo del gasto, que sigue un
distribucién normal estdndar.

Donde ¢ = 1,...,n son los indices de los datos globales, n denota el nimero de
observaciones, skew-N() denota la densidad de una distribucién normal asimétrica,
y las distribuciones a priori elegidas son débilmente informativas.

Para realizar las estimaciones del gasto turistico de los modelos propuestos, utiliza-
remos métodos de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) como [21, 13]. En particu-
lar emplearemos un Monte Carlo Hamiltoneano [6, 14] implementado en el lenguaje
de programacién probabilista [26], y ejecutado en el lenguaje de programacién R
[27, 2]. Para cada implementacién se corrieron cuatro cadenas con valores inicia-
les distintas, con un total de 2,000 iteraciones por cadena, eliminando las primeras
1,000 iteraciones por cadena (warm-up). Presentamos las distribuciones a posteriori
del modelo multinivel propuesto y evaluamos la convergencia de las cadenas utili-
zando el factor de convergencia (R), y los tamafios de muestra efectivos (ess) [31].
Para las visualizaciones de las cadenas se usé trazas y graficos de densidades [9, 8].
Para, evaluar el ajuste del modelo utilizaremos evaluacion de la densidad predictiva
(posterior predictive checks) visualizando el ajuste con gréificos de densidades, [25].
Finalmente, comparamos ambos modelos utilizando validacién cruzada, ver [30].
Dicho método computa las esperanzas de las log-predictivas (elpd) removiendo una
observacion y; de la muestra y computar la log-predictiva del modelo para dicha
observacion faltante; este procedimiento es caro computacionalmente pero puede
ser aproximado usando un muestreo por importancia con un suavizado de Pareto
[32], o por submuestreo [20].

5. ANALISIS Y RESULTADOS

En el cuadro 2 se proporciona un resumen de los resultados obtenidos de las distri-
buciones a posteriori del modelo log normal multinivel. En primer lugar la media
representa el estimador puntual de los pardmetros al igual que la mediana. Los va-
lores de la desviacién (sd) y desviacién absoluta media (mad) son los estimadores
del error de Monte Carlo, valores bien cercanos a cero reflejan que las estimaciones
obtenidas tienen un alto grado de confiabilidad y se aprecia que son estables en to-
das las zonas analizadas, los valores Q5 y Q95 senalan los intervalos de credibilidad
al 10%, el indicador Rhat se refiere al diagndstico de convergencia para comparar
las estimaciones entre y dentro de la cadenas de cada parametros estimado, valores
muy cercanos a uno implican un buen diagnostico, y lo interpretamos como que las
cadenas del MCMC muestrearon y convergieron eficientemente.
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F1GURA 4. Densidades y cadenas de Markov del modelo log normal
multinivel propuesto

CUADRO 2. Resumen de las distribuciones a posteriori obtenidas
del modelo log normal multinivel, las zonas establecidas en la co-
lumna ”variable” representan las medias grupales del modelo mul-
tinivel que corresponden a las zonas establecidas en los datos.

variable media mediana sd  mad b q95 Rhat ess_bulk ess_tail
Zona Centro 4.94 494 0.05 0.05 4.86 5.02 1.00 6,895 3,349
Zona Insular 6.50 6.50 0.11 0.11 6.32 6.67 1.00 8,271 3,389
Zona Norte 5.38 538 0.06 0.06 5.28 547 1.00 6,516 2,820
Zona Occidental 4.00 4.00 0.07 0.07 3.88 4.12 1.00 6,931 3,000
Zona Oriental 4.00 4.00 0.09 0.09 3.84 4.15 1.00 7,455 2,749
Zona Sur 3.99 3.99 0.07 0.07 3.88 4.11 1.00 6,738 3,052
Desconocido 4.65 4.65 0.31 0.31 4.14 5.17 1.00 7,049 3,090
o 1.33 1.33 0.02 0.02 1.29 1.36 1.00 7,784 2,982

Los valores ess_bulk y ess_tail, son indicadores para medir la eficiencia de las estima-
ciones de tamano de muestra efectivo, la primera se enfoca en la regiones donde la
densidad de probabilidad es mas alta es decir la parte central de la distribucién y la
segunda en las colas o extremos de la distribucién, estos valores deben ser cercanos
a 4000 o similares entre si, en nuestro caso los resultados indican que en cada zona
refleja la eficiencia con lo que las cadenas de estdn explorando y muestreando en
ambas partes de la distribucion. Finalmente, los valores obtenidos se observan bien
y los indicadores de convergencia muestrean bien nuestro modelo propuesto para
la estimacién del gasto turistico el cual se puede observar en la figura 4, donde las
cadenas MCMC lograron hacer un "mizing” efectivo al juntarse entre si y parecer
estacionaras, las densidades se ven simétricas y sin multiples modas, siendo estos
indicadores de convergencia.
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Los resultados que se obtuvieron del modelo de [12], todos los Rhat son cercanos a
1 siguiendo la misma explicaciéon de nuestro modelo, asimismo los ess_bulk y ess_tail
también son cercanos a las 4000 iteraciones obtenidas, por lo tanto, aceptamos la
convergencia del modelo.

CUADRO 3. Resumen de la comparacion del modelo log normal
multinivel y [12]

modelo  elpd_diff se. diff elpdloo  waic
multi-nivel 0 0 -3904.12 7808.23
Gomez -294 22.29 -4198.12 8396.24

El cuadro 3 muestra los resultados obtenidos por validaciéon cruzada, la primer
columna representa la diferencia de las log predictivas esperadas elpd_diff como
se observa se la diferencia es de 294 unidades a favor del modelo multinivel por
lo cual nuestro modelo propuesto tiene mayor capacidad predictiva, la segunda
columna sd_diff corresponde al error estandar de las diferencias de estimacion del
valor elpd_diff, en este caso la diferencia es poca, por lo tanto se acepta el ajuste
proporcionado. La tercera columna elpd_loo son los valores de la log predicitivas
de cada modelo, mediante el método de validacién cruzada LOO ((Leave-One-Out)
el cual indica la calidad predictiva, se observa que nuestro modelo presenta mejor
resultados. Por dltimo tenemos el valor del criterio de informacion de Watanabe-
Akaike WAIC [34], dicho criterio elige al modelo con valor menor, el cual confirma
que nuestro modelo es el que presenta mejores resultados.

6. CONCLUSIONES

En la comparacién entre el modelo multinivel propuesto y el modelo de referencia
presentado por [12] se observa una serie de diferencias sustanciales que respaldan la
viabilidad y ventajas de nuestro enfoque. Una caracteristica destacada del modelo
propuesto es la eliminacién de la necesidad de estimar un parametro de forma, el
cual suele ser bien engorroso de estimar, esto simplifica el proceso de estimacién
y refuerza la robustez de las predicciones; en cambio el modelo de [12] asume una
uniformidad del gasto en todo el pais sin considerar las variaciones que se presenten
en las distintas zonas turisticas es decir para los datos del gasto turistico global
como se observa en la figura 1. Nuestro modelo multinivel si aborda explicitamente
estas diferencias que surgen con lo cual se obtienen estimaciones mas precisas y
ajustadas como se observo en los resultados de la validacién cruzada. Asimismo, es
importante resaltar que segin el LOO ((Leave-One-Out) obtenido nuestro modelo
puede predecir una nueva informacién con precision.

En este trabajo, hemos profundizado la relevancia que tienen las distribuciones log
normales y los modelos multinivel. Las distribuciones log normales son especial-
mente utiles para modelar datos en los cuales se cuenta con colas pesadas como se
observé en la figura 2 del gasto turistico, permitiendo capturar de manera efectiva
los valores atipicos o extremos y al aplicar transformaciones logaritmicas se logré
regularizar las distribuciones mejorando la estabilidad y precisién de las estimacio-
nes. En relacién a los modelos multinivel hemos podido estudiar la capacidad que
estos tienen para identificar la variabilidad y estructura jerarquica de los datos,
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proporcionando una comprensién enriquecedora y contextualizada de los factores
que pueden influir en diversas situaciones de estudio.

7. TRABAJO A FUTURO

Para mejorar el modelo log-normal multinivel utilizado en este trabajo, se incor-
poraran covariables al modelo propuesto, donde se podra obtener una analisis méas
completo, como por ejemplo el pais de residencia de los turistas el cual podria in-
fluir en los patrones del gasto turistico desagregado por zonas. Asimismo, considerar
otras distribuciones para el analisis de la pesadez en las colas del gasto turistico,
con ello nos permitiran capturar y entender mejor el comportamiento de los datos,
una de ellas es la distribucion t de student.
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METODO DE ELEMENTOS FINITOS MULTIESCALA PARA
PROBLEMAS LINEALES

YESY KARINA SARMIENTO PERDOMO

REsUMEN. En este trabajo se estudia el método de elementos finitos multies-
cala combinado con técnicas de descomposicion de dominio para la ecuacién
reaccion-difusion en medios heterogéneos. El Método de Elementos Finitos
Multiescala aprovecha las caracteristicas de escala presentes en el problema
para obtener soluciones precisas y de bajo costo computacional, en compara-
ciéon al Método de Elementos Finitos clasico.

ABSTRACT. This paper studies the multiscale finite element method combined
with domain decomposition techniques for the reaction-diffusion equation in
heterogeneous media. The Multiscale Finite Element Method takes advantage
of the scale characteristics present in the problem to obtain precise solutions
with low computational cost, compared to the classical Finite Element Method.

1. INTRODUCCION

Los problemas multiescala en ciencia e ingenieria a menudo se describen mediante
ecuaciones diferenciales parciales (PDEs) con coeficientes altamente oscilatorios.
Las aplicaciones tipicas incluyen flujos en medios porosos, problemas de transporte
turbulento y la propagacion de ondas sismicas es una de las aplicaciones de mucho
interés en la actualidad. Resolver estos problemas numéricamente es dificil porque
una solucién precisa generalmente requiere una resolucién muy fina y, por lo tanto,
una gran cantidad de memoria de computadora. La computaciéon paralela reduce
la dificultad hasta cierto punto, pero el tamano de computacién no se reduce a
los enfoques tradicionales que resuelven directamente ecuaciones en mallas finas,
es por ello que recientemente, se ha desarrollado un método de elementos finitos
multiescala (MsFEM) [1] para capturar las soluciones a gran escala de problemas
multiescala en una malla gruesa (con un tamanio de malla mayor que una deter-
minada escala de corte del problema). La idea principal del método es construir
la informacion local a pequena escala del operador diferencial de orden principal
en las funciones base de elementos finitos [3]. Es por ello que este trabajo tiene
como objetivo principal estudiar el Método de Elementos Finitos Multiescala ya
que puede ser 1til para resolver problemas lineales que modelen un fenémeno fisico
que se necesite explicar, para beneficio de nuestra sociedad hondurena, ya sea para
resolver un problema urgente o para beneficio del crecimiento de la ciencia en nue-
stro pais.

La Universidad Auténoma de Honduras, dentro de los ejes de investigacion que per-
sigue, especificamente en el eje de Investigacion 3: poblaciéon y condiciones de vida,

Palabras clave. Método de Elementos Finitos Multiescala, Método de elementos finitos multi-

escala generalizado, medio heterogéneo.
1
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enmarca como tema prioritario, el tema: cultura, ciencia y educacion, situando este
trabajo en el tema de Ciencia, ya que la matematica es naturalmente de caracter
cientifico.

A continuacion se presentan los antecedentes del método de elementos finitos
multiescala donde se describe su trayectoria, asi como su generalizaciéon que sucede
posteriormente, luego, la justificacién donde se plantean los argumentos del por qué
es importante desarrollar el estudio del tema, se presenta el marco teérico, que es el
que contiene todos los aspectos tedricos del método de elementos finitos multiescala
y por tdltimo algunas conclusiones que surgieron al realizar el trabajo.

2. ANTECEDENTES

El estudio del método de elementos finitos multiescala surge por primera vez en
el ano 1996, con el objetivo de resolver una clase particular de problemas elipticos,
los cuales surgen de flujos en medios porosos y materiales compuestos [1]. En el afio
1999, en [2]| se propone un método de elementos finitos multiescala para resolver
ecuaciones elipticas de segundo orden con coeficientes que oscilan rapidamente. Re-
alizaron anélisis de convergencia bajo el supuesto de que el coeficiente de oscilacién
es de dos escalas y periddico en escala rapida.

En el mismo trabajo se revela que el error de orden principal en este enfoque
es ocasionado por el “muestreo resonante”, el cual conduce a un gran error cuando
el tamano de la malla esta cerca de la pequena escala del problema continuo. En
[3] se plantea una técnica de sobremuestreo para hacerle frente a las dificultades
presentadas en [2].

Afos més tarde se propone una generalizacion de los métodos de elementos fini-
tos multiescala (MsFEM) para problemas no lineales. Desarrollando estudios de la
convergencia del método propuesto para ecuaciones elipticas no lineales y se pro-
pone una técnica de sobremuestreo [4]. En el ano 2004, se desarrolla el método
de elementos finitos multiescala para resolver numéricamente problemas escalares
elipticos de valores en la frontera de segundo orden con coeficientes altamente os-
cilantes. Lo nuevo en este trabajo es que dicho método se basa en el acoplamiento
de una malla global gruesa y una malla local fina, siendo esta ultima utilizada para
calcular de forma independiente una base de elementos finitos adaptada para la
malla gruesa [5].

Para el ano 2010, se desarrolla un método de elementos finitos mixtos multi-
escala (MsMFE) para el modelado detallado de yacimientos vuggy, también cono-
cidos como yacimientos cavernosos o yacimientos kirsticos, son un tipo especial de
yacimiento geolégico caracterizado por la presencia de cavidades o espacios vacios
en la roca que los contiene. Este fue un primer paso hacia un marco multifisico
multiescala uniforme.

En este estudio, las soluciones del método de elementos finitos multiescala se com-
paran con soluciones de Stokes-Brinkman a escala fina para casos de prueba que
incluyen fracturas de corto y largo alcance [6].
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Luego, en [7] para el afio 2013, estudian MSFEM usando funciones base es-
pectrales multiescala que estdn disenadas para problemas de alto contraste. Las
funciones de base multiescala se construyen usando vectores propios de un problema
espectral local. La idea de este enfoque es mejorar la precision y eficiencia de la
simulacion al capturar de manera eficiente las variaciones locales en las propiedades
del material.

En [8] se propone un método de elementos finitos multiescala generalizado GMs-
FEM para la propagacion de ondas elasticas en medios anisotropicos heterogéneos,
donde se construyen funciones base a partir de multiples problemas locales tanto
para los limites como para el interior de un soporte de nodo grueso.

En [9] se propone un marco de solucién multiescala para el problema de equilib-
rio geomecéanico de medios porosos heterogéneos basado en el método de elementos
finitos. Después de imponer una cuadricula de escala gruesa en el problema de
escala fina dado, las funciones de base de escala gruesa se obtienen resolviendo
problemas de equilibrio local dentro de elementos gruesos. Estas funciones béasicas
forman los operadores de restriccion y prolongaciéon utilizados para obtener el sis-
tema de escala gruesa para el vector de desplazamiento.

Uno de los trabajos mas recientes es [10], donde proponen un nuevo enfoque mul-
tiescala con una escala gruesa sin malla. Una escala gruesa se construye sobre la
base de una cuadricula computacional ya existente en una escala fina, dependiendo
de los parametros heterogéneos del problema. Este enfoque se basa en GMsFEM,
donde los pardmetros heterogéneos del problema se tienen en cuenta en una escala
gruesa utilizando funciones de base multiescala. Estas funciones de base multi-
escala se construyen en una etapa fuera de linea utilizando problemas espectrales
locales. Para representar las fracturas en una cuadricula fina, se utiliza el Modelo
de Fracturas Discretas.

De manera general los estudios han explorado el uso de métodos de elementos
finitos multiescala no lineales, se ha revisado su aplicacién en problemas con con-
trastes altos, también discutido sus fundamentos teéricos y aplicaciones en diversas
areas como el modelado de fractura en materiales heterogéneos.

3. ECUACION DE REACCION-DIFUSION

En este trabajo se abordara la ecuacion de reaccion-difusion utilizando el método
de elementos finitos multiescala, es por ello que se define a continuacién dicha
ecuacion.

Sea

0
8—1; —div(k(z)Vu) = f(u), t >0, z € R",
donde u = u(x,t) € R representa la cantidad de una poblacion, ¢ > 0 el tiempo,
x € R™ la posicion espacial y x(x) es la conductividad del medio. Esta ecuacion es
usada en la dindmica de cantidades fisicas, bioldgicas o quimicas.
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Un caso particular de esta ecuaciéon es el modelo de Fisher-KPP en 1937

du 0*u
Fri ou(l —u) +H@,
donde u = u(z,t) es la concentracion de los miembros de una poblacion distribuida
uniformemente a lo largo de un hébitat lineal Q (estructura del habitat como ser

un bosque).

Sea ¢ = ¢(z,t) la concentraciéon de los miembros de la poblacién cuyos descen-
dientes tienen el gen mutante, el cual es asumido por ¢ = 1 — u. Luego ¢ denota la
intensidad en favor del gen mutante independiente de u. Y supéngase que la razén
por generacién a la cual los miembros de la poblacién con el gen mutante se difunde
dentro de la poblacion total estd dada por —Ii%7 donde x > 0 es una constante de
difusion (independiente de x y w ) [11].

3.1. Condiciones de frontera y condicidn inicial. Para garantizar la unicidad
de soluciones en ecuaciones diferenciales se debe garantizar condiciones sobre la
solucion en el borde del dominio €, y/o condiciones iniciales que deben darse en
un punto dado. Cuando se imponen condiciones sobre el borde del dominio ) se
tiene un problema de frontera; si las condiciones se dan en una subvariedad inicial
se denomina un problema de Cauchy o de condicion inicial.

Por ejemplo, considerando

0
8—1; —div(k(z)Vu) = f(u), t >0, x € R"
con condicién inicial
u(z,0) = up(x), parax € Q
y condiciones de frontera

b(x,t,u,Vu) =0, parax € Q, t > 0.
4. METODO DE ELEMENTOS FINITOS MULTIESCALA

Los métodos de elementos finitos multiescala constan de dos ingredientes prin-
cipales que son funciones de base multiescala y la formulacién numérica global que
combina estas funciones base multiescala. Las funciones base estan diseniadas para
capturar las caracteristicas multiescala de la solucion [12].

4.1. Funciones base. Sea 7 una triangulacién de la malla gruesa de € en ele-

mentos finitos (tridngulos, cuadrilateros, etc.). Supongase que la malla gruesa se
puede resolver a través de una triangulacion fina 7", como se ilustra en la Figura 1.
Sean ¢; las funciones base del espacio de elementos finitos estandar V" = Q! (7H)
(que es el espacio de funciones bilineales por partes con respecto a la triangulacion
7). La aproximaciéon por elementos finitos estandar en la malla fina esta dada
como up =y, a;¢p;, que genera el sistema lineal Auj, = b.
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FIGURE 1. Cuadricula de malla gruesa y fina.

Sea Ry = [Uy,Ps,..., Uy] una matriz (u operador) que transforma funciones
definidas en la malla gruesa a funciones definidas en la malla fina. La cual esta
conformada por los vectores ¥; (funciones base multiescala, las cuales son funciones
de elementos finitos de la malla fina). Usando la aproximacion:

(1) up, ~ Rod, con§ € RM M < n

aqui M denota la dimensién del espacio de funciones que esté asociado a la malla
gruesa y n denota la dimension del espacio de elementos finitos de la malla fina. Al
remplazar (1) en el sistema lineal fino se obtiene que § debe satisfacer el sistema
sobredeterminado ARy = b.

Para resolver el sistema se multiplica por el operador de escalamiento R (trans-
forma funciones definidas en la malla fina a funciones definidas en la malla gruesa) a
ambos lados de la igualdad para obtener RY ARy ~ RE'b. Al denotar Ay = RY AR,
y bo = RE'b podemos obtener los coeficientes § resolviendo el siguientes sistema lin-
eal

Agd = byg.

De [7] se plantea una forma de construir las funciones base multiescala. Para
introducir este método, sean {x;} , los vértices de la malla gruesa 77 y definimos
la vecindad de los nodos x; como

w; = U{E] S TH|l‘i S EJ}

donde E; son los elementos de la triangulacion 7H. Sea y; una familia de fun-
ciones que particiona la unidad subordinada a las vecindades w;, una particiéon de
la unidad es una técnica que se utiliza cominmente en analisis y teoria de la me-
dida para descomponer una funcién en una suma de funciones més simples y bien
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comportadas. Se utiliza para extender la definicién de una integral a espacios mas
generales que no son tan suaves o continuos. Ahora, se definen los vectores v; de
la matriz Ry como:
Vil = Xil,

donde ¢; es una funcién con dominio w; que representa la solucién de malla fina.

Al desarrollar el método de elementos finitos multiescala generalizado, los vec-
tores locales ; son aproximaciones del problema de valores y vectores propios
generalizados:

—div(kV) = Akp.

Ahora se complementa este problema de vectores propios con condiciones de fron-
tera de Neumann, donde se usan solamente los vectores propios asociados a los
menores valores propios A;. En [7] se muestra que el método de elementos finitos
multiescala generalizado es adecuado para aproximar soluciones a la ecuacion de di-
fusion en medios heterogéneos con alto contraste, en comparaciéon con algunos otros

métodos multiescala que no muestran buen desempeno para este tipo de problemas
[12].

A continuacion se desarrolla la formulaciéon global del método de elementos finitos
multiscala, una herramienta innovadora en la simulacién de problemas complejos
que abarcan multiples escalas.

4.2. Problema de reaccion-difusion. La representacion de la solucién a escala
a través de funciones base multiescala permite reducir la dimension del célculo.
Cuando la aproximacion de la solucion p, = >, pi¢i(z) puntos nodales de la
cuadricula. Se sustituyen en la ecuacion de escala fina, el sistema resultante se
proyecta en el espacio de dimension gruesa para encontrar p;. Esto se puede hacer
multiplicando la ecuacién de escala fina resultante con funciones de prueba de es-
cala gruesa. Se pueden tomar otros enfoques para problemas generales no lineales
[11].

En el caso de los métodos de elementos finitos de Galerkin, cuando las funciones
base son conforme, es decir P, C H|(2), el MSFEM trata de encontrar py € Pj, tal
que:

(2) Z/ kVpthhdac:/fvhda:,Vvh € P
X VK Q

Se pueden elegir las funciones de prueba de W}, (en lugar de Py, ) y llegar a la
version de Petrov-Galerkik de MsFEM, es decir
hallar p;, € P, tal que

(3) > / kY, Vo, da = / fondz,¥ v, € W,
x JK Q

Observe que en ambas formulaciones (2 y 3) el sistema de escala fina se multiplica
por funciones de prueba de escala gruesa y por lo tanto el sistema resultante es de
dimensiones gruesa. La ecuacion (2) o (3) acopla las funciones de base multifocal.
Esto da lugar a un sistema lineal de ecuaciones para encontrar los valores de la
solucién en los nodos del bloque de cuadricula gruesa, por lo tanto, el sistema de
ecuaciones lineales resultante determina la solucién en la cuadricula gruesa [12].
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En particular los elementos de la matriz de rigidez estan dados por:

aij =Y /k kV ¢ V¢lda,
k

y se pueden aproximar usando:

1 .
0 /k kV ¢V ¢)dr ~ kV$;V¢)dr,

Ikloc| kioe
donde ki, se refiere a la region computacional local y gzgl es la funcion base definida
en kioe.

La resoluciéon de problemas multiescala que involucran coeficientes altamente con-
trastantes, representados por la funcion x(x), presenta desafios significativos en la
simulaciéon numeérica y el analisis de sistemas fisicos y naturales. En estos casos, las
variaciones abruptas en x(x) a lo largo del dominio pueden resultar en soluciones
locales que cambian rapidamente y en cambios significativos en las propiedades
globales del sistema, se abordara un ejemplo a continuacion.

4.3. Problema de Fisher en un medio con miultiples escalas y alto con-
traste. Se planteara la formulacion débil del problema de Fisher. Recalcamos que
un coeficiente x es conocido como coeficiente con multiples escalas si tiene varia-
ciones en todo el dominio a diferentes escalas. Por ejemplo, un coeficiente k varia
a escala € si al tomar una regiéon cualquiera de tamano €, se observan variaciones
del coeficiente en esa region. El contraste se mide como el cociente entre el mayor
valor y el menor valor del coeficiente de difusion (el cual es positivo).

Recordando que el problema a considerar es calcular u : 2 — R tal que:
uy = ou(l —u) + div(k(x)Vu), (x,t) € Qx(0,7T),

u(z, t) =0, (x,t) € Q@ x(0,T),

u(x,0) = ug(x)

Se va a trabajar como un método iterativo, por lo que se procederé haciendo la
sustitucion de la forma: dado u(®) calcular, u™,w(?, ..., al resolver,

Au ) — div(k(z)Vu ) = ou™ (1 — u™) + Lu™  en Q
uM) =0, x € 0N
Ahora la formulacion débil correspondiente es,
1
ﬁ/ w4 / k(z)Vu" vy = / [ou™ (1 — u™))o + — / u™,
Q Q Q At Jo
u(x,0) = ug(),

si se considera V" = P!(7") como el espacio de las funciones lineales por partes
con respecto a la triangulacion 7", la formulacion de Galerkin genera un sistema

80



8 YESY KARINA SARMIENTO PERDOMO

lineal
(4) u{"t = ptD)

donde b1 depende de uﬁln).

Una de las dificultades que se presenta al momento de resolver el sistema (4) es

el tamano del sistema lineal matricial, el cual es proporcional al tamano de la malla
(h=2).
Para problemas multiescala con alto contraste en el coeficiente x(z), el namero de
condicion de la matriz A depende del valor del contraste definido como 7 =4z /min-
El ntimero de condicién depende también de las variaciones locales del coeficiente
de difusién x en 2. Ademas, se conoce que para el caso en que k varia consider-
ablemente se debe usar una malla muy fina, tan fina de modo que resuelva todas
las variaciones del coeficiente k. Esto conduce a que, en el caso en que x tenga alto
contraste y variaciones en varias escalas, el sistema lineal (4) es de dimensién muy
grande y mal condicionado. Por lo que entonces el método de elementos finitos
estandar aproxima una solucién que debe ser calculada al resolver un sistema lineal
con una matriz mal condicionada y de dimensioén alta, con nimero de condiciéon que
depende de h=2 (donde h es el pardmetro de tamafio de malla) y 1 es el contraste
del coeficiente.

Dicho lo anterior, se debe buscar una alternativa que permita solucionar de manera
eficiente estos sistemas lineales dispersos, de dimensién alta y mal condicionados,
una alternativa para esta dificultad es elementos finitos multiescala, que consiste
en proyectar el sistema lineal (4) a un sistema menor, generalmente asociado a una
malla gruesa 7 con tamafio que puede ser manejado de manera eficiente. La malla
7H 1no necesita resolver todas las variaciones del coeficiente. Esto usualmente in-
volucra la construcciéon de un operador de reducciéon de escala Ry, que transforma
funciones definidas en la malla gruesa a funciones definidas en la malla fina y un
operador de escalamiento R} que transforma funciones definidas en la malla fina a
funciones definidas en la malla gruesa. Al usar estos operadores, el sistema lineal
(4) se convierte en un sistema lineal Agd = by, de modo que up = Ry se puedan
calcular sin complicaciones [11].

Otra alternativa para el problema antes descrito es la construcciéon de un pre-
condicionador usando técnicas de descomposicién de dominios para solucionar el
sistema (4). A continuaciéon se brindan méas detalles de este método.

5. METODO DE DESCOMPOSICION DE DOMINIO

Los métodos de descomposicion de dominio se refieren a una coleccion de técnicas
que consisten en dividir el dominio del problema en subdominios de tal manera que
combinando soluciones de problemas en subdominios se puedan construir aproxima-
ciones de las soluciones en el dominio original [10]. La idea original fue introducida
por Hermann Schwarz, quien estaba interesado en la existencia y unicidad de la
solucion del problema de Poisson.

5.1. Método alternado de Schwarz. Para ilustrar la idea de este método, con-
sidere el dominio ) formado por la unién de un circulo €2; y un rectangulo Qs, de
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esta forma, el problema de Poisson con condicion de frontera de Dirichlet es:

) {Au:—fenQ

u =g, en 0f)

La idea es dividir el problema de Poisson en

Aju=—fen
uy = g1, en 9

Asu=—fen
(7) { Ug = go, en 0o

De tal forma que siguiendo estos cuatro pasos, Schwarz verificé convergencia en
el dominio :

(1) Resolver (6) al completar g; arbitrariamente en 0€2;.

(2) Resolver (7) al usar la solucion del paso (1) para completar los datos de
frontera.

(3) Resolver (6) al usar la solucion de (5) para completar el dato de frontera.

(4) Tterar hasta convergencia.

5.2. Método en paralelo de Schwarz. Otro método que implement6é Schwarz
para resolver problemas con uniones de geometrias simples es el denominado método
en paralelo de Schwarz. Este método consiste en resolver iteradamente los siguientes
dos pasos:

(1) Resolver los problemas de Poisson (6) y (7) al mismo tiempo en paralelo
de tal forma que las soluciones u; y us respectivamente de los problemas
se tiene que

v = Blul + BQ’I,LQ.

Aqui, B; y Bs son extensiones por cero fuera del dominio ©Q; y Qo,
respectivamente, las "extensiones por cero" son una técnica que se utiliza
para extender una funcion definida en un subconjunto de un dominio mas
grande a una funcién en todo el dominio, manteniendo ciertas propiedades.

(2) Implementar nuevamente (1) y usar v para completar datos de frontera.
Al aplicar el método de elementos finitos a los problemas (6) y (7), las
soluciones numeéricas estan dadas por los sistemas Aja1 = by y Asas = by
respectivamente.

Para las soluciones v y g se define el primer paso de el método en paralelo de
Schwarz, esto es, v = Biay + Baag. Observe que al definir los sistemas lineales de
los problemas (6) y (7), de la forma a; = A;'b; y ap = A5 'by respectivamente, y
multiplicar B (operador de restriccion) se tiene

v=(B1AT" + Bo Ay BI)b.

Se puede considerar entonces M ' = By A7 ' B + ByA;'BI como un precondi-
cionador de la matriz A.
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La construccion del precondicionador permite retomar la idea en resolver el sistema
obtenido a través del siguiente sistema con precondicionador

(8) M~ Auptt = M pn !

donde la complejidad computacional depende ahora de cond(M ~!A) (condicion
de la matriz M~1A) y se espera que cond(M ~1 A) sea mejor que la condiciéon de la
matriz A. Para resolver el sistema (8) con precondicionador, aplicado a través del
método en paralelo de Schwarz, se hace necesario un método iterativo que permita
resolver los sistemas resultantes [5].

Por otro lado, al considerar el método en paralelo de Schwarz para varios subdo-
minios, el precondicionador se define como M; 'b = Zfil B;A7'BT'b. Esta condi-
cion es conocida como método aditivo de un nivel de Schwarz. Es de mencionar
que entre méas subdominios se presenta mas lenta es la convergencia. Al considerar
la malla gruesa del dominio para obtener un mejor precondicionador, se tiene

My 'b =M 'b+ RoAy ' R{b
donde el segundo término esté asociado a la correccion dada por la malla gruesa.
Esta dltima parte se puede definir por el método de elementos finitos multiescala,
a esto se le llama método aditivo de dos niveles de Schwarz. Teniendo en cuenta
este altimo método, se determina que para problemas elipticos

H2
cond(M~1A) < CA (1 + % )
la cual C es una constante, 5 esun subreposicion, H es el didmetro de la vecindad
w; y

1
A = max
1<i<Ns Ap,,,

donde en la vecindad w; se usan los vectores propios {¢;} asociados a los menores
valores propios {\;} para 1 <1 < L;. Observe que CA no depende del contraste 7
si se toma suficientes valores propios [12].

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se exponen métodos iterativos que combinan ideas de descom-
posicion de dominio con ideas de elementos finitos multiescala para la solucion de
la ecuacion de reaccidon-difusion.

Estos métodos han sido expuestos en [11] y [12] para mostrar como estas técni-
cas pueden ser usadas para aliviar el tiempo computacional de una ecuaciéon de
reaccion-difusion en medios heterogéneos con multiples escalas y alto contraste.

En este trabajo también se presentaron de forma detallada los conceptos rela-
cionados a la ecuaciéon de reaccidon-difusion, los conceptos sobre elementos finitos
multiescala y descomposicién de dominio, con el objetivo de darle solucién a los

problemas que se presentan a la hora de resolver esta ecuacion.

Un detalle importante presentado por [11] es la complicacion que las variaciones
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del coeficiente x(x) y el contraste presente en el mismo afectan negativamente el
niumero de condicién de este sistema lineal obtenido. Por lo que se requieren téc-
nicas iterativas como las expuestas en este trabajo para resolver estos sistemas de
ecuaciones.

Este trabajo se puede considerar como punto de partida para una futura inves-
tigacion donde se hagan experimentos numeéricos para comprobar la eficiencia de
los métodos, para ello se sugiere realizar implementaciones de estos métodos en un
lenguaje de programacion.

10.

11.

12.
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VISION ALGEBRAICA: BASES DE GROBNER EN VISION
COMPUTACIONAL

LEONEL OBANDO

ABSTRACT. En este articulo se estudiaran los fundamentos tedricos para en-
frentar problemas de visién computacional utilizando enfoques algebraicos. El
estudio se centra en las bases de Grobner para ideales generados por los poli-
nomios involucrados en un sistema de ecuaciones polinomiales. Se propone el
algoritmo de Buchberger cldsico para el cilculo de estas bases y se propone
cémo obtener una versién reducida de estas bases.

This article will study the theoretical foundations for addressing computer
vision problems using algebraic approaches. The study focuses on Grobner
bases for ideals generated by the polynomials involved in a system of polyno-
mial equations. The classic Buchberger algorithm is proposed for computing
these bases, along with a method for obtaining a reduced version of these bases.

1. INTRODUCCION

Las computadoras, desde su creacién, se han utilizado para resolver, con mayor
eficiencia, problemas o tareas realizadas anteriormente por el ser humano. Los con-
stantes y acelerados avances tecnoldgicos han logrado que las computadoras puedan
realizar trabajos especificos mas alld de ejecutar de célculos complejos con precisién.
Por ejemplo, la robética ha intentado emular el movimiento y la forma humana,
la inteligencia artificial busca imitar los procesos cognitivos del ser humano y la
vision computacional tiene como objetivo reproducir el proceso de visién humana.
Mas especificamente, en vision computacional se estudia como las computadoras
pueden adquirir, procesar, analizar y entender la informacion contenida imagenes
en 2D del mundo real de manera muy similar a como lo hacemos los humanos con
el minimo esfuerzo cada dia. Algunas aplicaciones en radiacién, procesamiento de
sefiales, reconocimiento de patrones pueden encontrarse en [9].

Muchos de los problemas de vision computacional involucran la solucién de un
sistema de ecuaciones polinomiales. Estos sistemas pueden resolverse utilizando
métodos iterativos como el conocido método de Newton. Sin embargo, los métodos
iterativos estan ligados a un determinado orden de convergencia y a adecuada
eleccion de la aproximacién inicial. Una alternativa a estos métodos consiste en
eliminar variables del sistema utilizando métodos algebraicos provenientes de ge-
ometria algebraica. A esta fusién entre la visién computacional y la geometria

Fecha: 21 de agosto de 2023.
Palabras y frases clave. Visién Computacional, Visién algebrica, Bases de Grébner, Algoritmo
de Buchberger.
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2 LEONEL OBANDO
algebraica se le conoce como vision algebriaca.

La técnica especifica de geometria algebrica para resolver sistemas de ecuaciones
polinomiales que forma parte principal de este articulo consiste en las bases de
Grébner tienen aplicaciones en una variedad de campos, incluida la geometria alge-
braica y la visién computacional [3]. En esencia, una base de Grobner es un conjunto
especial de polinomios que puede representar y describir completamente un ideal
en un anillo de polinomios. La principal caracteristica de una base de Grébner
es que tiene la propiedad unica de transformar cualquier polinomio perteneciente
al ideal original en una forma simplificada y especifica. El proceso de cédlculo de
bases de Grobner involucra el algoritmo de Buchberger, que toma un conjunto de
polinomios generadores de un ideal y genera iterativamente nuevos polinomios que
forman la base de Grobner. Estos polinomios ayudan a simplificar los cdlculos y a
analizar propiedades algebraicas.

En este articulo se estudia en profundidad las bases de Grobner, sus propiedades
principales, el algoritmo de Buchberger para calcular bases de Grébner con el ob-
jetivo de comprender una de las técnicas algebricas mas utilizadas en visién com-
putacional.

2. JUSTIFICACION

El potencial de las técnicas de visién computacional se manifiesta en una gran
variedad de dreas. Se han utilizado tecnologias de reconocimiento 6ptico de carac-
teres (OCR) para la identificacién de vehiculos mediante sus placas en [13]. Simi-
larmente, ramas de la medicina como cardiologia, patologia, dermatologia y oftal-
mologia se han visto beneficiadas de la combinacién de inteligencia artificial con
visién computacional [6]. Recientemente, la visién computacional ha servido como
un pilar para el desarrollo de vehiculos auténomos como el caso de vehiculos aéreos
no tripulados (UAV) [10]. Por lo tanto, el desarrollo de métodos que permitan
resolver problemas de vision computacional puede significar avances tecnolégicos
interesantes en diferentes areas de la ciencia.

Dentro de las lineas de investigacién de la Universidad Nacional Auténoma
de Honduras (UNAH), este articulo puede ser ubicado en el eje de investigacién
Poblacion y Condiciones de Vida dentro del tema prioritario Cultura, ciencia y
educacion. Esto debido a que el objetivo del presente estudio es la divulgacién
cientifica. Asi mismo, los problemas de visién computacional que se buscan re-
solver con el contenido de este articulo pertenecen a la linea de investigacién de
Modelacion Matemdatica de la Orientacion en Ingenieria Matematica de la Maestria
en Matematica de la UNAH.

3. ANTECEDENTES

El desarrollo de las bases de Grobner ha marcado un hito fundamental en el
campo del algebra computacional, transformando la manera en que abordamos
problemas algebraicos y geométricos. Desde su concepcién en 1965 por el matematico
Bruno Buchberger [2], las bases de Grobner han evolucionado desde ser una idea
innovadora hasta convertirse en una herramienta esencial con aplicaciones que se
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extienden a una variedad de disciplinas, incluida la visién computacional.

En sus origenes, Bruno Buchberger propuso las bases de Grébner como una
manera sistematica de abordar la teoria de ideales y resolver sistemas de ecua-
ciones polinomiales. Su algoritmo, llamado Algoritmo de Buchberger proporcioné
un método efectivo para calcular estas bases, que se convirtieron en un marco unifi-
cador para entender la estructura algebraica subyacente de los ideales polinomiales.
Durante la década de 1970, estas bases comenzaron a revelar su potencial en el
ambito de la geometria algebraica y el dlgebra conmutativa [4].

A medida que avanzaba la década de 1980, los investigadores como H. Méller y
Teo Mora [12] contribuyeron a la refinacién y mejora de los algoritmos de célculo
de bases de Grobner. Estos algoritmos permitieron manejar sistemas de ecuaciones
mas grandes y complejos, ampliando las aplicaciones en la geometria algebraica, la
resolucién de sistemas de ecuaciones y la teoria de cédigos [8]. En la década de
1990, la interseccién de las bases de Grobner con la visiéon computacional comenzé
a vislumbrarse, ya que problemas de correspondencia de puntos y reconstruccion
3D requerian un enfoque algebraico [17].

La década de 2000 marcé un periodo de expansion para las bases de Grobner,
ya que encontraron aplicaciones en dreas como la criptografia [1] y la resolucién
de sistemas polinomiales en campos finitos [7]. Investigadores como Bernd Sturm-
fels [16] y Michael Stillman [14, 15] jugaron un papel clave en la implementacién
y optimizacién de algoritmos relacionados con las bases de Grobner. A medida
que avanzamos en el siglo XXI, las bases de Grébner se mantienen relevantes en la
resolucién de problemas algebraicos y geométricos, incluso en aplicaciones interdis-
ciplinarias.

Hoy en dia, las bases de Grobner siguen influyendo en diversos campos, y su
interseccién con la visién computacional ha permitido abordar problemas complejos
en la percepcién visual. Investigadores como Zuzana Kukelova [11] han demostrado
cémo las bases de Grobner pueden aplicarse en la calibracién de camaras y la
reconstruccién tridimensional, lo que muestra cémo esta herramienta algebraica ha
evolucionado para abordar desafios en la resolucién de sistemas polinomiales en
contextos practicos.
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4. PRELIMINARES

Para estudiar las bases de Grobner, es indispensable tener una comprensién
sobre la teoria algebraica de polinomios. Debemos comenzar definiendo qué es un
monomio.

Definicién 4.1 (Monomio). Un monomio en las variables x1,zs,...,2, es un
producto de la forma

(4.1) ztxs?

donde todos los exponentes aq, as, . .., o, son enteros no negativos. El grado total
de este monomio es la suma o1 + as + - - + .

Podemos simplificar la notacién escribiendo o = (a1, ag, ..., @) v asi
a a1, Qo @
% =ty xnn.
Definicién 4.2 (Polinomio). Un polinomio f en las variables x1, xo, ..., 2, con

coeficientes en un campo k es una combinacién lineal finita (con coeficientes en k)
de monomios. Escribiremos entonces:

(4.2) f= Zaaﬂca, an €k

«@
donde la suma es sobre todas las n-tuplas a« = (a1, as,...,a,). El conjunto de
todos los polinomios en x1,...,2, se denota como k[xy,...,2,] vy lo llamaremos

anillo polinomial.

Definicién 4.3. Sea f = )"  a,z® un polinomio en k[z1, ...,z

i) Llamamos a a, el coeficiente del monomio .
i) Siaq # 0, llamamos a a,z® un término de f.
iii) El grado total de f # 0, denotado por deg(f), es el maximo || tal que el
coeficiente a,, es no nulo.

Definicién 4.4 (Variedad Afin). Sea k un campo y sean f1, fa, ..., fs polinomios
en k[z1,...,z,]. Definamos
(4.3)

V(fi,.... fs) ={(a1,...,an) € k" fi(ar,...,an) =0, para cada 1 <i < s}

como la variedad afin definida por fi,..., fs.

En otras palabras, una variedad afin no es mas que el conjunto de soluciones del
sistema polinomial

fl(-r17--~7xn) = O
(4.4) :

fs(z1,...,xn) = 0
Definicién 4.5 (Ideal Generado). Sean f1, fo, ..., fs polinomios en k[z1, . .., Z,].
Llamaremos ideal generado por fi, fo,..., fs a

(4.5) (f1, for .- os fs) = {th | h1,...,hs € k[:cl,...,xn]}
i=1
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5. ORDEN MONOMIAL

El propésito de esta seccion es sentar las bases para extender el algoritmo de la
divisién de polinomios en k[x] en el cual, dados los polinomios f, f € k[z] con g # 0
existen ¢,r € k[z] tales que

f(x) = q(@)g(z) + r(z)
donde deg(r) < deg(g). Esta tltima condicién implicitamente estd imponiendo

un orden en los polinomios de una variable. En esta seccién lo haremos de forma
explicita para monomios en general y, por extension, a polinomios en general.

Definicién 5.1 (Orden Monomial). Un orden monomial > para el conjunto de
los monomios x* es un orden total que satisface

1) Six®> x? y X7 es cualquier monomio, entonces x*x7 > xAx7.
2) El conjunto de monomios con el orden > es un conjunto bien ordenado.

Los érdenes monomiales mas frecuentemente utilizados son los sigientes:

Definicién 5.2 (Orden Lexicogréafico). Diremos que x% >, x? cuando en
a—f3 € Z" la primera entrada no nula (leyendo de izquierda a derecha) sea positiva.

Definicién 5.3 (Orden Lexicografico Graduado). Diremos que X > e xP
cuando

la| > |B] o bien |a| = |B| pero % >¢p 2
Es decir, el orden esta determinado por el grado del monomio en primer lugar y en
caso de empate se resuelve con el orden lexicografico usual.

Definicién 5.4 (Orden Lexicografico Inverso Graduado). Diremos que X > grepiex
x? cuando |a| > |B| o bien |a| = |B| y la primera entrada no nula (leyendo de
derecha a izquierda) de a — 8 € Z™ sea negativa.

Con estas opciones de érdenes monomiales, la sigiuente tarea consiste en poder
ordenar los términos de un polinomio dado.

Ejemplo 5.5. Dado el polinomio f = 4xy?z+422 — 523+ 722?22 podemos ordenarlo
de diferentes formas segin el orden elegido:

Orden Lexicografico: f = —5x3 + 72222 + 4xy?2z + 422
Orden Lexicografico Graduado: f = 72222 + 4xy?z — 523 + 422

Orden Lexicografico Inverso Graduado: 4xy%z 4+ 72222 — 523 4 422

Con el orden definido, podemos definir la siguiente terminologia:

Definicién 5.6. Sea f =) a,x® un polinomio no nulo en kfz1,...,z,] y sea >
un orden monomial.

i) El Término Principal de f es LT(f) = agz® donde 2% es monomio més
grande que aparece en f con respecto a >.
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ii) El Coeficiente principal de f, denotado LC(f), es el coeficiente del
término principal.

iii) El Monomio Principal de f es LM (f) = LT(f)/LC(f)

6. BASES DE GROBNER

Con lo anterior expuesto podemos enunciar el siguiente teorema cuya demostracién
se encuentra en [5]

Teorema 6.1 (Algoritmo de la Divisién). Sea > algin orden monomial en k[x1,. .., ]
ysea F = (f1,..., fm) un conjunto ordenado de polinomios en k[z1,...,x,]. Luego,
todo polinomio f € k[x1,...,x,] puede escribirse como

(6.1) f=ah+aefet+ - +qnfm+r

donde q;,r € klx1,...,zn], © = 1,2,...,m son polinomios tales que LT(f) >
LT(f:qi) con respecto a > yr =0 o bien, es una combinacion lineal de monomios
que no son diwisibles por ninguno de los LT(f;), i = 1,2,...,m. Llamaremos a r

el residuo de la division por F' y lo denotaremos como r = f .

La necesidad de que el conjunto de polinomios F' sea ordenado radica en que
para llevar a cabo este algoritmo se debe empezar haciendo divisiones sucesivas
entre f1 hasta obtener ¢; de modo que LT (f — f1¢1) no sea divisible entre LT'(f1).
Se repite el procedimiento con los demds polinomios de F' en ese orden especfico.
Resulta que el orden en el que estén las funciones puede alterar el residuo obtenido.

Ejemplo 6.2. Sean f =22y +2y® + 42, fi=y>—1y fo =2y — 1. Con el orden
lexicografico con x > y

i) Si F = (f1, f2), obtenemos que TF =2z + 1 ya que
y+ay’ +y’ = (e +1)(y° - 1) +afey—1) + 2z +1
ii) Si F' = (fa, f1), obtenemos que TF =z +y+1yaque
(z+y)(ry—-D+1- - +r+y+1

La existencia de las bases de Grobner para cualquier ideal I de k[zy,...,z,)
comienza en que dicho ideal debe estar generado por un conjunto finito de poli-
nomios. Esto lo garantiza el sigiuente teorema demostrado en [5]:

Teorema 6.3 (Teorema de la Base de Hilbert). Cada ideal I C k[z1,...,x,] tiene
un congunto generador finito. Es decir, I = (g1,...,g:) para algunos g1,...,g¢ € I.

Sabiendo esto, a todo ideal polinomial puede calcularsele una base de Grobner
la cual se define como:

Definicién 6.4 (Bases de Grobner y Algoritmo de Buchberger). Sea I un
ideal y > un orden monomial en k[z1,x2,...,2,]. Una base de Grobner para I
con respecto a > es un conjunto de polinomios G = {g1,92,...,91}, G C I con la
propiedad de que para cada polinomio no nulo f € I, LT(f) es divisible por LT(g;)
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para algun 3.

Estas bases de Grobner son importantes debido a las sigientes dos propiedades
demostradas en [5]:

1) Sea I C klx1...,x,] un ideal y sea G = {g1,...,¢:} una base de Grobner
para I. Entonces dado f € k[z1,...,z,], existe un tnico r € k[z1,..., k]
tal que:

a) Ningin término de r es divisible por alguno de LT (¢1), ..., LT (g:)-
b) Existe un polinomio g € I tal que f = g+ r.

ii) Un polinomio f € I siy solo si ?G =0.

La primera de las propiedades destaca que, en el caso particular que F' = G en el
Teorema 6.1, no importa el orden en el que se coloquen los elementos de G siempre
se obtendra el mismo residuo.

Definiremos ahora la tltima herramienta que nos permitira construir el algoritmo
de Buchberger.

Definicién 6.5. Sean f, g € k[x1, ..., 2,] polinomios no nulos.

i) Sean LM(f) = z® y LM(g) = 2” y sea v = (y1,...,7,) donde v; =
max(«;, 8;) para cada i. Llamaremos a 27 el Minimo Comun Miiltiplo
de LM(f) y LM(g).

ii) El S-polinomio de f y g es la combinacién lineal

Y x

= T )’

(6.2) S(f.9)

donde z7 es el minimo comin multiplo de f y g.

El objetivo del S-polinomio es obtener un polinomio a partir de f y g que elimine
sus términos principales y se obtenga asi un polinomio mas pequeno en el orden
especificado.

El criterio méas importante para saber si un conjunto de polinomios dado es una
base de Grobner se encuentra en el siguiente teorema demostrado en [5]:

Teorema 6.6 (Criterio de Buchberger). Sea I un ideal de polinomios. Un congunto
finito de polinomios G = {g1,92,-..,91}, G C I es una base de Grébner de I siy

G
solo si S(f,g) =0 para todos los pares i,5 € {1,2,...,1}, con i # j.

El siguiente algoritmo permite calcular una base de Grébner a partir de un con-
junto inicial de polinomios F = {f1,..., fm}-
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Algorithm 1: Algoritmo de Buchberger

Data: F = {f1,..., fm}

Result: Una base de Grobner G = {¢1,...,9:} para I = (f1,..., fm) con
FcCd

G=F;

do

G' =G,
for cada par p,q tal que gp,9, € G' con p # q do

S =50 00) :
if S # 0 then
‘ G=GU{S}
end
end
while G = G/;

En este algoritmo se inicia con un conjunto de polinomios f1, ..., fi,, los cuales
perfectamente podrian ser polinomios que definen un sistema polinomial como en
la ecuacién (4.4). Se empieza poniendo como candidato a la base de Grdbner al
propio conjunto de polinomios G = {fi,..., f;} . Posteriormente se calculan los
S-polinomios entre cada par de elementos de la propuesta base. Si el S-polinomio
no deja residuo cero al dividirse entre G, entonces se anade el S-polinomio a la base
y se repite todo el proceso hasta que todos los S-polinomios dejan residuo cero al
dividirse entre G. Se garantiza que el algoritmo termina en una cantidad finita de
pasos por el Teorema de la Base de Hilbert. El ideal generado por fi,..., f,, debe
de tener una base de Grobner finita.

Sin embargo, tenemos el problema de que probablemente la base de Grobner
resultante del algoritmo sea bastante grande ya que incluye al conjunto F'. Los
siguentes resultados, demostrados en [5], proponen un método de reducir el tamafio
de estas bases de Grobner y que la versién més reducida posible es tinica para cada
ideal.

Teorema 6.7. Sea G una base de Grobner de I C klxy,...,2x,]. Seap € G un
polinomio tal que LT (p) € (LT(G)). Entonces G\{p} es también una base de
Griobner de I.

Podemos aplicar iterativamente este teorema hasta obtener:

Definicién 6.8 (Base de Grobner Reducida). Una base de Grébner reducida
para un ideal polinomial I es una base de Grobner G para I tal que

i) LC(p) = 1 para todo p € G.
ii) Para todo p € G, ningtin monomio de p estd en (LT (G\{p})).

Teorema 6.9. Sea I # {0} un ideal polinomial. Entonces, dado un orden mono-
mial, I tiene una base de Grobner reducida. Mds aun, esta base de Gréobner reducida
es unica.
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7. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

A lo largo de este articulo se ha podido evidenciar el potencial que tienen las
bases de Grobner cuando de resolver sistemas de ecuaciones polinomiales se trata.
El algoritmo de Buchberger para calcular bases de Grobner y el Teorema 6.9 nos
permite partir de un sistema de ecuaciones polinomiales y, en lugar de buscar di-
rectamente la solucién, estudiamos el ideal generado por dichos polinomios para
encontrar la base de Grobner reducida del ideal. Nos quedard asi un sistema poli-
nomial mucho mds sencillo que el original.

Sin embargo, el algoritmo de Buchberger realiza un nimero considerable de itera-
ciones. Se estudiard cudl es el orden del nimero de operaciones realizadas por este
algoritmo. Ademsds, se estudiardn versiones mejoradas del algoritmo y se buscara
realizar implementaciones en Python, Matlab o Mathematica para realizar experi-
mentos numéricos y evaluar el desempeno de las diferentes variantes del algoritmo
de Buchberger.

Por otro lado, se hard un estudio més profundo de las técnicas de inteligencia
artificial que utilizan este algoritmo en problemas de reconstruccién de iméagenes
3D a partir de un determinado numero de imagenes 2D. O bien, en problemas de
calibracién de cdmaras como los planteados en [11].
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE CURVAS ELIPTICAS Y SU
USO EN CRIPTOGRAFIA

CARLOS URRUTIA

ABSTRACT. Since the introduction of the public key concept in cryptography,
the potential to use the discrete logarithm problem has been developed, which
is defined as the problem of calculating logarithms with respect to the genera-
tor on a multiplicative group of modulo prime integers. The ideas proposed to
address this problem can be extended to arbitrary groups, and as a particular
case of interest the groups of elliptic curves. The following document presents
the development of the elementary theory of elliptic curves and its use in the
development of cryptosystems and implementation.

RESUMEN. Desde la introduccién del concepto de llave publica en la crip-
tografia, se ha desarrollado el potencial de utilizar el problema del logaritmo
discreto, el cual se define como el problema de calcular logaritmos con respecto
al generador en un grupo multiplicativo de enteros modulo primo. Las ideas
propuestas para abordar dicho problema pueden ser extendidas a grupos ar-
bitrarios, y como caso particular de interés los grupos de curvas elipticas. En
el siguiente documento se presenta el desarrollo de la teoria elemental de las
curvas elipticas y su uso en el desarrollo de criptosistemas e implementacién.

1. INTRODUCCION

En tiempos modernos, el desarrollo de la tecnologia ha permitido ampliar las
formas de transmisién de informacién que ahora se han incorporado como parte
fundamental del quehacer diario, ya sea en envio de un correo electrénico, mensajes
de texto, pagos con tarjetas de crédito, etc. Todas estas actividades requieren un
cierto nivel proteccion y seguridad de la informacién que se estd comunicando, es en
este punto donde la criptografia resulta ser util para dicho propdsito. En este doc-
umento se presenta una introduccién de los conceptos y herramientas matematicas
basicas para el desarrollo tedrico e implementacion de criptosistemas basados en
curvas elipticas. Para el desarrollo de la teméatica se comenzara presentando las
ideas alrededor del concepto de llave publica y el problema de logaritmo discreto
presentados por los matematico Diffie y Hellman [1], para luego abordar la idea del
uso de grupos de puntos sobre una curva eliptica definida sobre un campo finito en
un criptosistema de logaritmo discreto propuesta de forma independiente por N.
Koblitz [2] y V. Miller [3]. La implementacién de los sistemas de curvas elipticas
sobre el grupo multiplicativo de un campo finito presenta como ventaja principal
la ausencia de un algoritmo de tiempo sub - exponencial (como los de tipo “index-
calculus”) para encontrar logaritmos discretos en estos grupos. En consecuencia, al
utilizar un grupo de curvas elipticas que es méas pequeno en tamano y manteniendo
el mismo nivel de seguridad, resulta en tamanos de clave mas pequenos, ahorro de

Fecha: August 15, 2023.
Palabras y frases clave. Criptografia, Llave publica, Curvas Elipticas.
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2 CARLOS URRUTIA

ancho de banda e implementaciones més rapidas, caracteristicas que son especial-
mente atractivas para aplicaciones de seguridad donde la potencia computacional
y el espacio de almacenamiento es limitado, como pueden ser tarjetas inteligentes,
computadores personales, dispositivos inalambricos, etc.

1.0.1. Justificacion. Por lo anterior expuesto es importante senalar los beneficios
de la investigacion en el area de la criptografia, ya que desempena un papel funda-
mental en la sociedad actual debido a su impacto en miltiples aspectos de nuestra
vida diaria. A medida que el mundo se vuelve cada vez mas digitalizado y conec-
tado, las aplicaciones de la criptografia se vuelven indispensables para garantizar
la seguridad, integridad y privacidad de la informacién en diversos ambitos, lo que
contribuye de forma directa al desarrollo social, industrial y cientifico de un paifs.
Lo que resulta acorde con los intereses académicos y vinculativos con la sociedad
hondurena de la Universidad Nacional Auténoma de Honduras.

2. ANTECEDENTES

2.1. La criptografia moderna. Se considera el nacimiento de la criptografia
moderna con la publicacién del articulo “Communication Theory of Secrecy Sys-
tems” por parte del matemdtico Claude Shannon [4] donde se comienza a tratar
la criptografia desde un punto de vista matematico a través de lo que se deno-
mina la teoria de la informacién. A partir de este punto la criptografia comienza
a desarrollar con el tnico proposito de transmisién de informacién secreta, pero a
finales del siglo XX el desarrollo de la informatica comienza a dar lugar a nuevas
aplicaciones de la criptografia como son los protocolos de autenticacién, seguri-
dad de transacciones electrénicas, verificacién de integridad de datos, pruebas de
conocimiento cero, etc. Todo el desarrollo comienza a requerir un trabajo conjunto
con lo que se denominé criptoandlisis [5] (estudio de los sistemas criptograficos y
sus debilidades) para en conjunto describir lo que es la criptologia [6] (conjunto de
técnicas para la transmisién de informacién de forma secreta), de aqui derivamos en
uno de los conceptos fundamentales de la teoria criptografica, la definiciéon formal
de un criptosistema [7].

Definicién 2.1. Un criptosistema es una 5 - tupla (P,C, K, £, D) que satisface las
siguientes condiciones:
e P : es el conjunto finito posible de texto;
e C : es el conjunto finito posible de texto cifrado;
e /C : es el conjunto finito de llaves posibles;
e Para cada K € K, existe una llave de encriptacion ex € £ y le corresponde
una regla de desencriptacién dig € D. Cada ex : P — Cy dx : C — P son
funciones tales que di (ex(z)) = x para todo posible texto z € P.

De la definicién se comienza a clasificar los criptosistemas en, sistemas de llave
privada y sistemas de llave ptiblica, los criptosistemas de llave privada son sistemas
en los que las partes que intercambian informacion conocen las funciones ey y dy
o la llave K de encriptaciéon y en el casos de los sistemas de llave publica, cada
parte que intercambia informacién tiene un par de funciones (ex,dy) de donde ex
es publica y donde d es la llave privada la cual depende directamente de ex pero
no es computacionalmente factible determinar dy a partir de e, este es el esquema
propuesto por los matemdticos Diffie y Hellman (1976)[1], donde las funciones ex
son la exponenciacién en un grupo multiplicativo finito y determinar dx requiere
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resolver el problema del logaritmo discreto.

Una de las desventajas del modelo de llave publica es que se considera muy lento,
los mismos autores proponen protocolos de intercambio de llaves junto con el las
ideas de la firma digital para solventar dicha desventaja, que a pesar de las mismas
desventajas, es un concepto ampliamente utilizado que an dado lugar a nuevos tipos
de criptosistemas, por ejemplo el criptosistema de Massey - Omura [8], el criptosis-
tema de ElGamal [9] y el criptosistema de Ciss - Cheikh - Sow [10].

En (1985) de forma independiente N. Koblitz [1] y V. Miller [3] proponen el uso
de grupos de puntos en curvas elipticas definidas sobre campos finitos en criptosis-
temas de logaritmo discreto, que ha dado paso formas maés seguras de aplicaciones
ya conocidas de la criptografia y nuevas aplicaciones que han surgido con los re-
cientes avances tecnoldgicos como son la seguridad en comunicacion de vehiculos
autéonomos, voto electrénico, blockchain, criptomonedas, reconocimiento 6ptico,
ete. [11].

3. CoNcCEPTOS BAsicos

3.1. Curvas Elipticas y leyes de grupo.

3.1.1. Curva Eliptica.

Definiciéon 3.1. Una curva eliptica F sobre un campo K, es una curva con una
ecuacién de la forma y? + a1xy + asy = = + asx? + aux + ag para coeficientes
apropiados a1, as, as, a3, aq, a6 € K. Esta expresion es llamada la forma Weierstrass
de E.

Sera de nuestro interés, considerar los campos de ntimeros racionales Q, niimeros
reales R, ntmeros complejos C y el de los ntmeros enteros modulo p es decir
F, = Z/pZ. También se debe mencionar que la forma definida anteriormente no es
la forma mas simple de una curva eliptica, siempre que la caracteristica de K no sea
2 0 3, podemos simplificar la expresién completando el cuadrado con respecto a y y
completando el cubo con respecto a x, esto lo podemos llevar a cabo considerando
v =y+ (%) + (%) vy =x+ (%), para concluir (y')? = (2')% 4+ A(z') + B
forma a la cual se le llamaremos reduccién de la forma de la forma de Weierstrass,
la cual resulta mucho mas sencilla de manejar en términos de computo.

Una caracteristica importante que en general cumplen las curvas elipticas de la
forma y? = 3+ Az + B es que siempre son simétricas con respecto al eje x, es decir
que se verifica que si (x,y) satisface la ecuacién también (z, —y).(Ver figura 1)
Uno de los elementos geométricos que serda de nuestro interés es la recta tangente
a la curva F, la cual puede ser determinada utilizando derivaciéon implicita esto es

, 3z + A

==,

que 322 + A no sea cero, esto puede ocurrir cuando 23 + Az + B tiene raices en
comun con su derivada 3% + A lo que es equivalente a decir que x4+ Ax + B tiene
doble raiz.

, expresion que nos permite establecer que ¢ = oo cuando y = 0 dado

Definicién 3.2. Si el polinomio x> + Az + B tiene raices repetidas, decimos que
la curva eliptica y2 = 23 + Az + B es singular. En caso contrario decimos que la
curva eliptica es no singular. Una curva es singular si y solo si su discriminante
A =—16(4A3 +27B%) =0
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El punto singular de la curva geométricamente ocurre cuando la curva se cruza
consigo misma, a este tipo de singularidad la llamamos nodo y algebraicamente
cuando el polinomio #3 + Ax + B tiene doble raiz.(Ver figura 2)

3.1.2. Leyes de Grupo. La propiedad fundamental de una curva eliptica y lo que
la hace 1til, es que si tenemos dos puntos en la curva, podemos construir un ter-
cer punto que pertenece a la curva. De esta idea podemos establecer los pasos a
considerar para determinar dicho punto:

(1) Suponemos Py = (zy1) y P> = (x2,y2) dos puntos distintos sobre una
curva eliptica F : 4% = 23 + Az + B.

(2) Trazamos una recta que pasa por los puntos P; y Pa, asegurando que la
recta L interseca E en un tercer punto (). Suponemos que la recta L es de
la forma y = ma 4+ b y que no es vertical. (Se considerard posteriormente
dicha situacién)

(3) La interseccién entre L y E son las soluciones al sistema

y=mzx—+b
yv=xz3+Azx+ B

lo que es equivalente a resolver la ecuacion cubica
3+ (—=m)a® 4+ (A —2mb)z + (B —b*) =0

sin embargo, conocemos dos raices * = x1 y * = X2, por lo que se tiene
garantizado el tercer punto Q.

Una vez considerados estos pasos para determinar un tercer punto, podemos utilizar
la propiedad de simetria de la curva para determinar otro punto, esto es, si P =
(x,y) pertenece a la curva entonces el punto —P = (z, —y) también pertenece a la
curva.

Definicién 3.3 (Ley de Grupo - 1). Si P; y P, son dos puntos distintos sobre la
curva eliptica E : y? = 2+ Az + B, sea Q = (2, y’) un tercer punto de interseccién
de F con la recta L que pasa por los puntos P; y P». Se define la suma P; + P,
como el tercer punto —Q = (2/, —y').

Notar que la suma P; + P> no es la suma de componentes correspondientes
entre los puntos P; y P». También se debe hacer notar que si consideramos dos
puntos sobre y? = 3+ Az + B tales que uno es reflexién vertical del otro, la recta no
interseca la curva nuevamente, situacién que serd remediada considerando un punto
sobre la curva al que llamamos punto en infinito en que denotaremos simplemente
por oo y que se considera como punto de la recta vertical.

Ejemplo 3.4. Considerar los puntos Py = (1,2) y P2 = (3,4) sobre la curva eliptica
y? = 2% — Tz + 10, para determinar la suma P; + P, y la suma (P, + P) + P.
Siguiendo el esquema de construccion dado, tenemos que:

(1) La ecuacién de la recta L tiene la forma y = x + 1.

(2) Lo que implica resolver

=23 —7x+10

obteniendo la coordenada x = —3 y por tanto el punto Q = (—3,—2).
(3) De lo anterior concluimos P, + P, = —Q = (-3, 2).

{y2 ySrtl — =2 -9 +9=0 = (z—-1)(z—3)(z+3)=0
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Ahora, para determinar (P, +P»)+ P> seguimos un procedimiento similar al anterior:

1
(1) La ecuacién de la recta L tiene la forma y = 3% +3.
(2) Lo que implica resolver

1
:>x?’f§:17279x+1:0:> (:1:9)(;1:+3)(z3)0

y? =23 — Tz + 10

1 1 82
obteniendo la coordenada x = 9 y por tanto el punto Q) = (9, ;)
1 82

(3) De lo anterior concluimos que (P; + P2) + Py = <9, 27) (Ver figura 3)

Ahora se debe considerar definir el caso en que se desea calcular P + P, este
casos se puede entender como la aproximacién de P a P; es decir P — P; de esta
idea es que podemos entender a la recta L como la recta tangente a E en el punto
P; y tomar el punto —(@) de reflexién del punto de interseccién de L con E.

Definicién 3.5 (Ley de Grupo - 2). Si P es cualquier punto sobre la curva
E :y? = 2%+ Az + B, sea Q = (2/,9') el punto de interseccién de E con la
recta L tangente a F en el punto P. Definimos la suma P + P como el punto

_Q = (.’L‘l, _y/)

Ejemplo 3.6. Considerar los puntos P; = (1,2) y P> = (3,4) sobre la curva eliptica
y? = 2% — Tz + 10, para determinar la suma P> + P> y la suma (P, + P) + P;.
Siguiendo la definicién, procedemos con los siguientes pasos:

3x2 — 7
(1) Utilizando la diferenciacién implicita determinamos y' = con lo
5 7
que podemos determinar la ecuacién de la recta tangente L : y = iz — 3

(2) Luego debemos resolver

5 7

by=35r—5 25 21 9
2 2 = 2°— - =0 = <

B2 x—1>(x+3)(x—3):0

4
y? =% — Tz +10

1 1 2
obteniendo la coordenada x = 17 por tanto el punto Q = (4, _83>
. . 1 23
(3) De lo anterior concluimos que Py + P = Yy
Ahora, procedemos a determinar (Ps + P») 4+ P; siguiendo la ley de grupo - I:

(1) La ecuacién de la recta L que pasa por los puntos P, + Py y P; tiene la

forma + 19
rma Yy = ——& + —.
6 6

(2) Luego resolvemos
7 19

Y=g 4 1 1 1
6 6 - x37—9x2+lzf— =0 = <x - > <:c - > (z—1)=0

y? =23 — 7z + 10
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1 1 82
obteniendo la coordenada x = 9 y por tanto el punto @ = 9’ 27)
1 82
(3) De lo anterior concluimos que (P + P2) + P, = (9, —27) (Ver figura 4).
Observacién: Notar que (P + P2) + Po = (P2 + P2) + Py.

Theorem 3.7 (Ley de Grupo). Si K es cualquier campo y E es una curva eliptica
definida sobre K, entonces para cualesquiera puntos P, Py, Py, P3 sobre E, se
satisface lo siguiente:

(1) P, + P, = P, + P, - Ley Conmutativa.

(2) (P + P)+ P3s =P+ (Py+ Ps3) - Ley Asociativa.

(3) P+ o0o=00+ P =P - El punto 0o es identidad.

(4) P+ (—P)=(—P)+ P = oo - El punto inverso de P.

El teorema enunciado condensa los razonamientos presentados anteriormente y
ademas establece que bajo las operaciones definidas sobre E y el punto oo se define
un grupo abeliano.

Theorem 3.8 (Ley de Grupo - Forma Explicita). Sea Py = (z1,y1) y P2 = (%2,y2)
son puntos sobre la curva eliptica E : y?> = x®>+ Ax+B. Entonces P+ P = (3,y3)

donde w3 =m? — xy — 13, ys = —m(x3 — 1) — Y1 Y

2" si P+ Py
T2 — X1
323 4+ A
2y
si m infinito, entonces P; + Py = co.

st P1 = P2

3.1.3. Curvas Elipticas Modulo p. En esta seccion, se presentara la teoria desarrol-
lada utilizando curvas elipticas modulo p donde p es un nimero primo.
Consideraremos en el desarrollo de la seccién a p > 5. En este caso se debe senalar
que la curva y? = 2% + Az + B mod p es no singular cuando su discriminante
A = —16(4A3 — 27B%) mod p es distinto de cero.

En particular, se debe notar que una curva de esta forma siempre sera singular
modulo 2 y de forma mas general, los primos p para los cuales la curva es singular
mod p, son los primos los primos que dividen el discriminante A.

Ejemplo 3.9. Consideraremos los puntos P; = (1,3), P, = (0,2) sobre la curva
y?> =23+ 42 +4 mod 5 y determinaremos P, + P5, P, + P;.

(1) Py + P»: Siguiendo el esquema desarrollado para este caso, tenemos que:
o P1+P2:(I,y)

9 _

e x=m>—1-0=0 mod5=0 : mzigzl
0-—1

e y=—(1)(0—-1)—3=-2 mod5=3

o P +P=(0,3)
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(2) Py + Py: Siguiendo el esquema desarrollado para este caso, se tiene que:
e P+ P =(x,y)
ezx=m?-1-1=4—-2=2 mod5=2: m:% mod 5 =2
o y=(-2)2-1)—3=-5 mod5=0
e P+ P =(2,0).

Observacién: Se pueden determinar los puntos (0, 2), (0,3), (1,2), (1,3), (2,0), (4,2), -
(4,3) y oo (Ver figura 5).

Al determinar los puntos sobre la curva eliptica ' modulo p, es posible notar
que el numero de puntos determinados es cercano a p, esta observacién nos lleva a
considerar el siguiente teorema:

Theorem 3.10 (Hasse). Sea E una curva eliptica no singular definida sobre un
campo finito K con g elementos, entonces el nimero de puntos Ny(E) en E cuyas
componentes estdin en K, satisface |[N,(E) —q — 1] < 2,/3.

Podemos estimar la niimero de puntos que se deben esperar sobre una curva
eliptica modulo p, considerando que para z existe p posibles valores y para y pueden
ser 2, 1 o 0 dependiendo si, x es un valor cuadrado no cero, cero o no cuadrado
respectivamente.

Considerando el hecho que si p (primo) p > 3 existen % cuadrados no cero modulo
p, de forma que el niimeros de valores esperados para y dado un z particular es
% [2 . % +140- p2;1:| = 1 y dado que son posibles p valores podemos esperar a
lo mas 2p junto con el punto co sobre E, es decir 2p + 1.

De lo anterior podemos establecer la desigualdad 1 < N,(E) < 2p+1 y reescribirla
a la forma |[N,(E) —p — 1| < p. El teorema de Hasse mejora esta desigualdad
estableciendo la 2,/p, una cota menor y mucho mas cercano al valor que se obtienen
de puntos sobre E.

3.1.4. Orden de puntos. El objetivo de esta seccién es mostrar que el conjunto de
puntos en una curva eliptica modulo p es un grupo abeliano finito bajo la operacién
de adicién. Es requiere la siguiente definicion:

Definicién 3.11. Suponer la curva eliptica E definida sobre un campo K y un
punto P sobre E.

(1) Para cualquier entero positivo k, se define el punto kP como la suma
P+ P+---+ P y definimos (—k)P como el inverso aditivo —kP junto
—_———

k - elementos
con 0P = oo.

(2) El menor entero k para el cual kP = oo el llamado el orden de P y si tal
valor no existe, decimos que P tiene orden infinito.

(3) Un punto de orden finito es llamado un punto de torsién y un punto con
mP = oo es llamado un punto de m-torsién.
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Ejemplo 3.12. Determinaremos el orden el punto P = (1,3) sobre la curva
E:y? =23 +42x+4 mod 5, comenzamos considerando 2P = P+ P = (2,0) punto
determinado en ejemplo anterior, por lo que se tiene:

¢ 3P=2P+P=(L2):
Dado quem:%:fi% entonces r =m? —2—1 mod 5
=6 mod5=1yy=—(-3)(1-2)—0=-3 mod 5=2.

e 4P=3P+P=:
Dado que z1 = 1 y x5 = 1 podemos establecer que m es infinito, por lo que
4P = .
con lo que podemos concluir que el punto P = (1, 3) tiene orden 4.

Observacion: Podemos acelerar el proceso realizando el esquema
2P, 4P, 8P, ...,2J P junto con la diferencia, ademas en el caso de curvas elipticas
sin incluir el modulo, podemos hacer uso de la diferencia de forma méas inmediata,
es decir si conocemos P = (x,y) tenemos que —P = (x, —y).

Ahora se enunciaran algunas de propiedades del orden de puntos sobre curvas
elipticas:

Theorem 3.13. Suponer la curva eliptica E y P un punto sobre E.
(1) Si P tiene orden finito y mP = oo, entonces k divide m.
(2) Si mP = oo pero (%) P # oo para cualquier primo divisor ¢ de m, en-
tonces P tiene orden m.

(3) Si E es una curva eliptica modulo un primo p y N es el nimero de puntos
en E modulo p, entonce NP = 0o, en particular el orden de P divide a N.

Ejemplo 3.14. Mostraremos que el punto P = (1,3) tiene orden 15 en la curva
eliptica F : 42 = 234+ 42 +4 mod 13, esto requiere utilizar la estrategia de calcular
puntos con multiplicidad potencias de 2, podemos establecer

2P = (12,8), 4P = (6,6), 8P = (0,11), 16P = (1,3), y verificar que el punto
15P = 16P — P = o0.

3.1.5. Factorizacion con curvas elipticas. En esta seccion procederemos a desarro-
llar las ideas sobre el uso del algoritmo p — 1 de factorizacién de John Pollard [13]
utilizando curvas elipticas, ideas originalmente propuesta por Hendrik Lenstra [14].

Consideramos una curva eliptica modulo IV, donde IV es un entero no primo, tal que
el anillo Z/NZ no es un campo. Sin embargo comenzamos con E : y? = 23+ Az + B
y P = (a,b) punto sobre la curva £ mod N, lo que implica que b*> = a® + Aa + B
mod N de forma que podemos aplicar las formulas para determinar 2P, 3P, 4P, ...
que requieren la suma, resta, multiplicaciéon y divisién por niimeros que son primos
relativos a N.

Ejemplo 3.15. Sea F : y?> = 23 + 32+ 7 mod 187 y el punto P = (38,112) punto
sobre F, calcularemos 2P:
3(38)% +3

z=m?—38—38=10328 mod 182 =43 : m = 2112 mod 187 = 102
y = —(102)(43 — 38) — 112 mod 187 = 126 con lo que tenemos 2P = (43,126).
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Ahora procedemos a calcular 3P en forma similar a ejemplos anteriores de donde

obtenemos 3P = (54,105) y procedemos a calcular el punto 5P = 3P + 2P esto es:

105 — 126 .
m = 43— 11 mod 187, de donde debemos notar que no es posible

calcular el reciproco de 11, dado que MCD(187,11) = 11, por lo que no es posible
calcular 5P.

El resultado anterior nos revela la idea detrds del algoritmo de factorizaciéon con
curvas elipticas, ya que el no poder calcular el punto 5P nos revela que 11 es divisor
de 187 y nos permite determinar que 187 = 11 - 17.

Si consideramos la curva E mod 11 y el punto P = (38,112) = (5,2) mod 11,
podemos verificar que 5P = oo en E(Fq1), es decir que al intentar calcular 5P
mod 11 obtenemos el punto oo, dado que en el proceso de calculo intentaremos
realizar una divisién por cero. Pero en este contexto cero es el cero en Fi; por
lo que, realmente estamos determinado es el inverso multiplicativo ( mod 11) de
algun entero que es divisible por 11.

Basados en las ideas presentadas en el ejemplo anterior junto con las ideas del
algoritmo de Pollard se presenta el siguiente algoritmo de factorizacién utilizando
curvas elipticas [14]:

Algorithm 1 Algoritmo de Lestrand para factorizacion por curvas elipticas

Require: N: Valor entero a factorizar.
1. Sea P = (a,b) y B=b*—a®>— A-a( mod N).
2. Sea E una curva eliptica F : y?> = 23 + Az + B.
loop j =2,3,4,... hasta j < Alguna cota superior
3. Calcular Q=j-P( mod N)y P=Q
if Calculo en (3) falla then
4. Se determino d > 1 con d | N
end if
if d < N then
5. return d.
end if
if d = N then
6. Regresar a paso (1) y se selecciona una nueva curva E y punto P.
end if
end loop incrementa j < j + 1 e ir a paso (2)
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Ejemplo 3.16. Consideraremos el entero N = 6887 y el punto escogido aleato-
riamente P = (1512,3166) y el ntimero A = 14, valores con los que realizamos el
calculo B = 31662 — 15123 — 14 - 1512 mod 6887 = 19.

Considerando los valores anteriores establecemos los valores para la curva

E:y? =23+ 142 + 19 ( mod 6887) la tiene por punto a P.

Ahora procedemos a calcular los puntos:

n n!- P mod 6887

11- P = (1512, 3166)
21 P = (3466, 2096)
31 P = (3067, 396)
4l P = (6507,2654)
51 P = (2783, 6278)
6  6!-P=(6141,5581)

Al considera 7!P debemos utilizar el resultado 6!P = (6141, 5581) y determinar
7P que para ello vamos establecer que 7P = (p+2P)+4P = (984, 589)+ (203, 2038)
mod 6887 dado que P = (1512,3166) mod 6887, 2P = (3466,2996) mod 6887
y 4P = 2 - 2P = (208,2038) mod 6887. Pero al calcular 7P se necesita deter-
minar % mod 6887, lo que requiere determinar el inverso multiplicativo de
(—781)~! mod 6887, pero se tiene que MCD(—781,6887) = 71 lo que nos permite

concluir que 71 es un divisor no trivial de 6887 y la factorizaciéon 6887 = 71 - 91.

T W N =

3.2. Encriptacién con curva eliptica, residuo cuadréatico. El proceso de en-
criptacién utilizando un punto de una curva eliptica no es un proceso trivial como
lo seria en otro tipo de criptosistemas, por ello es necesario desarrollar algunos
conceptos previos para lograr la encriptacién deseada [15].

Definicién 3.17. Si a es residuo modulo p, decimos que a es residuo cuadrético,
si existe algtin b talque b*> = a( mod p) y si no existe tal b, decimos que a es un
residuo no cuadratico.

Ejemplo 3.18. Considerando la definicién anterior podemos considerar los siguien-
tes residuos cuadraticos dado un primo p:
(1) modulo 5, el residuo cuadratico es 0,1 y 4, mientras que 2 y 3 no lo son.
(2) modulo 13, el residuo cuadratico es 0,1, 4,9, 3,12y 10, mientras que 2,5,6,7, 8
y 11 no lo son.

A continuacién consideramos un resultado de la teoria de nimeros que puede
resultar util cuando determinamos residuos cuadraticos.

1
Theorem 3.19. FEzisten P

02,12, 22 po1y’
) ) R 2 *

Considerando el segundo inciso en el ejemplo anterior vemos que existen
13+1

2

residuos cuadrdticos modulo p y son los valores

= T residuos cuadraticos, nimero que coincide con el calculado.
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Otro concepto que nos resultara tutil en la busqueda de residuos cuadraticos es
el simbolo de Legendre.

Definicién 3.20. Sip es un primo impar y a un entero, el simbolo de Legendre de-

a a —1 ,Sia no es residuo cuadraticos de p
notado por () y definido por (> =<0 ,S1 p es divisor de a

P/ L L 1 ,51 a es residuo cuadratico de p

Ejemplo 3.21. Aqui presentamos un ejemplo sencillo del uso del la definicién
anterior:

(1) (> =1dadoque 2=9 mod 7.
L
7
(2) (> =0 dado que 0 =49 mod 7.
L
(3) (3> = —1 dado que no es residuo cuadratico de 7.
L

.2 N, . a
Observacién: La ecuacién 22 = a( mod p) tiene exactamente 1 + <)
L

p
soluciones modulo p.

Theorem 3.22. Sip es un primo impar, entonces para cualquier residuo clase a,

se cumple que (a) = a(p_l)/z( mod p).
P/

Ejemplo 3.23. Utilizando el teorema anterior verificaremos que a = 17441 es
residuo cuadratico modulo p = 239441 y que b = 135690 no es residuo cuadrético
modulo p:

(1) a(239441-1)/2 — 119720 = (' 1od p), notando que 761972 = 17441 mod 239441
y que 1632442 = 17441 mod 239441.

(2) p(239441-1)/2 — 119720 = _1( mod p), no es residuo cuadrético modulo

239441 dado no es posible determinar x en 2 = 135690( mod 239441).

Theorem 3.24. Dado cualquier primo impar p, el simbolo de Legendre modulo p
es multiplicativo, es decir

(5).-G),-G)
P /L Y P/
En particular, el producto de residuos no cuadrdticos es un residuo cuadrdtico.

Theorem 3.25. Si p es primo congruente a 3 mod 4 y a es residuo cuadrdtico
modulo p, entonces x = aPt1/* tiene 2* = a( mod p)
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Tomando los resultados presentados, proseguimos con el objetivo de realizar
encriptacién utilizando curvas elipticas. Se considerard la curva eliptica
E:y? =23+ Az + B mod p donde es tal que p = 3( mod 4).
Seguiremos el siguiente esquema para realizar la encriptaciéon de un mensaje como
parte de la coordenada x de un punto, para después buscar el resto de la coordenada
de forma que x cumpla que x® + Az + B sea residuo cuadrético modulo p:

(1) Sip tiene r + k + 1 bits cuando escribimos en base 2, dividimos el mensaje
en partes que contiene r bits.

(2) Para convertir un mensaje m de r bits, generamos una cadena previa que
ira previos a m, esta es una cadena de k + 1 bits un cero seguido de k bits
de la forma 0b1bs - - - bpym.

(3) Luego buscamos entre las posibles elecciones de los k bits, hasta encontrar
una solucién y para y? = 2% + Az + B( mod p) y seleccionamos uno de los
posibles valores de y arbitrariamente, realizando la encriptacién utilizando
E mod py el punto (z,y).

(4) Para recuperar el mensaje m a partir del punto (z,y) donde 0 < z <
p, simplemente calculamos x mod 2" y escribimos el resultado como una
cadena de bits en base 2.

Ejemplo 3.26. Consideremos m = 13 = 1101, mensaje a ser encriptado con la
curva eliptica y? = 2% + 11z + 17 mod 307 utilizando una longitud de r = 4 bits y
un longitud de relleno de k = 4 bits.
(1) Notar que p > 256 = 28 por lo que p tiene 9 bits en base 2.
(2) Ahora procedemos a determinar una cadena by babsby tal que x = 0b1bab3bs 11014
sea residuo cuadratico modulo 307.
(3) Considerando z = 0000011012 = 13 tenemos que
23 4+ 11z + 17 = 208( mod 307) de donde tenemos que no es residuo
cuadratico modulo 307 dado que 208'% = —1( mod 307), pero considerando
x = 0000111015 = 29 se verifica que z3 + 11z + 17 = 165( mod 307) es
residuo cuadrético dado que 165'°% = 1( mod 307).
(4) Luego procedemos al calcular y, esto es z(P+1/2 = 297 = 120( mod 307)
para concluir en el punto asociado a m es el punto (29,120) sobre E.
(5) Para recuperar m, simplemente consideramos la componente x del par or-
denado y reducirlo a modulo 24, esto es obtener 13 = 29 mod 2* el cual es
el mensaje original.

106



INTRODUCCION A LA TEORIA DE CURVAS ELIPTICAS Y SU USO EN CRIPTOGRAFI{A13

3.3. Encriptacién de llave publica con curvas elipticas. en esta seccién pre-
sentaremos el uso del esquema de encriptacién ElGamal aplicado al esquema de
llave ptblica propuesto por Diffie-Hellman [9]:

Nota: FEl algoritmo considera a dos entes emisor y receptor, los cuales suponemos
desean intercambiar informacién de forma segura.

Algorithm 2 Algoritmo ElGamal para esquema de llave publica Diffie-Hellman
por curvas elipticas

> Generacién de claves:
1. Elegir una curva eliptica E definida sobre un campo finito F,,.
2. Elegir un punto base P en la curva E con un orden grande.
3. Elegir un entero d como llave privada, donde 1 < d < Orden de P.
4. Calcular el punto @ =d- P.
5. La clave de llave publica serd (E,p, P,@), la cual se puede compartir para
intercambiar los mensajes cifrados.

> Cifrado:

1. Convertir el mensaje m en un punto M en la curva E.
2. El remitente elige un valor temporal k aleatorio en el rango
1 < k < Orden de P.

3. Calcular C; =k - P.
4. Calcular Cy = M + k- @, donde + es la operaciéon de suma en la curva eliptica.
El mensaje cifrado resultante es el par (C7,C3), el cual se envia al receptor.

> Descifrado:
1. Calcular S =d - C;.
2. Calcular M = Cy — S, donde — es la operacion de resta en la curva eliptica.
3. Se interpreta M como el mensaje m enviado por el remitente.

Ejemplo 3.27. Consideraremos la curva eliptica E : 4> = 23+ 72+ 1, p =
44927, P = (7772,14369) y d = 22105, para la generacién de llaves, el mensaje a
codificar M = (14605, 29833) y descodificar. Asumimos la situacién en la que se
desea compartir un mensaje entre un emisor y un receptor utilizando el algoritmo
presentado:
(1) Se determina @ = d - P = (39061,4109), para establecer la llave publica
(E,p, P, Q).
(2) Deseamos codificar el mensaje M, escogiendo un entero aleatorio k para
este ejemplo k = 23207. Por lo que se calcula Cy = k - M = (30566, 37885)
y Cy = k-Q+ M = (35487,8262) + P = (40194, 40273), lo que permite
remitir el mensaje como (Cy,Cs) al receptor.
(3) El receptor al recibe el mensaje codificado (Cy,C2), el cual procede a de-
codificar calculando S = d - Cy = (35487, 36665) para determinar
M = Cy — S = (14605, 29833) el mensaje original.
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4. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

El uso de curvas elipticas presenta similares beneficios que los criptosistemas
tradicionales, pero con el beneficio de generar claves mas cortas y faciles de
manejar, lo que permite el ahorro de recursos computacionales.

Los criptosistemas basados en curvas elipticas presentan la dificultad de
seleccién de parametros, lo que puede comprometer la seguridad que provee,
ya que dependen de algoritmos de seleccién aleatoria.

De los aspectos anteriormente mencionados, se presenta la oportunidad
de realizar trabajos para mejorar aspectos como la seleccién segura de
parametros, algoritmos més eficientes para realizar las operaciones sobre
curvas elipticas.
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5. FIGURAS

yY=at+a+1 yr=a'—z+2
B

(a) (B)

yP=a'—3z+1

()

FicUrE 1. Ejemplos de Curvas Elipticas

Y =a®—3z+2

(a) (B)

FIGURE 2. Ejemplos de Curvas Elipticas - Singulares
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E:y=2’—Tz+10 E:iyf=2"—Te+10

P+ Py=(=3,2)

(P2+ Py) + Pr|=

(a) (B)

F1GURE 3. Ejemplo - Ley de Grupo - I

E:y*=a’—Tz+10
E:y*=2a—Te+10

P, = (3,4)

(P24 P)+ Py

-

49~ . . . .
3¢ . . . .
=28 . . . L4
19 . . . .
4 i I .

0 1 2 3 4

>

(A) Los elementos del grupo se resaltan en color rojo en la figura.

FIGURE 5. Ejemplo - y?> =23 + 42 +4 mod 5
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