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Resumen

Resumen: La caracterizacion topologica de medios filtrantes es esencial para comprender
su comportamiento en procesos de captura de particulas. Este trabajo de investigacion
presenta una metodologia para estimar la Caracteristica de Poincaré-Euler como medida
de conectividad en estructuras porosas formadas mediante la superposiciéon de capas que
fueron generadas a través del algoritmo de Voronoi-Laguerre. Cada medio filtrante se
modela como una superposicion de capas circulares compuestas por poros representados por
circunferencias, a las cuales se les aplican rotaciones angulares para representar distintas
configuraciones de conexion entre las mismas. Se definen funciones geométricas que deter-
minan la conexion entre poros de capas consecutivas, y se implementa una sectorizacion
de las capas porosas para optimizar el conteo de las conexiones, reduciendo significativa-
mente el costo computacional. La conectividad se describe mediante la estimacion de la
caracteristica de Poincaré-Euler.

Palabras Clave: Estructuras Porosas, Caracteristica de Poincaré-Euler, Conectividad,
Topologia, Voronoi-Laguerre.



Abstract

Abstract:

The topological characterization of filter media is essential for understanding their
behavior in particle capture processes. This research paper presents a methodology for esti-
mating the Poincaré-Euler characteristic as a measure of connectivity in porous structures
formed by superimposing layers generated using the Voronoi-Laguerre algorithm. Each
filter media is modeled as a superposition of circular layers composed of pores represented
by circles, to which angular rotations are applied to represent different connection set-
tings between them. Geometric functions that determine the connection between pores in
consecutive layers are defined, and a sectorization of the porous layers is implemented to
optimize connection counting, significantly reducing the computational cost. Connectivity
is described by estimating the Poincaré-Euler characteristic.

Key words: Porous media, Euler characteristic, Connectivity, Topology, Voronoi-Laguerre.



Capitulo 1

Introduccion

El interés por describir los elementos esenciales de un objeto tridimensional, surge en
diferentes campos del conocimiento, como ser en la industria minera para la identificacion
y descripcion de propiedades hidraulicas de los suelos, en la industria petrélera para
la extraccion de crudo, en el sector médico con el fin de identificar y cuantificar la
densidad 6sea de huesos afectados por enfermedades cronicas y en la industria automotriz
para el diseno de filtros de mayor eficiencia, durabilidad y menor costo de produccion.
Las investigaciones recientes han demostrado que la topologia del espacio contenido en
estructuras porosas influye en el transporte y flujo de particulas a través de éstas.

En el presente trabajo de investigacion se tiene como propoésito describir la conectividad
del espacio poroso de los filtros generados mediante el algoritmo de Voronoi-Laguerre
descrito en Duarte-2022 [7].

Los objetivos perseguidos en este trabajo de investigacion se exponen a continuacion:

= Objetivo General: estimar la Caracteristica de Poincaré-Euler de estructuras

porosas simuladas mediante el algoritmo de Voronoi-Laguerre.
= Objetivos Especificos:

e Describir la Caracteristica de Poincaré-Euler.

e Desarrollar expresiones que permitan calcular la Caracteristica de Poincaré-
Euler para estructuras porosas conformadas por capas porosas de diferentes

radio R, y distribuciéon de tamanos de poros.

e Implementar un método de céalculo que reduzca el costo computacional del

calculo de la Caracteristica de Poincaré-Euler.
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e Identificar los factores caracteristicos de los medios filtrantes simulados que
afectan el valor de la Caracteristica de Poincaré-Euler, el niimero de conexiones
entre capas y el nimero de poros habilitados para formar conexiones con otras

capas adyacentes.

e Simular el proceso de filtracion de particulas, y observar la relacion entre los
valores estimados para la Caracteristica de Poincaré-Euler y la capacidad de

captura de particulas de las estructuras porosas.

Dentro del alcance de este trabajo se enmarca exclusivamente en estructuras porosas
compuestas por dos o mas capas, cada una generada de manera independiente bajo
condiciones homogéneas. No se consideran efectos dinamicos del flujo ni interaccion fisico-
quimica entre capas. El analisis se limita al estudio de conectividad estructural mediante
herramientas topologicas y no incluye validaciéon experimental.

El Capitulo 2 senala los principios tebricos que permitieron aplicar el concepto de
conectividad a las capas porosas simuladas, y a su vez de las estructuras porosas que
conforman, se revisan los principales conceptos topologicos, como ser el de retraccion por
deformacion, y la estimacion de la Caracteristica de Poincaré-Euler aplicando la técnica
del area de anélisis de imégenes digitales conocida como disector.

La investigacion prosige en el Capitulo 3 desarrollando la formulaciéon necesaria que
permite obtener los valores de y para las estructuras porosas. Se expone el método de
sectorizacion de capas que permite identificar las conexiones entre poros partiendo del
principio de verificar la conexién con los poros mas cercanos. El Capitulo cierra con el
modelo propuesto para la simulacién de procesos de filtrado.

El Capitulo 4 engloba los resultados obtenidos, del calculo de x considerando los
factores descritos en el Capitulo 3, como ser el nimero de conexiones, la posibilidad
de que un poro esté habilitado para formar una conexién con un poro de otra capa, y el
analisis de la capacidad de retener o capturar particulas de una estructura porosa formada

por dos capas, a diferentes configuraciones de conexion.



Capitulo 2

Revision Bibliografica

Los conceptos incorporados en este Capitulo constituyen las bases del analisis de la
Caracteristica de Poincaré-Euler y de estructuras porosas o medios filtrantes. Se desarrollan
las ideas principales relacionadas con las propiedades esenciales de un objeto o espacio
poroso tridimensional. Se describe la técnica de procesamiento de imégenes conocida como
disector, aunque no es de uso reciente, resulta provechoso los lineamientos del mismo para
la estimacion de x de los materiales filtrantes simulados en este trabajo. Se detalla la
deduccion de las expresiones relacionadas con el calculo de x a partir de la definiciéon
de eventos topologicos. Las cuales parten del concepto de deformacion por retraccion, y
que son utilizadas para la construcciéon de las funciones del Capitulo 3 para el célculo del

nimero de conexiones entre capas.

2.1. Caracteristica de Poincaré-Euler

La topologia de un espacio poroso es una propiedad crucial relacionada con el flujo y

transporte de materiales en medios porosos [19]. Las propiedades topologicas basicas son el

3
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nuamero de objetos N, es decir los poros, el nimero de conexiones redundantes C' que hay
entre estos ultimos; y el nimero de cavidades aisladas H identificadas en el material poroso.
La caracteristica de Poincaré-Euler y combina estas propiedades topologicas basicas y las

cuantifica en la siguiente expresion [19]:

xX=N-C+H (2.1)

De lo antes expuesto, se tiene que y es una medida de la conectividad del espacio
poroso, el cual da valores positivos cuando el nimeros de conexiones resulta menor al
numero de poros, es decir N > (', y valores negativos para estructuras porosas con mayor
niamero de conexiones en relacion al nimero de poros, equivalente a N < C' [19]. Las
cantidades N, C' y H no se determinan explicitamente, sin embargo, la caracteristica de
Poincaré-Euler puede deducirse de la geometria de la estructura tridimensional del espacio
poroso [4,15], lo que permite establecer a la caracteristica de Poincaré-Euler como un

niumero que describe de forma general la topologia de dicho espacio [18].

Mediante un disector se puede obtener el valor de x. El disector se define como un
conjunto de superficies planas y paralelas, que contienen la proyeccién de secciones o capas
de un determinado grosor Ah > 0, y que estan colocadas una junto a la otra. Dichas
superficies planas de proyeccion son transversales al espacio poroso [4]. El conjunto de estas
superficies planas y transversales resulta suficiente para estimar x [17]. Las superficies

planas que componen un disector se ilustra en la Figura 2.1.

Cada seccion transversal contiene informacion de la distribucion del espacio poroso, al
observar la proyeccion de los poros y conexiones en cada una de ellas, lo cual posibilita la

reconstrucciéon del espacio poroso mediante las secciones que conforman el disector.

Aunque se tienen aplicaciones limitadas del disector [5], en este trabajo de investigacion
resulta 1til para determinar la conectividad de las capas que componen los materiales
filtrantes que se pretenden simular y observar su incidencia en la capacidad de captacion
de particulas de dichos materiales. En la siguiente secciéon se describe el método para

obtener la informacion referente a las propiedades topologicas de un espacio poroso.

4
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Figura 2.1: Proyeccion de secciones contiguas generadas por un disector [19].

2.2. Determinacion de Eventos Topolbgicos

El concepto de conectividad puede visualizarse directamente mediante una red de
puntos y lineas en el espacio [5]. Considerese un conjunto de n puntos o nodos distribuidos
en un determinado volumen. Los puntos en cuestion estan unidos mediante lazos o ramas
para formar una red continua. Supdéngase que las uniones entre los poros esta realizada
de tal forma, que la remocion de alguna de las ramas genera la separacion de la red en
dos partes desconectadas. Esta red se denomina un drbol y se dice que esta simplemente
conectado, por lo cual su conectividad se define en cero. Una de las principales caracteristicas
de esta red, es que solo existe un tnico camino de un nodo a otro [5].

Si se adhiere una ramificacion al arbol, se dice que estd multiplemente conectado. La
rama extra contribuye a una redundancia, lo que implica que haya mas de un camino de
un nodo a otro. Conforme se adhieren mas conexiones extras la conectividad de la red
incrementa, asi como los caminos independientes entre nodos |5].

El concepto de conectividad se desarrolla utilizando redes y nodos debido a que las
estructuras tridimensionales pueden ser representadas mediante estos esquemas de ramas

y nodos, lo cual permite establecer los siguientes conceptos:

s El primer nimero de Betti (1: se define como el ntimero de ramas en exceso b con

respecto al nimero de ramificaciones que se requieren para obtener un drbol entre
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los nodos del sistema. El primer nimero de Betti cumple [1]:

= Desde una perspectiva general una red puede considerarse como un conjunto de
subredes desconectadas. El nimero de subredes desconectadas se denomina el nimero

cero de Betti y se denota por 5y y se puede expresar de la siguiente forma [1]:

pr—Bo=b—n

Para examinar la topologia de superficies complejas y multiplemente conectadas se
introduce el concepto de deformacién por retracciéon. La deformacion por retraccion
de una superficie cerrada se obtiene contrayendo el espacio encerrado por la superficie
hasta que se reduzca en el limite a una red de nodos y ramificaciones, tal como se observa

en la Figura 2.2.

La deformacién por retraccion tiene la propiedad de presentar la misma conectividad y

el mismo numero de partes desconectadas o aisladas de la superficie de la que se deriva [1].

Figura 2.2: Deformacion de una superficie cerrada mediante retraccion. [5]
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2.3. Estimacion de la Caracteristica de Poincaré-Euler
mediante un Disector

La Caracteristica de Poincaré-Euler permite describir la geometria de un objeto en
diferentes dimensiones [16]. La conectividad topoléogica esta determinada como se habia

mencionado en la seccion previa, por las siguientes caracteristicas:

» Bl nidmero de partes desconectadas por unidad de volumen, N,, llamado también el

numero cero de Betti 3.

= El ntmero de conexiones redundantes por unidad de volumen C,,, llamado también

el Género o Primer numero de Betti 3.

Ademas, N, y C, no pueden obtenerse de una sola seccion, se requiere un analisis
estadistico para estimarlos [5]. Considerando una muestra minima de dos secciones paralelas

para determinar y, se definen los siguientes eventos topologicos [17]:
= [, nimero de las islas que aparecen o desaparecen.
= B: nimero de nuevas ramificaciones.
= H: ntimero de las cavidades que aparecen o desaparecen.

Dichos eventos se definen debido a que N, y C, no pueden obtenerse directamente del
disector [17]. Conforme a las reglas presentadas en [8], la caracteristica de Poincaré-Euler

viene dada por:

1
X = 5(13 + H - B) (2.2)
De igual manera, se tienen los siguientes términos:

s Objeto: partes desconectadas del espacio poroso.

= Bucle: una cavidad con un objeto en su interior.

7
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La Figura 2.3 muestra que la secciéon 1 contiene tres objetos, de los cuales uno de
ellos es un bucle, por otra parte, en la secciéon 2 hay cuatro objetos, siendo uno de ellos un
bucle. La interseccion de ambas secciones contiene siete objetos en total. Cabe senalar que

esta ultima se obtiene al aplicar el disector.

O
.O

Seccién 1

‘ Disector
@
b v ‘:‘

—

Seccion 2

Interseccion seccion 1
y seccién 2

Figura 2.3: Informacion de objetos y bucles identificados mediante un disector. [17]

Si se definen N; y L;, como el niimero de objetos y de bucles en la seccién i respecti-
vamente, con i € {1,2,1N2}. Los eventos topologicos I, B'y H pueden ser definidos en
términos de estos parametros.

Para estimar I, se define ]/\7, como el nimero de objetos de la seccién ¢ que no tienen

interseccion con ningin objeto de otra seccion. Por lo que I se determina como sigue [17]:

I, = Ny + N, (2.3)

El evento topologico B puede descomponerse en dos tipos diferentes [17]:
= Bi_s5: un objeto de la seccién 1 se ramifica en dos o méas objetos en la seccion 2.

= By_q: un objeto de la seccidon 2 se ramifica en dos o més objetos en la seccion 1.
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s B;: ramificacién en la seccién i.

Los conceptos antes definidos pueden expresarse como sigue [17]:

Bi—s = Nimg — (N1 — Ny) (2.4)
By—s1 = Nipg — (Na — Ny) (2.5)
B =1, (2.6)
B, = L, (2.7)

Tal como se defini6 JVZ-, el parametro Zl representa las bucles de la seccién 7 que no
tienen conexién con algin objeto de otra seccidon del disector.

Para el caso de las cavidades H, se descompone en Hy, el cual se define como los
objetos de la seccidon 1 que se intersectan o corresponden con un bucle de la seccion 1N 2,
y Hy definido similarmente [17]:

Hy = Lipp — (L1 — L) (2.8)

H2 - leQ - (LQ - /L\2> (29)

Si se sustituyen las ecuaciones desde 2.3-2.9 en 2.2, y toma la siguiente expresion:

1
X = 5(—,5 + (Hy + Hy) — (B1 + By + Bi—2 + B2—>1))

Que al sustituir los eventos topologicos en términos de objetos y bucles se obtiene:

1/~ ~ - - . P
X = B <N1+N2+(L1m2—L1+L1+L102—L2+L2)—(Nm2—N1+N1+Nm2—N2+N2+L1+L2)>

Lo que finalmente resulta en:

1
X = §<N1+N2—2N102+2Lm2 — Ly —Lz) (2.10)

Definiendo el calculo de x para dos secciones consecutivas, es posible definir la caracte-
ristica de Poincaré-Euler para un espacio poroso utilizando un disector de N secciones

paralelas [16]:

1 N-1
= 2.11
X v ; Xk, k+1 ( )

9
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Donde V' es el volumen de la muestra que se utilizé para describir el espacio poroso. Se
dice que Y, es un promedio volumétrico de la caracteristica de Poincaré-Euler de los pares

de secciones consecutivas contenidas en el disector [17].

2.4. Modelacion de Materiales Filtrantes

Un material filtrante puede ser identificado como un sélido con huecos, o medio

poroso. Se establece la siguiente definicion [2]:

Definiciéon 2.1. Medio poroso: una porcion del espacio ocupada por materia heterogénea
o multiface. Al menos una de las fases no es sdlida y puede ser gaseosa o liquida. La fase
solida es llamada matriz solida y el espacio que se encuentra en el dominio del medio
poroso que no es parte de la matriz solida se le denomina espacio vacio, o también espacio

POTOSO.

La fase solida esta distribuida en el medio poroso y esta presente en cada muestra que
se tome del mismo. Otra caracteristica que suele estar presente, es que las aberturas o
poros que comprenden el medio poroso son relativamente estrechos y poseen la capacidad
de estar interconectados entre si o formar conexiones [2].

La relaciéon entre el espacio poroso y el volumen de la muestra tomada de un medio

poroso, se le conoce como porosidad y se define como:

Definiciéon 2.2. Porosidad:

Volumen Espacio Poroso

- Volumen de Muestra del Medio Poroso

Uno de los principales objetivos de este trabajo, es analizar la conectividad de medios
porosos simulados. Tomando como base el trabajo desarrollado en |7], el cual considera
caracteristicas de los materiales filtrantes reales, la porosidad €, el didametro promedio de
fibras Dy y la distribucion de tamafio de los poros del material filtrante [7].

Se toma como punto de partida la representaciéon de un medio filtrante mediante
capas [6], que a su vez, cada una de ellas estan conformadas por un conjunto de cilindros

huecos que representan los poros del material, y cuyo radio se obtiene de una distribucion

10
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de tamanos de poros que corresponde al material especifico real. Los medios filtrantes se
simulan aplicando los diagramas de Voronoi-Laguerre y el algoritmo de empaquetamiento
de circulos [7]. Las capas generadas mediante estos algoritmos pueden observarse en la
Figura 2.4, donde se muestran dos capas conformadas por circulos a lo mas tangentes
entre si, para los cuales el tamano del radio esté determinado por una distribucion especifica.

De la superposicion de capas asi generadas se modelan los materiales filtrantes.

500 500

-500 -500
-500 250 0 250 500 -500 250 0 250 500

(a) Capa P (b) Capa Pji1

Figura 2.4: Capas de Radio Rc = 450mm.

La aplicacion del disector a las capas de la Figura 2.4 genera las intersecciones

correspondientes, algunas de las cuales pueden observarse en la figura siguiente:

Figura 2.5: Intersecciones de capas de poros.
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Capitulo 3

Estimacion de la Caracteristica de Poincaré-

Euler

En el presente Capitulo se desarrollan las herramientas que se requieren para estimar
la Caracteristica de Poincaré-Euler de filtros o estructuras porosas generadas mediante
el Algoritmo de Voronoi-Laguerre. Dichas herramientas se desarrollaron tomando como
punto de partida los conceptos presentados en el Capitulo 2, principalmente la aplicacion
de la técnica del disector y las expresiones desarrolladas para el calculo de x de dos, y en
general de N, secciones consecutivas, en este caso las capas porosas que previamente ya se
han mencionado.

Se comienza con el analisis geométrico relacionado a la intersecciéon de dos poros
pertenecientes a capas porosas Py y Pri1, considerando la rotaciéon de una de ellas, bajo
un marco de referencia en comun, para luego extender dicho analisis al efecto que tienen
las obstrucciones de los poros en el célculo de y.

Se desarroll6 el teorema 3.1 que establece la relacion de las funciones construidas a
partir de los factores que influyen en la conexion de los poros. Estas funciones se utilizaron
para obtener las expresiones correspondientes al calculo del nimero de conexiones que
se generan entre un poro y una capa, y de las capas entre si. Debido a la complejidad
geométrica de las capas porosas simuladas, se propone un método para reducir el costo
computacional del calculo del nimero de conexiones entre capas y en consecuencia de la

Caracteristica de Poincaré-Euler. De dicho método se obtienen las matrices de conexion

12
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entre capas, que permiten indicar cada una de las conexiones que tiene un poro de una
determinada capa con la capa siguiente. El conjunto de las matrices de conexién describen
los caminos en el seno del medio filtrante o estructura porosa. Las entradas de la matriz
de caminos, cuantifican el nimero de caminos posibles de los poros de la primera capa
hasta la n—ésima capa de la estructura porosa, y se obtiene como el producto de las
matrices de conexion célculadas. En este Capitulo se incluye un modelo de simulacién para
el desplazamiento de particulas a través del espacio poroso del medio filtrante. El modelo
condiciona la trayectoria de las particulas mediante las conexiones de los poros entre capas
consecutivas y de igual manera, considera si estos estan obstruidos. La obstruccion de los

poros se representa a través de los umbrales radiales.

13
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3.1. Estructura Porosa

En el Capitulo 2 se expuso la posibilidad de construir estructuras porosas o medios
filtrantes mediante la superposiciéon de capas porosas, una colocada sobre la otra, y ca-
da una generada mediante el algoritmo de Voronoi-Laguerre. Dicho algoritmo permite

descomponer el plano en regiones utilizando circulos, que son a lo méas tengentes entre si [7].

En la modelaciéon de los medios filtrantes cada poro se representa mediante un circu-
lo en el plano cartesiano con centro en el punto (x,y) y de radio r. Esta representacion
resulta tutil al momento de realizar el calculo de y, para el cual se requiere conocer la

interseccion de las regiones vacias o porosas de las capas que componen el medio filtrante.

En linea con la idea anterior, una capa porosa se describe como una region circular
de radio R, centrada en el origen y un conjunto de N poros. Cada poro tiene su centro en
el interior de la region circular, ademas, el tamano de los poros esta condicionado a una
distribucion [7]. Dentro de la misma region de la capa porosa considerada, los circulos que
representan los poros no exhiben superposicion entre si. El ntiimero y la disposicion de los
poros dentro de la region en cuestion determinan la porosidad de la capa, que puede ser
considerado también como una medida del espacio vacio en el seno de la capa porosa, tal

como se mencion6 en el Capitulo anterior.
Finalmente, una estructura porosa viene dada por una coleccién de N, capas porosas del

mismo radio R.. Las capas estan colocadas una inmediatamente encima de la otra, como

fue senalado en el Capitulo 1.
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3.2. Conectividad de Estructuras Porosas

En las siguientes secciones se procede a definir los conceptos relacionados con el calculo

de la caracteristica de Poincaré Euler para el espacio poroso.

3.2.1. Conexiéon Poro-Poro

La superposicion de capas consecutivas P, v P,y de radio R., genera la intersecciéon
+ )

entre los elementos o poros que las conforman. Para verificar la intersecciéon de un poro

pik de la capa Py y el poro pjy1 de la capa Py, es suficiente verificar si la siguiente

desigualdad es cierta:

d(pz,k,pj,kﬂa 9) < Tik + Tjk+1

Donde d(p; k, pjr+1,0) es la distancia en el plano zy entre el centro del poro p; ;v el
centro del poro p; x+1. Por consiguiente, se requiere una funcion f(p;x, pjx+1,6) que refleje
la relacion existente entre d(p;k, pjr+1,0) y la suma de los radios r;; + 7441, €s decir,
que evalie la conexién geométrica de los poros p; i y pjr+1 mediante la desigualdad
triangular, lo cual, esta condicionado por el dngulo de rotaciéon 6 de la capa Pj,; con
respecto a la capa P,. En base a lo previamente expuesto, a continuacion se establece la

definicion de la funcién de conexiéon de poro a poro (p — p):

Definicion 3.1. Funcion de conexion p-p.
Sean pik Y Pjk+1 poros de las capas Py y Pri1 respectivamente. La funcion de conexion

[ Py x Peyq x [0,271] — {0, 1} se define como:

1, st d(pi,k,pj,kﬂ, 0) <rip+ Tjk+1)
FPige, Pjks1,0) =

0, en otro caso

En la Figura 3.1 se ilustra la evaluacion de f(p;k, pjr+1,60) para diferentes configura-

ciones de conexion de poros.
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Dik Djk+1 Dik Pjk+1

(a) f(Pik,Pjk+1,0) =1 (®) f(Pik,Pjks+1,0)=0

Figura 3.1: Evaluacion de la funcion de conexion f(p;x, pjr+1,6)-

La distancia en el plano zy de los centros de los poros, d(p;x, pjk+1,6) se obtiene a

partir de las siguientes expresiones:

d(pig, Pjjt1,0) = \/Ax,e(pi,k7pj,k+1)2 + Ay o(Diks Djk+1)? (3.1a)
Ay o(Diks Djk41) = Tike — Tjry1008(0) + yj pr15en(0) (3.1b)
Ay o(Pis Pig+1) = Yik — Tjg+15€n(0) — yj xr1c05(0) (3.1c)

Las ecuaciones 3.1a-3.1c incluyen la rotacion del poro p; 41 en el calculo de f(p; k., Dji+1,0)-
Mediante inspeccién, se tiene que para determinados valores de 6, la interseccion de los
poros no es vacia. Esta observacion se ilustra en la Figura 3.2, para un angulo de rotacion
6, el valor de f(pik,pjr+1,61) = 1, en cambio, para 65 la funcion de conectividad poro-poro

toma el valor de f(p;k, Dji+1,02) = 0.

/ \ /
1 61 \ 1

(a) f(Pik>Pjk+1,01) =1 (b) f(Pik:Pjk+1,602) =0

Figura 3.2: Calculo de f(p;x,pjk+1,0) para diferentes valores de 6.
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Si se establece un umbral p, > 0, para el cual los poros con radio mayor a dicho valor,
es decir 7, > 4, se consideren como parte del sélido de la estructura porosa o estén
obstruidos, es posible definir funciones que relacionen el tamano del radio de los poros
con dicho umbral i, y que sea incorporado en el calculo de la conexion de los poros p; 1 y

Djk+1, tal como se prosigue a continuacion:

Definiciéon 3.2. Funcion de umbral radial pasa-baja.

Sea p; i un poro de la capa Py, sea py > 0, la funcion de umbral radial pasa-baja

d_: P x Rt — {0, 1} viene dado por:

17 St Tik < H,
O— (P, p1y) =
0, en otro caso

En caso de que se tome de referencia un valor p_ > 0, tal que para todo 75, < p_, se
determine que el poro correspondiente p; , esté obstruido, se establece una funcién que
permita la conectividad de los poros que tengan un radio mayor a dicho parametro, tal

como se establece en la siguiente definicion:

Definiciéon 3.3. Funcion de umbral radial pasa-alta:

Sea pir un poro de la capa Py, sea p— > 0, la funcion de umbral radial pasa-alta

dp : P x RTU{0} — {0,1} se define como:

1, sirge>p,

0, en otro caso

Al considerar dos umbrales radiales 0 < pu— < py, para los poros p;; cuyo radio 7;

cumpla que p_ < ;5 < py, se consideren que no estan obstruidos, se define 67 (p; g, p—, pi+):

Definiciéon 3.4. Funcion de umbrales radiales pasa-banda:

Sea p; un poro de la capa Py, sean p_ y py tales que 0 < p_ < py, entonces, la
funcion de umbrales radiales pasa-banda 61 : Py x RT U {0} x RT — {0, 1} viende dado
por:

O (Piskes fh—s pig) = O—(Disker py )04 (i 1) (3.2)
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De la definicion 3.4, si 7 > 4, se tiene que 04 (pi g, p—) = 1, no obstante, 0_(p; k., p14) =
0, por lo que 6;(pik, p—, p14) = 0, es decir el poro estd obstruido. Asimismo, sucede cuando
ik < fi—, pues 0_(pig, pt4+) = 1, pero 64 (pik, p—) = 0, por lo que 67(p;k, pi—, p4) = 0.
Mientras que si 7 € (f1—, pt4], las funciones de umbrales radiales cumplen que d_ (p; g, p+) =
1y 04 (pik, —) = 1. Por lo cual se tiene que ;(p;k, pi—, pts) = 1, es decir el poro puede
sostener una conexion.

Si se incorporan condicionantes del tamano de los poros, la funcién de conexion p — p

toma la siguiente expresion:

Definiciéon 3.5. Funcion de conexion con umbrales radiales.
Sean p;r y pjr+1 poros de las capas Py y Pyi1 respectivamente, sean fi_ Yy i en

RTU{0} y R, respectivamente, con 0 < pu_ < uy, la funcion de conexion con umbrales

radiales fr: Py X Pry1 % [0,27] x RT U {0} x RT — {0, 1} se define como:

J1(Dige, Djgr1, 0, b, pi) = O1(Pisges foes pig ) S1(Dj k15 oy g ) f (i D41, 0) (3.3)

La definicion anterior muestra que poros p;; ¥ pjr+1 de capas consecutivas P y Pyiq
respectivamente, pueden tener intersecciéon no vacia, no obstante, su conectividad no puede
ser posible si los poros son afectados por los umbrales radiales p— y .

El efecto de los umbrales p1— y g1y en la conexién de los poros p;r v pjr+1 puede

visualizarse en la Figura 3.3:

» s posible observar que en la Figura 3.3a , bajo el supuesto de que 7541 < pi—, y
con i € (fi—, p+], las funciones de umbral radial pasa banda evaluadas en cada poro
toman los valores: d7(p; g, i, piy) = 1y 81(pjt1, p—, i4) = 0, aunque los poros p;
Y Djk+1 tengan interseccion distinta del vacio, es decir f(p;x, pjr+1,6) = 1, uno de
ellos, pj r+1, estd obstruido, por lo que los poros no pueden conectarse, esto implica

que ff(pi,k:apj,k-i-lv 97 H—, ﬂ’-i-) = 0.

18



CAPITULO 3. ESTIMACION DE LA CARACTERISTICA DE POINCARE-EULER

» En la Figura 3.3b se ilustra el caso para 7, > gy v i1 € (u—, pi4]. Al
evaluar la funcién de umbral radial pasa-banda, se tiene que 07(p;, pi—, pt4) = 0
Y 01(Pjk+1, f—, i) = 1, aunque se cumpla que f(p;k, Pjr+1,0) = 1, la funcion de
conexion con umbral radial se estima como f;(p;x, pji+1,6, p—, p+) =0

Y Y

O1(pjk+1, Py pis) = 0
, O1(Djet1s ey pig) =1

6I(pi’k’u_7lu+) =1 5I(pi,knu—7u+) =0

(@) fr(pik,Pjkt1,0, 11— ) =0 (b) f1(PiksPjks1,0, 10—, ppy) =0

I

Figura 3.3: Calculo de la funcion fr(pi g, pjrt1, 0, p—, p+)-

En base a las ideas previamente desarrolladas se enuncia el siguiente teorema:
Teorema 3.1. Sean - = 0 y py > 0 tal que, para todo ik, 7 k41, S€ tiene que 1y g, 7 k41 <
U4 entonces:

J1Dik> Djks1, 0, iy py) = f(Piges Pigs1,0)

Demostracion. El resultado anterior se sigue inmediatamente de la definiciéon 3.5, para
p— =0, se tiene que 04 (pig, p—) =1y 04(pjr+1, 4—) = 1. Dado que 74,7541 < fi4, S€
cumple que d_(pik, py) = 1y 6-(pjr+1, 44) = 1, esto implica que 0r(pig, pi—, piy) =1y

01(pjt1, f—, i+) = 1, por lo cual se tiene que:
J1Pijes Djger1, 6, pe s 1) = Or(Diges ey 1401 (Do 15 sy p14) f (Disks D1, 0)

=1x1X f(Pig, Pjk+1.0) = f(Pigs Pjg+1,0)
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En el intervalo [0, 27| la funcion f(p;k, pjr+1,0) toma la siguiente forma:

1.00

075

o
n
=

falPi ke Pjet)

0.25

0.00 —

Figura 3.4: f(p;x, pjr+1,0) evaluada en el intervalo [0, 27].

Tal como se ilustro en la Figura 3.3, existen valores de € en el intervalo [0, 27] para
los cuales la funcion de conexion es igual a la unidad, es decir f(p;, pjr+1,6) = 1, lo cual
puede observarse en la Figura 3.4, y representa la interseccion no vacia entre los poros p;
Y Djk+1- Asimismo, se identifican 0¢, y 0¢,. En dichos valores la funcién de conectividad

deja de ser continua debido a que esta se anula.

3.2.2. Conexiéon Poro-Capa

Previo al calculo de la conectividad entre capas porosas consecutivas P vy Pri1, se
establece el calculo del ntimero de posibles conexiones entre el poro p;; de la capa P} con

distintos poros de la capa Pgy1.

Definicion 3.6. Funcion de conexion Poro-Capa
Sea p; i un poro de la capa Py, y la capa Pyi1, la funcion de conexion del poro p;j con

la capa Pyyq, f: Py x Pyyq x [0,27] — N se define como:

Nk

Fpiks Poyr,0) = > F(Dik Disr, 0) (3.4)

j=1
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Con Ni,; el numero de poros de la capa Pj,;. Para el caso de que se consideren

umbrales radiales. Se tiene la definiciéon siguiente:

Definicion 3.7. Funcion de conexion Poro-Capa con umbrales radiales

Sea p; i, un poro de la capa Py, y la capa Pyiq, sean pi— y py con 0 < p_ < py, la funcion
de conexion poro-capa con umbrales radiales fr : Py X Py X [0,27] x RTU{0} x Rt - N
se define como:

Nit1

Jr(piges P10, -, piy) = Z O1(Piks s B )01 (D1 o=y ot ) [ (Disks Pt 1, 6) (3.5)

j=1

Las ecuaciones 3.4 y 3.5 incorporan la incidencia de la rotaciéon de la capa Py, con
respecto a la capa Py y de los umbrales radiales pi— y p4 en la conectividad del poro p; g
con la capa Py, . Las funciones ]/C\(pi’k, Pii1,0) y ]?I(pi,k, Pii1,0, 1, py) generan diferentes
valores conforme a estas condiciones, tal como se ejemplifica en las Figuras 3.5 y 3.6.

En dichas figuras se identifica que para umbrales radiales g y py con 0 < p_ < g, el
nimero posible de conexiones del poro p;; con la capa Py, disminuye. Dicha observacion,

resulta en el siguiente corolario:

Corolario 3.1. Dado un poro p;j de la capa Py, el conjunto de poros de la capa Pyyq, 0

en [0,27] y 0 < u_ < py, se tiene que:

mm{ﬁ(ﬁi,k, Py1,0,p_, M+)} = f(pi,k, Pii1,0)
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(@) fo(pik, Per1) =9 (®) f(pik> Pei1,0) =3

~

Figura 3.5: Calculo de la funcion f(p;x, Pit1,0).

(@) f1(pigs Prr1, 00—, p1y) =5 () Fr(pik, Prsr, 0, iy piy) = 2

Y

Figura 3.6: Calculo de la funciéon ]?I(pi’k, Pei1,0, 10—, py).
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3.2.3. Conexién Capa-Capa (P — P)

El ntimero de conexiones de la capa Py y de la capa Py, viene dado por la siguiente

expresion:

Definiciéon 3.8. Funcidn de conexion capa-capa

Sean las capas Py, y Pyy1, la funcion de conexion de capa a capa f:Pyx Pyi1x[0,27] —

N se define como:
N N1

f(Pka PkJrla 6) = Z Z f(pi,kapj,k+17 9) (36)

i=1 j=1

Con Ni y Niy1 el nimero de poros de Py, y Piy1 respectivamente.
Si se consideran umbrales radiales el ntimero de conexiones queda determinado por:

Definiciéon 3.9. Funcion de conexion capa-capa con umbrales radiales

Sean las capas Py y Pyy1, los umbrales radiales pi— y py, con 0 < pu— < py, la funcion de
conexion de capa a capa con umbrales radiales fr : Py X Peyq x [0,21] x RTU{0} x RT — N

viene dado por:

N Nit

JEI(Pk,PkH:Q:MﬂMQ = Z Z J1(pik, Pk, 0, -, 1) (3.7)

i=1 j=1

Con Ni y Niy1 el numero de poros de Py, y Py respectivamente.

Las capas de la Figura 2.4a y 2.4b tienen alrededor de 3,100 poros cada una.
Encontrar el valor de f (Py, Pit1,0) requiere estimar f(p; i, pjr+1,6) para cada pareja de
poros pix Y Pjk+1 Posibles. Para este caso, re requiere realizar 3, 100? operaciones. No
obstante, el nimero de operaciones puede reducirse al no estimar f(p;, pjr+1,6) para
poros que estan lo suficientemente alejados. En la siguiente seccion se detalla el método
que permite reducir el nimero de operaciones para estimar f (P, Pry1,0) al considerar la
ubicacién de cada poro en los sectores o divisiones de la capa porosa respectiva de radio

R..
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3.2.4. Sectorizaciéon de Capa Porosa

Cada capa porosa Pi puede dividirse en un conjunto de sectores determinados por un
paso angular AS y un paso radial Ar, generando un ntimero de sectores Ny, el cual se

puede calcular utilizando la expresion siguiente:

_ fe 2
T Ar T AB

Siendo Ar = R./n, y AB = 2w /ng, con n, y ng enteros mayores que uno. Asimismo, cada

poro de Py se intersecta con algunos de estos sectores, como se observa en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Sectores de una capa de radio R..

A cada sector le corresponde un namero ¢ € {1,2, ..., Ny}, el cual esta definido por:

l(u,v) =un, +v+1

Conue{0,1,2,...ng—1} yv e {0,1,....,n, — 1}.
Note que los puntos (z,y) del borde de cada poro con centro (z;x,yir) y radio r;

cumplen que:
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(z—2i0)” + (y — yin)” = Ti2,k

Si se define R = /22 +y?, ¢ = GTCOS<%>, R = \/x?,k + yzk y Oir = a?”cos(f_;’k>7

ik
y se sustituye en la ecuacion anterior, se tiene que:

R? + Rik —2RR; pcos(0i — @) = rik (3.8)

Luego, si se deriva con respecto a ¢:

a% R? + R}, — 2RR; ycos(0; ), — ¢)] =0

Resulta que 60, = ¢. Al realizar dicha sustitucion en la ecuacion 3.8 se obtienen las

longitudes maxima y minima de R:

Rmin - Ri,k —Tik O Rmax - Ri,k + Tik

Lo cual permite obtener:

e HE L

y establecer la siguiente definicién, para un poro p;; que no contiene al origen:

Definicién 3.10. Apertura Radial de un poro p; .

rip= e [t [ty o

Si se deriva 3.8 con respecto a R:

0
@ R2 + RZQJC - QRRLk;COS(HZ‘J{; - ¢) — 0

Se obtiene que:

Lo cual es cierto, cuando Rl Tik, €8 decir, cuando el punto (z,y) es el punto de tangencia
desde el origen del sistema de coordenadas al poro p; ;. Ademas, que la diferencia 0; ; — ¢

L, . / .
es maxima, sea ¢ para el cual esto es cierto, entonces:
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!

2557 < |as) < [P

Para determinar la apertura angular Ay(p; ) se definen los siguientes casos:

» Caso 1: El poro p; ;. contiene al origen (0,0).

Ad’(pz,k) = {U|’LL S {07 17 27 - N — 1}}

Por otra parte, para este caso, la apertura radial A, (p; ) viene dado por:

A (pig) = {v|v € [0, {W—H ﬂNO}

= Caso 2: El poro no contiene al origen y no tiene intersecciéon con el eje positivo z.

’

At = {une [| 57| [Pz o)

= Caso 3: El poro no contiene al origen y tiene interseccién no vacia con el eje x

positivo.

o= {aoe ([ 24550 0 45 o)

En base a lo antes expuesto se define G(p; x):

Definicién 3.11. Soporte de Sector del poro p; j:
Gs(pix) = {€|€(u, v)=un, +v+1lLu e Ay(pix) N vE Ar<pi,k)}

Que determina el conjunto de sectores de la capa Pjcon los que el poro p; ; tiene una

interseccion no vacia. A partir de la definicién anterior se establece:

Definicién 3.12. Funcion de Sector del poro p;:

N
9s(Dik) = Z La,(p ) (£)ée (3.10)
=1
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La cual permite expresar G4(p;x) como un vector de 0 y 1 en el espacio R, El
conjunto de poros que tienen intersecciéon no vacia con el sector ¢, se determinan mediante

la siguiente definicion:

Definiciéon 3.13. /-sector de capa porosa Pj:

G(t P = i mlos i)} — 0} (311)

Donde y(.) : RYs — R es la funcion proyeccion.
Como agregado definase el siguiente operador de rotacion:

Definicién 3.14. Operador de rotacion del poro p; .
T(Pik,0) = (zircos(0) — yirsen(0), v psen(0) + yixcos(0), i x)

El cual denota que el centro de un poro p; ; de una capa porosa Pj ha sido rotado un
angulo 0. En su defecto 7(Py, ) denota que los poros que conforman la capa Py han sido

rotados. En ese sentido se estable la definicion siguiente:

Definicion 3.15. Funcion de Actualizacion .

o fl(pi,kvpj,lﬁ*l?e?/l’*nu%*) s11 € é(g + 17 Pk) A j € é(e + 17T<Pk+170>>
¢(m7 27]767 ka Pk-i-l) -

m o0.c.

Donde:

0 es el dngulo de rotacion.

s Py Py son capas porosas consecutivas, con Ny y N1 poros respectivamente.
= meR

é(f +1L,P)y 5(5 + 1,7(Pyy1,0)) son los £ + 1-sectores de las capas Py y la capa

rotada 7(Pyy1,0) respectivamente.

La definicién anterior permite establecer el siguiente operador:
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Definicion 3.16. Operador de Actualizacion ¥
\II(MJ 6) - (lp(MZ,j? i7 ja 67 Pk7 Pk+1))Nk><Nk+1

Donde:
s M es una matriz de Ny X Ny entradas.

» M, ; eslaij—entrada de la matriz M.
LIS {1,2,...,Nk} yjJ e {1,2,...,Nk+1}

Note que W(M, ¢) es una matriz con entradas reales de tamano Ny x Ni;1 y modifica
las componentes cuyos indices 7, j pertenezcan a los conjuntos CN;'(E +1,P)y CN;'(E +
1, 7(Pg11,0)) respectivamente, dejando las demés entradas de M sin cambios. Ademés,
dichos componentes toman valores en {0, 1}, debido a que son determinadas por la funcion
de conexion con umbrales radiales fi(p;k, Dj+1,0, H—, fit)-

Para ¢ € {1,2,.., N} definase la siguiente sucesion:
MO (Py, Peyr) = (MY (Py, Py, €)

Con N; = n, X ng, y n,,ng enteros mayores que uno; y M(O)(Pk, Py 1) una matriz de
tamano Ny X Nji1 con todas sus componentes igual a cero. Luego para ¢ = N; — 1, dngulo

de rotacion €, y umbrales radiales 0 < p_ < puy, se tiene:

Definicién 3.17. Matriz de conexion
M (Py, Piyr, 0, p, piy) = M) (B, Py

La cual recoge las conexiones de los poros de la capa Py y Py.1. Esto permite establecer

la siguiente relacion:

Ny, Nk+1

fI(PkJ? Pk-i-la Oa /L_7,lL+) = Z Z MC(Pk7 Pk-i-la 0, H—,s :u-i-)ij (312>

i=1 j=1
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Note que M.(Py, Pyy1,0, pi—, j14) es una matriz dispersa, debido a la distribucion de los
poros en las capas. Tal como puede observarse en la Figura 3.8, un poro p; ; no se conecta
con todos los poros de la capa Py.1. Cabe senalar que M.(Py, Piy1,0, 11—, puy) depende
del angulo de rotacion 6 y al efecto de los umbrales radiales p— y p. Las entradas de la
matriz M.(Py, Py, 6, pi—, p14) se definen a partir de fr(pi g, pjrt1, 6, p—, it ).

El procedimiento para obtener las matrices conectividad se resume en el siguiente

algoritmo:

Algoritmo 1 Construccion de una matriz de conexioén entre dos capas porosas P y Pry1

Entrada: Capas Py, con poros {pii}, Prt1 con {pjri1}; pasos Ar, AS; umbrales I =
(—, py]; dngulo de rotacion 6
Salida: Matriz de conexion M. y la funcién de conexién con umbrales radiales capa-capa
fr(Pr, Pry1, 0, pi— s jiy)
1: Inicializar M) (P, Pyy1) < 0 de tamafo Nj X Njy1
2: Rotar P, < 7(Pit1,0)
3: para { =1 to N, hacer_
4: Calcular G (¢, P,) y G(¢, P ,,)

5 para cada i € G({, P;) hacer

6: para cada j € G(/, P,,) hacer

T si fr(pig, Pjk+1,0, -, i) = 1 entonces
8 MY(Py, Peiy) < 1

9: si no

10: M) (P, Por) + M{TV(Py, Poy)
11: fin si

12: fin para

13: fin para

14: Paralos demds (i,7): MO(Py, Puy1)iy < MV (P, Puyr)
15: fin para

16: M, < M®s)

17: devolver M.y fi(Py, Pot1,0,p,ji1) = > i Mei, g

Definiendo el procedimiento por el cual se determinan las conexiones entre capas
consecutivas P y Pj1, se puede determinar la conectividad correspondiente, la cual se

cuantifica mediante el parametro y, como se detalla en la siguiente seccion.

3.2.5. Caracteristica de Poincaré-Euler de Bicapas.

Conforme a la ecuaciéon 2.10 la conectividad de dos capas consecutivas viene dada por

la siguiente expresion:
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(a) Mo(Py, Piy1,6, 10—, piy) con 6 =0 (b) M.(Py, Pyy1,0, p—, pu4) con 6 = 45

Figura 3.8: Matriz de conexion M.(Py, Pyy1,0, p—, 114) para diferentes valores de 6.
1 .
X(Pes P §) = 5 (N + Niwt = 2/ (P, P 9)) (3.13)

Para umbrales radiales u_ y . la conectividad se calcula como:

Nk Nk+1

1 -
X(Pka Pk+17 97:“*7/L+) = 5(26[@71}/@7,&*7 /’L+)+Z 5I(pj,k+17 H—, :u+)_2fl(Pk7 PkJrla 97 H—, qu))

i=1 j=1

(3.14)
Cabe senalar, que x(Py, Piy1, 0, 11—, i) es una medida del grado de conexion que tiene
el espacio delimitado por la superposicion de los poros que conforman las capas Py y
Py.+1. Aunque los poros son representados como circulos, en las estructuras porosas son
cilindros de altura Ah > 0 y de radio r; ;. El espacio encerrado por los poros superpuestos
es volumétrico y el valor de x(Pg, Pyt1,6, pi—, p14+) permite dimensionar que tan conectado
topologicamente esta consigo mismo [19].
El calculo de y, puede ilustrarse utilizando la bicapa de la Figura 3.9, que se realiza
como sigue:
Cada capa esta compuesta por un poro, por lo cual Ny = 1y Ny = 1, ademas, se
verifica la interseccion entre ambos poros, por lo que Ny, NNy = 1. Aplicando la ecuacion

3.13 se tiene:

1
X:§<1+1—2><1>:O

El resultado previo muestra que la conectividad es nula, debido a que no hay conexiones

redundantes para el espacio poroso contenido en el interior de ambos cilindros o poros.
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CAPA1

/\_/’\

CAPA 2 - - 7 T =

Figura 3.9: Bicapa de dos poros.

CAPA2

Figura 3.10: Bicapa de tres poros.

En cambio, para la Figura 3.10, se tiene que Ny =1, Ny =2y Ny N Ny =2 por lo

que x toma el siguiente valor:

1
X:§(1—|—2—2x2>:—0.5

Lo cual muestra que y toma un valor negativo, e indica que hay méas conexiones redundantes

entre una capa y la otra, tal como puede observarse en la figura anterior.
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3.2.6. Caracteristica de Poincaré-Euler de Estructuras Porosas

Para una estructura porosa compuesta por N, capas porosas yuxtapuestas, la conecti-

vidad topologica del espacio volumétrico contenido se estima mediante:

Nc—1

1
Z X ( Py, Prt1, Ok g1y ey f14) (3.15)
1

XEP = TR2ARN,

Que viene a ser un promedio volametrico de la conectividad de la estructura porosa [16].
Es posible notar que xgp es sensible a los angulos de rotaciéon bicapa 6y 41 y a los
umbrales radiales p_ y py . Encontrar valores extremos para xgp equivale a sensibilizar

la conectividad de cada bicapa de la estructura porosa. Sin pérdida de generalidad toémese

X1 = X(Pry Pey1, Op g1, -, piy ). Entonces:

N.—1 N.—1
XEPpin = E Xkk+1,:, N XEPpax = E Xkk+1, .
k=1 k=1

El procedimiento para encontrar el angulo que maximiza o minimiza la conectividad

de bicapas se basa en estimar el valor de x para diferentes valores de 6.

3.2.7. Matriz de Caminos Mgp

Como se habia descrito en la seccion 2.2.5, las capas porosas delimitan el espacio
volumeétrico interior a los poros. Dicho espacio puede ser descrito a su vez por los caminos
generados por la conexién entre los poros de las capas. El nimero de caminos de un poro
de la primera capa, a la N.-ésima capa de una estructura porosa viene dada por la 7j-ésima
componente de la matriz Mgp, que viene dada por la siguiente expresion:

Definicién 3.18. Matriz de Caminos de una Estructura Porosa

Ne—1

Mgp = H M (Py, Prg1, Ok kg1, pi—, f14) (3.16)

k=1

El ntimero de caminos que hay de un poro p;; de la capa P, a un poro p; , de la capa
Py, viene dado por Mgp, ;. En general el nimero de caminos en una estructura porosa se

estima mediante:
N1 N.

Tpp=Y_> Mpp, (3.17)

i=1 j=1
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3.3. Filtracion de Particulas

El proceso de filtracion de particulas solidas se puede asumir como un flujo volumétrico
aleatorio a través de las distintas capas que componen la estructura porosa [6]. Asimismo,

"...la separacion de particulas solidas a partir de

este proceso puede ser definido como
un fluido mediante el paso del fluido a través de un medio filtrante o pared separadora
sobre el que se depositan los sdlidos..." [10].

La capacidad de un medio filtrante o estructura porosa, se cuantifica mediante la

eficiencia, que se define como [7]:

Definiciéon 3.19. Eficiencia de un medio filtrante: Razon del nimero de particulas que
fueron capturadas y el nimero de particulas previo a desplazarse a través del medio filtrante

0 estructura porosa.

Para describir el efecto de la conectividad en la capacidad que tienen los medios
filtrantes de capturar particulas, se toma de referencia el modelo desarrollado en [7], que
define la filtracion como un sistema en el que interacttian particulas y capas porosas.

Considerando las propiedades fisicas de una estructura porosa, obtenidas mediante
experimentos de laboratorio, el ntimero de capas N, suficientes para estimar su eficiencia

viene dado por [6]:

N, = (—> (1—e) (3.18)

Donde:
= Ah es el espesor de cada capa porosa.
» Dy es el didmetro medio de la fibra.

= ¢ es la porosidad del medio filtrante.

Se consideran los siguientes supuestos para la simulacion de capturas de particulas en

la estructura porosa [20]:

1. Todas las particulas son esferas soélidas cuyo radio depende de la misma distribucion

de tamano.

33



CAPITULO 3. ESTIMACION DE LA CARACTERISTICA DE POINCARE-EULER

2. El efecto de la interaccion entre particulas en su movimiento es ignorado.

3. Una particula puede ser capturada por un poro, una fibra o un poro bloqueado por

otras particulas.

Como se indico previamente, cada particula soélida se representa como una esfera con
centro en (2,9, 2) € R? y de radio # > 0. Si se parametriza en ¢ € R}, una particula puede

ser identificada como:

Un conjunto de particulas () puede expresarse como:
Ng
Q(t) = U QQ@)
a=1

Donde Ng es el numero de particulas del conjunto (). Una particula g, atraviesa
una capa porosa P, si se desplaza a través de un solo poro p;j, de lo contrario serfa

capturada [20]. Esto es cierto si :

d(Qaapi,k) <Tik— Ta (3.19)

Donde, d(qa, pix) es la distancia en el plano xy del centro de la particula g, al poro

Dik, como se detalla a continuacion:

A Pie) = \f (B = 200)? + (o — i)’

La verificacion de que una particula se ha desplazado a través de un poro puede

expresarse en la siguiente funcion:

Definicion 3.20. Funcion de filtracion de particula-poro:

1 st d(Qompi,k) < ri,k - f'a
W(Qaypi,k) =

0 o.c

La filtracién de una particula ¢, a través de una capa porosa P, se denota como

wW(qa, Pr) y viene dado por:
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Definicion 3.21. Funcion de filtracion particula-capa:

Ny

W(Qaa Pk) = ZW<QQapi,k)

i=1

Que toma el valor de w(q,, Pr) = 1 cuando ¢, ha logrado desplazarse a través de un
poro p; i, no obstante, si la particula g, es capturada por una regiéon soélida de la estructura
porosa, se tiene que w(qq, Pr) = 0, tal como puede observarse en la Figura 3.11.

Si se considera un angulo de rotacion 6 para Py, y umbrales radiales g y gy con

0 < p- < py, se tiene entonces:

Definicion 3.22. Funcion de filtracion particula-poro ampliada:

51(Pi,k, iy fhy) S d(Qaapi,ka 6) < Tik — Ta
w[(ch Dik, 87 H—, /’L-‘r) =
0 0.c.

Con d(qa, pik,0) definido como en la ecuacion 3.1. Para la filtracion mediante una

capa porosa, considerando lo antes expuesto, se tiene:

Definicion 3.23. Funcion de filtracion particula-capa ampliada:

Ny

wl(qt)m Pk’v 07 ,LL_,,lL+) = wa(qavpi,lm 97;“—7 M+)

i=1

Si se denota i(«, k) el indice del poro por el cual la particula g, ha logrado desplazarse

a través de la capa Py, este se obtiene mediante:

Ng

i(OZ, k‘i) = ZZ * wI(QOUpi,ka 9, H—, ILLJF)

i=1

Asimismo, el radio del poro por el que se desplazé la particula viene dado por:

Ny

T’(O[, k) - Z ik * w[(qompi,ka 07 H—, M-f—)
i=1

Para un proceso de filtracion de varias particulas a través de una estructura porosa
conformada de N, capas yuxtapuestas, se puede considerar un conjunto ) de particulas

en un momento inicial ¢, previo a dicho proceso.
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Con z,4(tg) = Nex Ah, y Z4(t0), Ua(to) ubicados en la region circular de radio R, — 7,
y centrada en el origen del plano xy.

Para una sucesion de tiempos 0 < tg < t; < ty <, ..., < tn., €l conjunto Q () representa
las particulas de Q(to) que han logrado atravesar las primeras k capas porosas. Q(t;) se

obtiene mediante:

Q)= |J )

OZG{L..JVQ}

Cabe senalar, que la sucesion {q,(t0), ¢a(t1), ---, ¢a(tr)}, es la trayectoria de la particula

do a través de la estructura porosa. Al respecto, ¢, (t;) es determinado a continuacion:

QQ(tk) = Q(Qa(tk—l)) (320)

Donde, Q(qq(tx_1)) se define como:

Definicion 3.24. Funcion de propagacion de particula

@ (tem1) st wr(ga(te—1), leé\ka,M—»N—i—) =1
Uqaltr-1)) =

0 en o.c

A su vez, qf(tg—1) viene dado por:

qj;(tkfl) = (‘%Z(tk*l)a QZ(tkfl)a 2;(15]6*1% f.a)

Donde:

~ -~

w2 (th-1) = Ti(ak) kCOS(Ok) = Yi(ak) k5N (Ok) + Pak/VakCOS (2T A i)

~ ~

n U (te-1) = Titak) kSN (Ok) + Yicak),kCOS(Ok) + Par/Varsen(2mAa k)
L] fz(tkfl) = ﬁa(tkfl) - Ah

Los parametros pox, Ok, Aak Y Vak, estos iltimos dos generados mediante una distri-

bucion uniforme, se estiman mediante:
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" ok =1(0, k) —To

Va,k ~ U[O, 1]

Aok ~ U0, 1]

N k—1
Ok = > e Omim

El parametro 0, considera la rotacién total que tiene la capa porosa P, en relacion
al sistema de referencia, cabe recordar que el dngulo de rotacién entre capas porosas
consecutivas es relativo a la posicion de una con respecto a la otra, por lo cual, las

rotaciones se acumulan desde la primera capa porosa P; hasta la capa Pj.

Y

~
|

(@) w(qa,Pr) =1 (b) w(ga,Py) =0

Y

Figura 3.11: Célculo de la funcion w(q,, P).

En referencia a la actualizacion de las coordenadas de la particula g, para cada tiempo
tx, las expresiones 7 (tx—1) y Ui (tx—1) incorporan la delimitacion del poro p;j sobre la
trayectoria de la particula ¢,, pues el pardmetro p, ; junto con el angulo 27\, ; determinan
la ubicacion del centro de g, en la region de p; ; que no implique ¢, ha atravesado, ya sea
parcial o totalmente las paredes del poro. Ademas, que las capas estén inmediatamente

una después de la otra, determina los poros por los cuales puede circular ¢, en la siguiente
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capa porosa consecutiva [19], es decir, una vez que esta ha atravesado la capa P, no
puede aleatoriamente aparecer en un punto cualquiera de la siguiente capa, sino, que se
mueve por uno de los caminos descritos mediante las entradas de la matrices de conexion
M. (Py, Pei1, Ok k41, pi—, pi4). En caso de que se apliquen umbrales radiales p— y p4 a los
poros, el desplazamiento de g, queda condicionado al valor de wy. El factor /7, 1, garantiza
que la densidad de probabilidad de los puntos, donde puede colocarse el centro de la
particula ¢, se mantenga constante [14].

Adicionalemente, z*(t;_1) representa el movimiento vertical descendente de g, de la
capa Pj._1 hacia la capa Py, que es equivalente a decir que la particula no ha sido capturada
y se mueve a través de la estructura porosa.

Conforme a lo expuesto anteriormente, la eficiencia de la estructura porosa o medio

filtrante viene dado por:

Definicion 3.25. Eficiencia:

yo 1 Q)

1Q(o)]

El algoritmo para simular el proceso de filtrado y el célculo de la eficiencia n se define

a continuacion:

Algoritmo 2 Filtracion de N particulas a través de NN, capas

Entrada: Conjunto de particulas Q(ty), capas {Py}ocy, fi_, fiy
1: para todo ¢, € Q(tp) hacer
2: k+1
3 mientras k < N, and ¢, # () hacer
4 si wr(qa, Pr, O, pi—, i) =1 entonces
5: Actualizar ¢, < ¢, segtun (3.20)
6: k< k+1
7 si no
8 Qo < 0 > Particula capturada
9: Verificar poros obstruidos.
10: fin si
11: fin mientras
12: fin para
Salida: Q(ty,) = {qa # 0}
tn.)

1Q(to)]

Eficiencia: n =1 —
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Capitulo 4

Analisis de Resultados

En el Capitulo anterior se desarrolld el analisis entorno a factores que tienen una
incidencia directa sobre la estimacion de la Caracteristica de Poincaré-Euler para las
estructuras porosas consideradas en este trabajo. Mediante la aplicacion del método
sectorizacion de capas se obtuvieron los resultados del calculo de y, considerando solamente
el efecto del angulo de rotacion, para posteriormente incluir en dichos resultados la
afectacion debida a los umbrales radiales. Los calculos se realizaron para capas porosas de
diferente radio R, y en cuanto al tamano de los poros, se utilizé la distribucion de radios
descrita en el trabajo de Duarte-2022 [7]. De veinte (20) capas simuladas, se seleccionaron
aleatoriamente dos capas para generar los graficos de dispersion, asimismo, para los graficos
de distribuciéon del niimero de poros respecto al nimero de conexiones y, de la conectividad
cuantificada mediante y en funcién del nimero de conexiones de las capas consideradas.
Referente al célculo de la conectividad para estructuras porosas compuestas de veinte (20)
capas, se realizaron graficos de densidad, de los cuales se identifico la relacion entre el
valor de R, y la geometria de la curva de densidad de la variable x. El Capitulo finaliza
con la simulacion del flujo de particulas a través de bicapas, y se describe la relacion entre

la conectividad y la eficiencia de los medios filtrantes simulados.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

4.1. Conectividad de Bicapas con Umbrales Radiales

Con el proposito de observar el nivel de incidencia de los umbrales radiales en la
estimacion de la conectividad, se determiné el valor de la Caracteristica de Poincaré-
Euler considerando umbrales radiales, con los siguientes intervalos: I =|0um, 6um], I =
10um, 8um|, I =|0um,10um] y I =]0um, 12um| para bicapas de radio R. = 250um,
R. = 320um, R, = 400um y R, = 450um. Se estimo6 el valor de la y, para trescientos

valores del dangulo de rotacion 6 en el intervalo de [0, 27].

4.1.1. Graficos de Dispersion para x(FPy, Pyy1,0, -, py) en funcion

del angulo de rotacién 6.
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Figura 4.1: Graficos de dispersion para R, = 250um.

La Figura 4.1 muestra una banda de valores y en el intervalo de [0, 27], es decir la
distribuciéon de puntos no exhibe cambios significativos para una variaciéon del angulo

de rotacion 6. No obstante, la banda de valores para y se desplaza conforme el valor de
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

umbral radial p, toma valores cada vez mayores, es decir, el valor de y esta fuertemente

condicionado a la disposicién de los poros que pueden mantener una conexiéon con los

poros de la siguiente capa.

Un comportamiento similar a lo antes expuesto puede verificarse en la Figura 4.2, sin

embargo, los limites para los valores de y son diferentes, lo que sugiere que a mayor radio

R, para las capas porosas, mas conexiones se dan entre las mismas, asi también, cuando el

ntmero de poros disponibles para formar conexiones disminuye el valor de la conectividad

X toma valores cada vez mas positivos como se observa en la Figura 4.2a en relacion a la

Figura 4.2b.
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Figura 4.2: Graficos de dispersion para R, = 320pum.

El ntimero de conexiones de un poro p; ; de la capa P se ve afectado naturalmente

por los umbrales radiales. Cabe senalar que dicho valor viene dado por la funcion de

conexion Poro-Capa con umbrales radiales, ]/C\I(pi,k, Pii1,0, 1, py) y cuyo comportamiento

se explora en la seccion siguiente.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

4.1.2. Densidades de Conexion para ]/"\I(pi,k, Pri1, 0,0, py)

Se seleccionaron aleatoriamente dos capas porosas de radio R, = 250um, P,y P,. Al
estimar la matriz de conexién correspondiente a ambas capas, M.(Py, Py, 0, i, i), para
diferentes dngulos de rotacion 6, se obtuvo el niimero de poros de la capa P, que mantenian
un numero especifico de conexiones con la capa P, tal como se ilustran en las Figuras

4.3 a la 4.8.
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Figura 4.3: Distribucién del nimero de poros para R, = 250um.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

Cabe senalar que para los umbrales radiales, se tomé u_ = 0, asi, u, es el parametro
que determinada que poros de ambas capas estan habilitados para conectarse. Para un

poro p; 1, el nimero de conexiones que posee con la capa P» se determinara mediante:

N2
fI(pi,hPQ)g?/L—aM-ﬁ-) = ZMC(PMP??e?/J’—Hu-F)ij (41)

J=1
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Figura 4.4: Distribucion del nimero de poros para R. = 250pum con I =]0um, 10um| e
I =]0pm, 12um).
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El ejercicio anterior puede replicarse para capas porosas con R, = 320um. Debido
al incremento en el radio R, el nimero de poros que no tienen conexién se incrementa
significativamente en comparacion a lo observado para la bicapa con R, = 250um, tal

como se observa a continuacion:
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Figura 4.5: Distribucion del niimero de poros para R, = 320um con I =|0um,6um] e
I =]0um, 8um).
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Al igual que con los poros de las capas con R. = 250um, la distribucién del ntimero
de poros con respecto al nimero de conexiones tiende a mantenerse para los d&ngulos de

rotacion considerados. De esto se puede inferir que los umbrales radiales son los factores
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que mayor efecto tienen en la topologia del espacio poroso.
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Figura 4.6: Distribucion del nimero de poros para R. = 320um con I =]0um, 10um| e
I =]0pm, 12um).

La aseveracion anterior se sigue cumpliendo para las bicapas de radio R. = 400um y
R. = 450pm.

La Figura 4.7 muestra el efecto de los umbrales radiales sobre el ntimero de poros
de la capa P; que se habilitan para conectarse con los poros de la capa P;. De nuevo,
debido a que R, es mayor, la proporciéon de poros de mantener un ntimero determinado de

conexiones aumenta. Cabe mencionar, que las formas de las distribuciones se mantiene
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para las capas previamente analizadas.
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El efecto de los umbrales I =]0um, 10um| y I =|0um, 12um] en las conexiones de la

capa R. = 450um se observa a continuacion:
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Figura 4.8: Distribucién del ntimero de poros para capas de radio R = 450um con
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4.1.3. Conectividad y conexiones

Al obtener la matriz de conexion M.(Py, P, 0, 1, j11) de las capas porosas de radio
R. = 250mu, se compard el comportamiento de x en relaciéon al nimero de conexiones

entre las capas, fI(Pl, P50, 1,y ), para 100 puntos en el intervalo [0, 27].
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Figura 4.9: Conectividad en funcién del niimero de conexiones para R, = 250um.

Tabla 4.1: Resumen de conectividad minima y maxima para R, = 250um.

Umbrales Minima Conectividad Maxima Conectividad
(pm) X fr(Py, Po, 0, p, piy) 0 X f1(Py, Po, 0, p, piy) 0
10 ,6] 169 229 3.0788 95 303 3.5186
10,8] -378.5 1100 1.1310 -495.5 1217 4.9009
10,10] -1120.5 1998 0.1885 -1244.5 2122 0.5027
10,12] -1570 2505 1.8850 -1673 2608 5.4035
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Se replico el ejercicio anterior para capas porosas con radio R, = 320um. En la Figura
4.10 se observa que conforme el niimero de conexiones crece, la conectividad de las capas
disminuye. Es posible identificar el efecto de los umbrales radiales en el comportamiento de
X para estas capas. Conforme el intervalo I =|u_, puy] abarca un mayor rango de valores,

se habilitan un mayor nimero de poros que pueden mantener conexiones con los poros de

la capa siguiente. Esto puede verificarse en la Tabla 4.2.
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Figura 4.10: Conectividad en funcion del nimero de conexiones para R. = 320um.

Tabla 4.2: Resumen de conectividad minima y méaxima para R, = 320um.

Umbrales Minima Conectividad Maxima Conectividad
(um) x 1Py, Py puy) 6 x [Py, PO pny) 0
10,6] 267.0 411 0.3142 162.0 516 2.0735
10,8] -685.5 1895 5.1522 -840.5 2050 4.0841
10,10] -1848.5 3302 1.0053 -2057.5 3511 5.6549
10,12] -2639.5 4193 0 -2791.5 4345 4.7752
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El comportamiento de la conectividad frente al niimero de conexiones para una bicapa
de radio R. = 400um se expone en la Figura 4.11. Los limites obtenidos para y en

relacion a la aplicacion de umbrales radiales se observa en la Tabla 4.3.
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Figura 4.11: Conectividad en funcién del nimero de conexiones para R. = 400um.

Tabla 4.3: Resumen de conectividad minima y maxima para R. = 400um.

Umbrales Minima Conectividad Maxima Conectividad
(um) X f[(PlaPQaealufnqu) 9 X fI(PbPQaea,Ufmqu) 9
10,6] 417.0 603 0.4398 29R.0 722 0.19
10,8] -921.0 2732 4.08 -1104.0 2915 2.70
10,10] -2832.5 5054 1.00 -3033.5 5255 0.31
10,12] -3975.5 6344 0.00 -4136.5 6505 3.58
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Los resultados obtenidos para una bicapa con R. = 450um se exponen en la Figura

4.12 y en la Tabla 4.4.
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Figura 4.12: Conectividad en funcién del nimero de conexiones para R, = 450um.

Tabla 4.4: Resumen de conectividad minima y méaxima para R, = 450um.

Umbrales Minima Conectividad Maxima Conectividad
(um) x 1Py, Py, puy) 0 x [Py, PO, pny) 0
10,6] 488.5 861 2.3876  299.5 1050 0.1885
10,8] -1316.0 3653 2.0735 -1544.0 3881 2.2619
10,10] -3832.0 6689 5.5920 -4045.0 6902 3.3929
10,12] -5387.5 8439 5.9062 -5541.5 8593 3.3929

La conectividad de cada bicapa esta determinada por la cantidad de objetos que pueden

formar conexiones entre si, en este caso los poros que las conforman.

En el Capitulo 2 se expres6 que la Caracteristica de Poincaré-Euler tomaba valores cada

vez mas negativos conforme el nimero de caminos o conexiones redundantes aumentaba
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y superaba la cantidad de objetos (poros en este caso) identificados en cada seccion

consecutiva, lo cual se comprueba con los valores obtenidos de fI(Pl, Py, 0,1, ) de las

capas consideradas en este analisis, que conforme aumentan el valor de la conectividad

tiende a ser mas negativo.

4.2.

Conectividad de Bicapas

Se seleccionaron parejas de capas aleatoriamente. Se obtuvo el valor de la conectividad

de dichas parejas de capas, para diferentes valores del angulo de rotacion € en el intervalo

[0, 27]. Los resultados obtenidos se muestran en las secciones siguientes:

4.2.1.
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Figura 4.13: Graficos de dispersion para diferentes valores de R, y angulos de rotacion 6.
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-~

4.2.2. Distribucién del niimero de poros segtn el valor de f(p; i, Pi11,0).

Las estimaciones del nimero de conexiones de cada poro, para las parejas de capas
porosas consideradas, se realizo sin considerar el supuesto de que una porciéon de ellos
estuvieran obstruidos, tal como se realizo en la seccion previa. Cada poro esta habilitado

para formar conexiones con los poros de la capa siguiente.

o 5 B 135° o 5 3 135°
600
300
400
200
200
: - I| | I| | :
0 | 1 1 2 | I I 1
€ . . L h.__ L g o il _ h.__ b h__
[} [}
° 180° 225° 270° 315° o 180° 225° 270° 315°
o o
E E 600
3 300 =
z z
400
200
100 200
0 « i v T « v \ . U T i v 0 " . U A i v I . U i i U
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 19 5 10 19 5 10 19 5 10 15
Numero de Conexiones Ndmero de Conexiones
(a) R.=250um (b) R. =320um
[ 45° 90° 135° 0° 45° 90° 135°
1200
750 900
500 600
= I ; 1 I I I
g o . ... " . g o/l b b b
() ()
o 180° 225° 270° 315° o 180° 225° 270° 315°
1) © 1200
[} [
£ 750 E
E 2 900
500 600
250 300
0 0

0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 1® 5 10 18 5 10 19 5 10 15
Numero de Conexiones Numero de Conexiones
(c) R. =400um (d) R, = 450um

Figura 4.14: Distribucion del nimero de conexiones de un poro para diferentes valores
de R. y dngulos de rotacion 6.

Tal como se pudo identificar en las graficas de distribucién del ntimero de poros por
numero de conexiones de la seccion anterior, la forma de dichas distribuciones se mantiene
frente a la variacion del angulo de rotacion . Para las distribuciones de la Figura 4.14,
el nimero de conexiones es mayor a las obtenidas aplicando los umbrales radiales, lo cual

ilustra empiricamente lo establecido en el Corolario 3.1.
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4.3. Estructuras Porosas

En [19] se establece que con veinte (20) secciones seriales de una muestra de material,
en este caso del medio filtrante, se puede determinar la Caracteristica de Poincaré-Euler

del espacio contenido en el seno del medio filtrante.
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Figura 4.15: Densidades para una muestra de 150 Estructuras Porosas de diferente radio
R..

En la Figura 4.15 se enmarcan los resultados del calculo de x para ciento cincuenta
(150) estructuras porosas, construidas aleatoriamente a partir de la combinaciéon de veinte
(20) capas porosas generadas mediante diagramas de Voronoi-Laguerre segun lo descrito
en [7|. Para la obtencion del valor de la Caracteristica de Poincaré-Euler y se aplico la
ecuacion 3.15, que resulta de aplicar la ecuacion 2.11 al modelo simulado de filtros. Dicha
ecuacion delimita un promedio volumétrico de la conectividad, lo cual, permite que los

valores obtenidos de la Caracteristica de Poincaré-Euler para cada R. sean comparables.
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De tal resultado, en la Figura 4.15 se identifica que conforme el R. aumenta los valores
de la conectividad para una estructura porosa tienen a desconcentrarse de un valor central
hasta una distribucién mas uniforme (Figuras 4.15a-4.15d). El promedio y la desviacion

estandar de los resultados anteriores se exponen en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5: Valores de Conectividad de las Estructuras Porosas con diferente radio R.

R, =250 um R, =320 um
Promedio: —4.01685 x 10~° Promedio: —4.04346 x 10~°
Desv. Est.: 7.91677 x 1078 Desv. Est.: 5.23396 x 1078

Min. Conect.: —3.99869 x 10~®> Min. Conect.: —4.03035 x 107°
Max. Conect.: —4.04009 x 10~° Méax. Conect.: —4.05556 x 107°

R, =400 pum R, =450 um
Promedio: —4.02124 x 107° Promedio: —4.05116 x 107°
Desv. Est.: 1.65413 x 1077 Desv. Est.: 1.09339 x 1077

Min. Conect.: —3.97368 x 10™® Min. Conect.: —4.02337 x 107°
Max. Conect.: —4.04848 x 10™® Méax. Conect.: —4.06792 x 107°

4.4. Incidencia de la Conectividad en la Filtracion de
Particulas

Se procedi6 a generar estructuras de dos (2) capas porosas, para las cuales, se estimo Y,
considerando la posibilidad de que los poros estuvieran habilitados o no, segiin la longitud
de su radio, para formar conexiones. Esto se realizo aplicando umbrales radiales. Asimismo,
se consideraron capas de radio R, igual 250pum, 320um, 400um y 450um. Se realizaron
220 simulaciones de filtracién de particulas para cada configuracion de capas, y los valores
de conectividad estimados. Finalmente se obtuvo la eficiencia de los medios filtrantes
simulados, calculando la razén entre el nimero de particulas que fueron capturadas en el
medio filtrante con respecto al niimero de particulas generadas aleatoriamente, previo a su
desplazamiento a través de las estructuras porosas. El nimero de particulas al principio
de la simulacion se estim6 conforme a lo expuesto en [7] y [6], tal como se muestra en la

siguiente ecuacion:

NUM = NPART x CONC x V x At x A (4.2)
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Donde:

NPART: Namero de particulas por unidad de masa.

CONC" Densidad de la fase que transporta las particulas.

V: Velocidad de fase.

At: Tiempo.

La cual considera las propiedades del polvo ACFine Dust [7] y cuyos parametros se exponen

en la siguiente tabla:

Tabla 4.6: Parametros de particulas, velocidad de fluido e incremento de tiempo

NPAR CONC vV At
1.7519 x 10°/mg 1mg/l 0.10m/min 5min

El nimero de particulas que deben ser lanzadas, dependiendo del radio de la capa

porosa se detalla en la siguiente tabla:

Tabla 4.7: Numero de particulas para distintos valores de R,

No. R, Numero de Particulas
1 250 pm 175
2 320 pm 282
3 400 pm 441
4 450 pm 558

4.4.1. Filtraciéon en Bicapas

Los resultados del calculo de la eficiencia para una estructura porosa de dos capas,
para distintos radios de capa porosa R., diferentes valores de conectividad, y distintas

distribuciones para el tamano de las particulas se detallan en la secciones siguientes:

4.4.1.1. Distribucion de Particulas U(1,5)

Los resultados de las simulaciones del proceso de filtracion muestran que conforme el

radio R. aumenta, que implica a su vez, que haya un mayor niimero de posibles conexiones
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

entre los poros de las capas consecutivas, mayor es el valor de la eficiencia, estimada a
partir de un conjunto de particulas que poseen la misma distribuciéon en tamano.

De acuerdo a los valores obtenidos de las tablas adjuntas, se identifica que conforme la
conectividad de la estructura porosa disminuye, es decir, que y toma valores cada vez mas

positivos, incrementa con ello la eficiencia de la estructura porosa.

Tabla 4.8: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 250um

X Eficiencia Desviaciéon Estandar LI LS

103.0 0.995818 0.003020 0.995400 0.996237

-52.0 0.982779 0.005817 0.981973 0.983585
-487.5  0.980416 0.007034 0.979441 0.981390
-911.0  0.944026 0.013229 0.942192  0.945859
-1215.5  0.939896 0.012613 0.938148 0.941644
-1342.0  0.941792 0.011972 0.940133 0.943452
-1630.0  0.913481 0.014778 0.911432 0.915529
-1835.0  0.908338 0.015352 0.906210 0.910465
-1937.5  0.850649 0.017190 0.848267 0.853032
-1978.0  0.883740 0.016198 0.881495 0.885985
-1999.0  0.884442 0.017424 0.882027 0.886856
-2077.5  0.851091 0.019261 0.848421 0.853760

Tabla 4.9: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95% para R, = 320um

X Eficiencia Desviacion Estandar LI LS

160.0 0.995455 0.002473 0.995112  0.995797
-132.0  0.992150 0.004143 0.991576  0.992724
-791.5  0.967134 0.006875 0.966181 0.968087
-1379.0  0.946196 0.009685 0.944854 0.947538
-1880.5  0.940683 0.009632 0.939349 0.942018
-2083.0  0.929884 0.009089 0.928624 0.931144
-2564.0  0.919262 0.012084 0.917587 0.920937
-2943.5  0.866634 0.015231 0.864523 0.868745
-3101.5  0.867489 0.014863 0.865429 0.869549
-3157.0  0.900854 0.013821 0.898939 0.902770
-3182.5  0.885429 0.013438 0.883566 0.887291
-3393.0  0.861364 0.012960 0.859568 0.863160

Por ejemplo de la Tabla 4.8 se tiene que para y = 103.0, la eficiencia es de 0.995818,
que disminuye a 0.851091, cuando x = —2077.5. Similarmente sucede con los datos de la
Tabla 4.9, cuando y = 160.0, la eficiencia toma el valor de 0.995455, en cambio, es igual
a 0.861364 cuando xy = —3393.0.
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Los resultados obtenidos del analisis para las bicapas de radio R. = 400um y R, =

450pum se detallan en las Tablas 4.10 y 4.11.

Tabla 4.10: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 400um

X Eficiencia Desviaciéon Estandar LI LS
311.5 0.999825 0.000607 0.999741  0.999909
-148.0  0.990043 0.003245 0.989594  0.990493

-1123.5  0.980489 0.004861 0.979815 0.981162
-2018.5  0.970418 0.005773 0.969618 0.971219
-2961.0  0.944888 0.007847 0.943800 0.945975
-3292.0  0.920686 0.008782 0.919469 0.921904
-4063.5  0.915399 0.008933 0.914161 0.916637
-4687.5  0.909101 0.010546 0.907640 0.910563
-4976.5  0.865255 0.011532 0.863656 0.866853
-5123.5  0.847176 0.012247 0.845478 0.848873
-5160.0  0.860173 0.011673 0.858555 0.861791
-5369.0  0.843599 0.012698 0.841839 0.845359

Tabla 4.11: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 450um

X Eficiencia Desviaciéon Estandar LI LS
423.0 0.999145 0.000897 0.999020 0.999269
380.5 0.997776 0.001598 0.997555  0.997998
-204.5  0.988791 0.003024 0.988372 0.989210

-1467.0  0.971106 0.004173 0.970528 0.971685
-2818.5  0.952835 0.006001 0.952003 0.953667
-4001.0  0.942367 0.007108 0.941382 0.943352
-4512.5  0.933138 0.007251 0.932133 0.934143
-5490.0  0.896416 0.009428 0.895109 0.897722
-6044.0  0.889866 0.010052 0.888473 0.891260
-6401.5  0.889370 0.009498 0.888053 0.890686
-6531.0  0.869624 0.009842 0.868260 0.870988
-6571.5  0.852933 0.010708 0.851448 0.854417
-6844.0  0.852444 0.010543 0.850983  0.853905

Para R. = 400um, se observa que la eficiencia es de 0.999825 cuando xy = 311.5, el

valor positivo de esta variable denota que la estructura porosa tiene baja conectividad, sin

embargo, conforme y toma valores cada vez més negativos, la eficiencia disminuye, por

ejemplo para y = —5369 la eficiencia es de 0.843599.

La misma observacion aplica para R. = 450um, pues cuando y = 423.0 la eficiencia es

igual a 0.999145, para cuando x = —6844.0 la eficiencia toma el valor de 0.852444.
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4.4.1.2. Distribucion de Particulas U(3,7)

Un analisis como el expuesto anteriormente puede realizarse si la distribuciéon de las

particulas cambia, en este caso a una uniforme U(3,7), cabe senalar, que el tamano de las

particulas se escogié considerando la distribucion de las particulas ACFine [6].

Tabla 4.12: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 250um con U(3,7)

X Eficiencia Desviacion Estandar LI LS
-487.5  0.996343 0.003802 0.995816  0.996870
-911.0  0.998229 0.002649 0.997861 0.998596
-1215.5  0.984486 0.006465 0.983590 0.985382
-1342.0  0.978829 0.007574 0977779 0.979878
-1630.0  0.980371 0.007719 0.979302 0.981441
-1835.0  0.962714 0.010899 0.961204 0.964225
-1937.5  0.967029 0.010880 0.965521 0.968536
-1978.0  0.977171 0.009543 0.975849 0.978494
-1999.0  0.964143 0.007874 0.963052 0.965234
-2077.5  0.972143 0.008892 0.970910 0.973375

Tabla 4.13: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 320um con U(3,7)

X Eficiencia Desviacion Estandar LI LS
-132.0  0.997465 0.001605 0.997242  0.997687
-791.5  0.999113 0.001580 0.998895 0.999332
-1379.0  0.999716 0.000964 0.999583  0.999850
-1880.5  0.988901 0.004571 0.988267 0.989534
-2083.0  0.992465 0.003218 0.992019 0.992911
-2564.0  0.987571 0.004809 0.986904 0.988237
-2943.5  0.981667 0.005404 0.980918 0.982416
-3101.5  0.969326 0.007506 0.968286  0.970366
-3157.0  0.979628 0.007320 0.978613 0.980642
-3182.5  0.972500 0.007436 0.971469 0.973531
-3393.0  0.945284 0.008565 0.944097 0.946471

Al comparar los valores de eficiencia de las Tablas 4.8 y 4.9, con los de las Tablas

4.12 y 4.13, para los mismos valores de conectividad, se tiene que conforme el tamano

de las particulas aumenta, en este caso, cuando la longitud de sus radios pasa de una

distribucion uniforme U(1,5) a U(3,7), la eficiencia tiende a reducirse, por ejemplo, para

R. = 250um y x = —2077.5, la eficiencia es de 0.851091 para U(1,5), en cambio, la

eficiencia es de 0.972143 cuando la distribucion es U(3,7).
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Tabla 4.14: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 400um con U(3,7)

X Eficiencia Desviaciéon Estandar LI LS
-1123.5  0.997245 0.002155 0.996946 0.997544
-2018.5  0.994762 0.002834 0.994369 0.995155
-2961.0  0.994399 0.002829 0.994007 0.994791
-3292.0  0.993005 0.003339 0.992542  0.993467
-4063.5  0.987834 0.003771 0.987312 0.988357
-4687.5  0.980374 0.004755 0.979715 0.981033
-4976.5  0.970102 0.005268 0.969372 0.970832
-5123.5  0.972426 0.005846 0.971616 0.973237
-5160.0  0.980930 0.006071 0.980088 0.981771
-5369.0  0.965397 0.005964 0.964570 0.966223

Tabla 4.15: Intervalos de confianza de la Eficiencia al 95 % para R. = 450um con U(3,7)

X Eficiencia Desviaciéon Estandar LI LS

380.5 0.999866 0.000473 0.999800 0.999928
-204.5  0.999203 0.000893 0.999079  0.999320
-1467.0  0.999203 0.001012 0.999062 0.999336
-2818.5  0.993011 0.002683 0.992639 0.993365
-4001.0  0.989633 0.003208 0.989188 0.990057
-4512.5  0.986819 0.003497 0.986334 0.987281
-5490.0  0.985797 0.003597 0.985299 0.986273
-6044.0  0.981738 0.004568 0.981105 0.982342
-6401.5  0.981398 0.004701 0.980746 0.982019
-6531.0  0.977070 0.004634 0.976428 0.977682
-6571.5  0.978306 0.004987 0.977615 0.978965
-6844.0  0.974364 0.005300 0.973629 0.975064

La Figura. 4.16 muestra que la eficiencia tiende a ser generalmente mayor, cuando el
tamano de las particulas, para este caso, su radio, es cada vez mayor. Asimismo, los graficos
muestran que la eficiencia tiende a incrementarse conforme el valor de y aumenta, que es
equivalente a decir que la eficiencia es mayor cuanto menos conectividad tenga el espacio
del medio filtrante. Cabe recordar, que la conectividad esta fuertemente condicionada a la
disposicion de los poros para formar conexiones con las capas vecinas. Esto, se model6 con-
siderando la aplicaciéon de umbrales radiales mediante los parametros p— y py definidos de

acuerdo a las condiciones expuestas a lo largo del desarrollo de este trabajo de investigacion.
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El comparativo de la eficiencia de las estructuras porosas analizadas, formadas por dos

capas, para diferentes distribuciones de tamano de particulas, se ilustra en los siguientes

graficos:
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Figura 4.16: Eficiencia de estructuras porosas para bicapas de diferente R,
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4.4.1.3. Distribucion de Particulas U(8,13)

Se procedié a simular el flujo de 700 particulas a través de una bicapa de radio

R. = 250pum. Se simul6 el desplazamiento de cada particula a través del material poroso

modelado, se verifico si la particula atravesaba la bicapa o era capturada, y en este

altimo caso se corroboro si los poros con los que tuvo contacto, quedaban completamente

osbtruidos. A partir de dicha informacién se calcul6 el valor de y considerando los poros

habilitados.

Los datos de la siguiente tabla muestran que conforme disminuye la conectividad, es

decir x toma valores cada vez mas a la derecha en la recta real, la eficiencia aumenta. Pues

para y = —2,107.00 se tiene que la eficiencia toma un valor de 0.001429, en cambio, para

X = —1,748.57 la eficiencia es de 0.999796.

Tabla 4.16: Intervalos de confianza al 95% para Eficiencia y Conectividad y, para
R, =250pum y U(8,13).
Tiempo (min) Eficiencia X
Promedio Desv. Estandar LI LS Promedio Desv. Estandar LI LS
1 0.001429 0.00 0.001429 0.001429 -2107.00 - -2107.00 -2107.00
2 0.072857 1.39E-17 0.072857 0.072857  -2076.07 4.55 -2079.45 -2072.70
3 0.144286 0.00 0.144286 0.144286  -2047.50 7.52 -2053.07 -2041.93
5 0.215714 0.00 0.215714 0.215714  -2018.29 11.46 -2026.78  -2009.80
6 0.287143 0.00E 0.287143 0.287143 -1985.86 11.74 -1994.56 -1977.16
7 0.358571 0.00E 0.358571 0.358571 -1958.14 15.07 -1969.30 -1946.98
9 0.430000 5.55E-17 0.430000 0.430000 -1932.14 16.87 -1944.64 -1919.64
10 0.501429 0.00 0.501429 0.501429 -1907.07 15.90 -1918.85 -1895.29
11 0.571429 1.11E-16 0.571429 0.571429 -1884.86 19.49 -1899.30 -1870.42
13 0.642857 1.11E-16 0.642857 0.642857 -1863.14 16.90 -1875.66 -1850.63
14 0.714286 1.11E-16 0.714286 0.714286 -1836.93 18.42 -1850.57 -1823.29
15 0.785510 5.00E-04 0.785140 0.785881 -1813.79 16.40 -1825.93 -1801.64
17 0.856939 5.00E-04 0.856568 0.857309 -1791.07 18.21 -1804.56 -1777.58
18 0.928367 5.00E-04 0.927997 0.928738 -1771.57 17.41 -1784.47 -1758.67
20 0.999796 5.00E-04 0.999426 1.000166 -1748.57 17.60 -1761.61 -1735.53

El incremento en la eficiencia se explica por la reduccion de caminos disponibles dentro

del medio filtrante, por los cuales las particulas puedan desplazarse, haciendo que sea mas

facil que estas sean capturadas. El comportamiento de la eficiencia en funcién de x se

muestra en la siguiente figura.
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Figura 4.17: Eficiencia vrs Conectividad para particulas con radio U(8, 13).

4.4.1.4. Distribucion de Particulas U(13,18)

Se replico el ejercicio anterior con particulas de mayor tamano, mostrando que los
valores de conectividad se acercan méas a cero, en comparaciéon a los valores de y para el
desplazamiento de particulas con distribucion U(8,13). Esto se debe a que las particulas
pueden entrar en contacto con un mayor nimero de poros, y por tanto, existe la posibilidad
de que se incremente el nimero de poros obstruidos, de lo cual se tiene que el nimero de

conexiones entre las capas disminuye, lo que incide en el valor de Y.

Tabla 4.17: Intervalos de confianza al 95% para Eficiencia y Conectividad y, para
R. = 250pum y U(13,18).

. . Eficiencia X
Tiempo (min)
Promedio Desv. Estandar LI LS Promedio Desv. Estandar LI LS
1 0.001429 0.00 0.001429 0.001429 -2104.50 3.20 -2106.87 -2102.13
2 0.072857 1.39E-17 0.072857 0.072857 -1975.71 14.45 -1986.42 -1965.01
3 0.144286 0.00 0.144286 0.144286 -1852.79 20.22 -1867.77 -1837.80
5 0.215714 0.00 0.215714 0.215714  -1742.29 19.30 -1756.59 -1727.99
6 0.287143 0.00 0.287143 0.287143 -1636.86 20.66 -1652.16 -1621.55
7 0.358571 0.00 0.358571 0.358571 -1525.07 25.30 -1543.81 -1506.33
9 0.430000 5.55E-17 0.430000 0.430000 -1431.36 22.15 -1447.77  -1414.95
10 0.501429 0.00 0.501429 0.501429 -1345.57 29.55 -1367.46 -1323.68
11 0.571429 1.11E-16 0.571429 0.571429 -1271.43 30.08 -1293.71 -1249.15
13 0.642857 1.11E-16 0.642857 0.642857 -1183.14 23.05 -1200.22 -1166.07
14 0.714286 1.11E-16 0.714286 0.714286 -1115.07 28.50 -1136.19 -1093.96
15 0.785714 1.11E-16 0.785714 0.785714 -1051.86 29.33 -1073.58 -1030.13
17 0.857143 1.11E-16 0.857143 0.857143  -987.93 31.98 -1011.62  -964.24
18 0.928571 1.11E-16 0.928571 0.928571  -934.71 33.37 -959.44  -909.99
20 1.000000 0.00 1.000000 1.000000 -878.71 37.42 -906.43  -851.00
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De la Tabla 4.17 se tiene que x alcanza su valor maximo en y = —878.71, que

es mayor, en comparacion al valor que alcanzo en el experimento anterior, que fue de

x = —1,748.54. El comportamiento de la eficiencia en relaciéon a la conectividad, con una

distribucion uniforme U(13,18) para el radio de las particulas, se observa en la Figura

4.18.
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Figura 4.18: Eficiencia vrs Conectividad para particulas con radio U(13, 18).
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4.4.1.5. Distribucion de Particulas U(18,25)
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Tabla 4.18: Intervalos de confianza al 95% para Eficiencia y Conectividad y, para
R. = 250pum y U(18,25).
Tiempo (min) Eficiencia X
Promedio Desv. Estandar LI LS Promedio Desv. Estandar LI LS
1 0.001429 0.00 0.001429 0.001429 -2100.07 1.88 -2101.46 -2098.68
2 0.072857 1.39E-17 0.072857 0.072857  -1722.00 21.40 -1737.86 -1706.14
3 0.144286 0.00 0.144286  0.144286  -1411.21 28.55 -1432.36  -1390.07
5 0.215714 0.00 0.215714 0.215714 -1170.21 34.64 -1195.88 -1144.55
6 0.287143 0.00 0.287143 0.287143  -955.14 37.35 -982.81  -927.47
7 0.358571 0.00 0.358571 0.358571  -795.36 35.78 -821.86  -768.85
9 0.430000 5.55E-17 0.430000 0.430000  -637.00 28.64 -658.21  -615.79
10 0.501429 0.00 0.501429 0.501429  -508.93 35.10 -534.93  -482.93
11 0.571429 1.11E-16 0.571429 0.571429  -412.79 32.87 43714 -388.44
13 0.642857 1.11E-16 0.642857 0.642857  -323.50 36.30 -350.39  -296.61
14 0.714286 1.11E-16 0.714286  0.714286  -247.50 26.26 -266.96  -228.04
15 0.785714 1.11E-16 0.785714 0.785714  -188.50 20.10 -203.39  -173.61
17 0.857143 1.11E-16 0.857143 0.857143  -140.71 12.00 -149.61  -131.82
18 0.928571 1.11E-16 0.928571 0.928571 -97.29 11.66 -105.93 -88.64
20 1.000000 0.00 1.000000 1.000000 -48.71 18.03 -62.07 -35.36
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

El comportamiento de la eficiencia conforme y toma valores cada vez mas cercanos a

cero, se ve en la siguiente figura:

0.8 1.0
|

Eficiencia
0.4 0.6

0.2

0.0

-2000 -1500 -1000 -500 0

Conectividad

Figura 4.19: Eficiencia vrs Conectividad para particulas con radio U(18,25).

Asi como en los experimentos anteriores, el valor de xy aumenta conforme un mayor
nimero de particulas son capturadas, debido a que se modifican los poros que puedan
formar conexiones, explicado a su vez, por el tamartio de las particulas, que al ser mayor,
entran en contacto con més poros, y cabe la posibilidad de que sean completamente
obstruidos. En este experimento el maximo valor de x es de x = —48.71, mayor a los
registrados, para el desplazamiento de particulas de tamano U(8,13) y U(18,25). Esto
muestra que la conectividad entre las capas que constituyen el material filtrante modelado,
disminuye, debido a que hay un menor ntimero de poros disponibles para formar caminos

redundantes en su interior.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos a Futuro

5.1.

Conclusiones

Se aprovech6 la geometria circular de los poros para implementar el método de
sectorizacion de capa el cual resulto 1til para la estimacion de la caracteristica de
Poincaré-Euler, cuando el radio de las capas porosas utilizadas era cada vez mayor,

reduciendo con ello el costo computacional que implicaba dicho calculo.

En las estimaciones del valor de y, para las diferentes estructuras porosas generadas, se
determin6 que los principales factores que inciden o generan variaciones significativas
de la caracteristica de Poincaré-Euler, fueron los umbrales radiales, debido a que
dicho pardmetro, aunque es sensible al angulo de rotacion, este ultimo no genera

cambios diferenciados como los producidos por los umbrales radiales.

Mediante la aplicacion de la técnica del disector se logro cuantificar la Caracteristica
de Poincaré-Euler para las estructuras porosas generadas mediante los diagramas de

Voronoi Laguerre.

Conforme las particulas obstruyen los poros, se modifica la conectividad de una capa
a la otra, lo que a su vez incrementa la eficiencia del medio filtrante, debido a que

hay menos caminos disponibles por donde puedan circular las particulas.

El modelo propuesto para el flujo de particulas en el medio poroso, permite obtener
una aproximacion mas realista del flujo de particulas, al considerar que estas no
pueden aparecer en cualquier punto de la capa siguiente, sino, que su desplazamiento
a través del medio filtrante esta condicionado a las conexiones de los poros de una

capa con los poros de la capa siguiente.

La topologia del espacio poroso esta determinado por la distribucion del tamano de

los poros, mas que por la posicion rotacional de una capa con la siguiente.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO

5.2. Trabajos a Futuro

= Implementar el Algoritmo de Lattice-Boltzman y Automatas celulares, para simular

con mayor realismo el desplazamiento de las particulas a través del medio filtrante.

» Exlorar modelos de aprendizaje no supervisado para la construccion de cluster o
grupos de poros, como alternativa al modelo de sectorizacién de capas y comparar

su desempeno en el calculo de la caracteristica de Poincaré-Euler.

= Revisar métodos de computacion en paralelo para analizar la posibilidad de aplicarlos
a la estimacién de la caracteristica de Poincaré-Euler e incrementar la eficiencia de

su célculo.
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