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TRANSFORMADA PROPORCIONAL DE FOURIER

CARLOS M. CRUZ-RODAS, MARLON M. LOPEZ-FLORES, WILLIAM CAMPILLAY-LLANOS

RESUMEN. Este trabajo presenta un marco de transformada de Fourier basado en la aritmética pro-
porcional, en el que se exponen sus propiedades fundamentales y se establecen paralelismos con la
teoria clasica de la transformada de Fourier. Dado el uso extendido de la transformada de Fourier en
diversos campos, resulta crucial explorar marcos alternativos y desarrollar metodologias analogas que
fortalezcan las técnicas de modelado matemético. Como aplicacién prictica, demostramos la utilidad
de este enfoque para resolver ecuaciones diferenciales proporcionales.

1. INTRODUCCION

En este boletin se presenta, de manera sintética, un marco para la Transformada Proporcional de
Fourier sustentado en la aritmética y el calculo proporcionales. En primer lugar, se fijan las operaciones
bésicas del dlgebra proporcional y se establecen identidades y funciones elementales (trigonométricas,
exponenciales y logarftmicas) que sirven como puente con el andlisis cldsico. Luego, se introducen no-
ciones fundamentales en C,, y reglas de derivacién proporcional, destacando su vinculacién directa con
las derivadas usuales mediante la funcién cléasica asociada. Finalmente, se enuncia una definicién exten-
dida de la transformada de Fourier proporcional sobre (0,00) y se ilustran propiedades iniciales como
la linealidad y la traslacién, con el propésito de ofrecer una base clara para desarrollos y aplicaciones
posteriores.

2. ARITMETICA PROPORCIONAL

La Aritmética Proporcional ofrece un enfoque alternativo a las operaciones matemaéticas sobre los
nameros reales positivos. Las operaciones definidas en este caso se denotan como z @y, tSy, Oy y
T @y, con las siguientes definiciones:

(1) DYy =2y, x@y:fzx/y, r Oy =8, x@y:xm,
Y
Donde la base del logaritmo es e. El elemento neutro para ® se denota como e, donde se cumple
quez®e=2zyx0e=a para todo z € RT. El inverso-® de z se define como z{~1} := ¢los®) ™"
dado que:
(2) 20 =0 0 g = 5@ m@ = .

De este modo, la ecuacién xz @ ¢ = e es equivalente a x = ¢, proporcionando una via alternativa para
definir la igualdad entre dos cantidades. Adicionalmente, la notacién x ©@ x ® - - - ® x, repetida n veces,
se define como z{"}.

A continuacién, presentamos tres proposiciones que establecen la analogia entre operar con estas
nuevas operaciones y manipular cantidades numéricas en la aritmética tradicional.

3. PROPIEDADES ALGEBRAICAS

A continuacién, presentamos tres proposiciones que establecen la analogia entre operar con estas
nuevas operaciones y manipular cantidades numeéricas en la aritmética tradicional.

Proposicién 3.1. El conjunto de los nimeros reales positivos, RT, forma un grupo abeliano con
identidad 1 bajo la operacion .

Proposicién 3.2. El conjunto R\ {1}, bajo la operacién ®, forma un grupo abeliano con el nimero
trascendente e como identidad al considerar el logaritmo natural.

Proposicion 3.3. La operacion © es distributiva sobre @.
1
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TaBLA 1. Identidades notables: forma cldsica (aditiva) y su forma homdloga en el
algebra proporcional.

Algebra clasica (aditiva) Algebra proporcional (homéloga)
(a+b)* = a® + 2ab + b2 (I@y){z}:x{Q}@eQGxGy@y{Q}
(a—b)2:a2—2ab—+-b2 (x@y){2}:x{2}662®x®y€9y{2}
(a+b)(a—0b) =a® — b (z@y) @ (zoy) =2 cy!?

Estas proposiciones dilucidan las similitudes y la equivalencia entre las operaciones definidas y sus
contrapartes en la aritmética convencional, resaltando asi la familiaridad y la naturaleza intuitiva de
la Aritmética Proporcional.

Teorema 3.1. El conjunto de los nimeros reales positivos, (RT,®,®), constituye un cuerpo.

Las operaciones del algebra proporcional conservan una estructura analoga a la del dlgebra clasica,
de modo que diversas identidades notables admiten formulaciones homologas con una forma muy
similar. Con el propdsito de fijar notacién y facilitar referencias posteriores, en la Tabla 1 se enlistan
algunas de las identidades (productos notables) que se empleardn de manera recurrente a lo largo de
este articulo. En particular, de manera general se cumple la identidad binomial:

n __ - n n—kpk
(a+b) —;J(k)a b,

y su forma homologa
oy)™ = 21 eeld) 02V oyael) 0D o yB g .. @yl
Definicién 3.1. Sea x € RT. Definimos el valor absoluto proporcional de z, denotado por |z|,, como
T, six>e,
|z|p = 1 _
— six<e,
x
donde e es el neutro multiplicativo proporcional.

Es 1til mencionar que, a lo largo de este articulo, la identidad

1
l1crx=6r=-—
T

resulta de gran utilidad al momento de realizar cdlculos importantes.

4. FUNCIONES PROPORCIONALES

Definicién 4.1. Sea f. : RT — R. Definimos la funcion f, : Rt — R, denominada funcién propor-
cional asociada a f., por
fo(t) = exp(f.(logt)), t>0.

Por conveniencia notacional, el subindice ¢ identificard objetos del cédlculo clésico; asi, f. representa
una funcién en el sentido habitual del andlisis real, mientras que f,, denota su contraparte en el marco
proporcional.

Ejemplo 4.1 (Funciones proporcionales bésicas). Bajo la regla de asociacion proporcional

fp(t) = exp(fc(logt)), t>0,
se obtienen, entre otras, las siguientes funciones proporcionales:
» sin,(t) = esin(log(t)
n cosy(t) == ecos(log(t)
. logp(t) = elos(log(t)) — log(t)
a i} .= Uoe(®)”
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TABLA 2. Propiedades de la exponencial: forma cldsica y su forma homdloga en el
algebra proporcional.

Algebra clasica (aditiva) Algebra proporcional (homdloga)
e¥ eV = et e*@e¥ =e
< =Y e’ @e¥ =e Y
eY
(ea:)n — "% (ew){”} _ ew@e"

Es importante poder identificar de forma inmediata la correspondencia entre una funcién proporcional
fp ¥ su funcién clasica asociada f., ya que esta distincién es clave al trabajar con integrales, derivadas
y transformadas (p. ej., de Laplace y de Fourier) dentro del marco proporcional.

= Si f,(t) =sin(e® © t), entonces la funcién clésica asociada es f.(t) = sin(at).
= Si f,(t) = cos(e® ® ), entonces la funcién clésica asociada es fe(t) = cos(at).
= Si f,(t) = e ® t{™}, entonces la funcién clésica asociada es f.(t) = at™.

Para concluir esta seccién, recopilamos las propiedades mas importantes de la exponencial dentro del
algebra proporcional. Estas identidades constituyen el “puente” de cdlculo que permite simplificar
expresiones, transformar productos y divisiones proporcionales en operaciones mas manejables y, en
general, realizar manipulaciones algebraicas de manera andloga a como se hace en el andlisis clésico.
Con el fin de facilitar su consulta a lo largo del articulo, resumimos a continuacién dichas reglas en la
tabla 2.

5. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PROPORCIONALES Y SUS PROPIEDADES

Proposicion 5.1. Para todo t > 0 se cumple
<sin,(t) <e,

y ambas cotas son optimas.

Demostracion. Dado que para toda t € R se tiene —1 < sint < 1 para todo t € R. Ademds, log :
(0,00) — R es sobreyectiva, por lo que al componer se obtiene

—1 <sin(logt) <1, z > 0.

Dado que la funcién exponencial es estrictamente creciente concluimos

el <etinlloet) <o — % <sing,(t) <e.
Para ver que las cotas son 6ptimas, basta notar que sint = 1sit = 5 +2km ysint = —1sit = 37“ + 2k,
con k € Z. Tomando x = e’ se obtiene

siny, (e%”k”) =e, sin, (637”'2’”) = é,
de modo que los extremos se alcanzan. O

Andlogamente para t > 0, se cumple igualmente

< cosp(z) <e,
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n ——— cosp(z)
e Cotas
y=e
y=e!
} } } } }

Observamos que las funciones trigonométricas también cumplen identidades fundamentales similares
a las usuales

Proposicién 5.2. Para todo t > 0, se cumple cosf}(t) ® sinéz}(t) =e

6. NUMEROS COMPLEJOS

Proposicién 6.1 (Unidad imaginaria proporcional). En el dlgebra cldsica, la unidad imaginaria i se
caracteriza por i> = —1. En el contexto proporcional, consideramos la ecuacion

22 =1,
Definimos i, como una solucién principal de dicha ecuacion.

Demostracion. Bajo el isomorfismo

zirt = exp((logz)"),
la ecuacién 212} = e~ equivale a

exp((logz)?) =e "
Por tanto,

(IOg .13)2 = _17
y en C se obtiene logx = +i. En consecuencia,
x = et

Tomando la rama principal, definimos 4, := €', y entonces se cumple

iz{72} =e b

En consecuencia, definimos la unidad imaginaria proporcional (rama principal) mediante
ip =e".
Esta eleccién se justifica porque i, verifica la identidad

1
i,{)Q}:iPQiP:g:@e’

la cual adoptamos como propiedad caracterizante de la unidad imaginaria proporcional.

Definicién 6.1 (Ndmero complejo proporcional). Un niimero complejo proporcional es cualquier
expresion de la forma

(3) z=a®i,Ob,

donde a,b € RT. Llamamos
Re(z) :==a e Im(z) :=b

a la parte real proporcional y parte imaginaria proporcional, respectivamente.
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Definicién 6.2 (Igualdad). Sean 21 = a1 @ (ip © b1) y 22 = az & (ip © be) numeros complejos
proporcionales. Decimos que zy = zo $i y solo si

a; = as Yy by = b,

con igualdad entendida en RY.
6.1. Operaciones aritméticas. Sean 21 =a; © i, © b1 y 22 = az B i, © bo.
Definicién 6.3 (Suma y resta proporcionales). Definimos
(4) 21 @ 22 1= (a1 ® az) ®ip © (b1 D by),
(5) 210 22 := (a1 © az) iy, © (b1 © ba).
Definicién 6.4 (Producto proporcional). Definimos el producto por
(6) 21 ® 22 := (a1 Dip @ b1) © (ag D iy © be) = [(al ®az) o (b ® bg)} Di, ® [(al ©by)® (ag ®by)]|.
6.2. Conjugado y moddulo.
Definicién 6.5 (Conjugado proporcional). Siz =a® (i, ©b), definimos su conjugado por
(7) Z:=aO0i,Ob.

Definicién 6.6 (Mdédulo proporcional). Para z = a @ (i, ® b) definimos el médulo proporcional al
cuadrado como

(8) |z|1{,2} =207 =a? ap?
Definicién 6.7 (Divisién proporcional). Si zo # 1, definimos
(9) zZ1 (%) Z9 = (Zl @5) (%) |22|:;{72}

Teorema 6.1 (Propiedades del conjugado). Para cualesquiera z,w € C, se cumple:

1. Involucién: z = z.

Compatibilidad con la suma: 2dw=Z D w.

Compatibilidad con el producto: 2O w =Z O w.

Compatibilidad con la division: zQw =Z Q w.

Producto con el conjugado (mddulo al cuadrado): si z=a @i, ©b, entonces

Sl W

z0z=d? @pl® = \z|§)2}.

6.3. Leyes algebraicas.
Teorema 6.2 (Leyes fundamentales). Para todos z1, 22, z3 € C, se verifican:

1. Conmutatividad:

21D 22 = 22 D 21, 21O 22 =220 21.
2. Asociatividad:
21 @ (22 ® 23) = (21 @ 22) D 23, 210 (22 ©23) = (21 © 22) © 23.
3. Distributividad:
210 (22 @ 23) = (21 ©® 22) B (21 © 23).

6.4. La exponencial compleja. Ahora presentamos la identidad homdloga de Euler en el contexto
proporcional. Dado que ya se han establecido las propiedades bésicas de la exponencial, el logaritmo
y las funciones trigonométricas dentro de la estructura proporcional, el objetivo ahora es articular
cOmo estas piezas se integran en una sola relaciéon fundamental. En particular, mostraremos que la
exponencial compleja proporcional admite una descomposicion andloga a la clasica, expresandose en
términos de cos, y sin, mediante la unidad imaginaria proporcional 7,. Esta identidad servird como
una herramienta recurrente en los desarrollos y aplicaciones posteriores.

Proposicién 6.2 (Identidad de Euler proporcional). Sea a € RY y sea i, := €' (rama principal), de
modo que log(i,) = i. Entonces, asumiendo & como el producto usual, se cumple

e = cos,(a) ® i, © sin,(a).
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Demostracion. Por definicién del producto proporcional,
ip ®a = e(ogip)(loga)
Como log(i,) = i, se obtiene
i, ®a=eo8,
Aplicando la férmula clédsica de Euler con ¢ = log a, resulta
iloga

e = cos(loga) + isin(loga).

Por consiguiente,
e ipOa _ ecos(log a)+isin(loga) _ ecos(log a) ei sin(log a)

A continuacién, notamos que log(i,) = log(e?) = i y, por la definicién de sin,, se cumple
log (siny(a)) = log (esm(log ) = sin(log a).
Por lo tanto,
ip ® sinp(a) _ e(log ip) (log(sing(a))) _ ei sin(loga) _ ei sin(log a)'
Asimismo, por definicién,
cosp(a) = ecoslloga)
Sustituyendo estas identidades en la descomposiciéon anterior, concluimos que
e'?9% = cosy(a) (i, ® siny(a)).

Finalmente, como en esta subseccion identificamos @ con el producto usual, la igualdad anterior se
reescribe como
ipOa

e = cosp(a) ® i, O siny(a),

lo cual completa la demostracién. ([l

Proposicién 6.3 (Limite importante). Sean a € RT y b € R*. Suponga que

lim %% = 1.
T—r00
Entonces,
lim ©0r0ipoboOT _ 1

r—00

Demostracion. Por la propiedad exponencial, se cumple
(10) 0u0T®I,ObOT _ 00 ® eI ObOT

Aplicando la identidad de Euler proporcional,

(11) ePOPOT — cos, (bO x) @ iy ©sin, (b ), x>0,
y sustituyendo en (10), obtenemos
(12) e@a@z@iprG)x _ (€6a®m ® COSp(b ® JJ)) @ (ip ® (€6a®m ® sinp(b ® J))))
Usando las cotas conocidas de las funciones trigonométricas proporcionales, en particular
1
— <cosp(box) <e, x>0,
e
y multiplicando por e2¢®* ¢ R*, se deduce
1
(13) <) o JRCLIoE: < JRCLIoL, ® COSp(bQ l‘) < e® 500
e
Al hacer z — oo y usando la hipétesis lim,_, o, €299% = 1, por el teorema del sandwich se obtiene
2. Sadz —
(14) xlgrgo (e ® cosp(b®x)) = 1.
De manera andloga (utilizando la acotacién correspondiente para sin,), se concluye
1 lim (e®99% © si =1.
(15) Jm (2997 © siny (b © 7))

Finalmente, combinando (12) con (14) y (15), se sigue que
lim e®e®ir©bOT — 1
T—00 ’

como se queria. O
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7. LA DERIVADA PROPORCIONAL
Definicién 7.1 (Derivada proporcional). Sea I C Rt y sea f, : I — RT una funcion. Dado x € I,

suponemos que para todo h suficientemente cercano a 1. Definimos la derivada proporcional de f, en

T por
d
dzjz (z) == f(x) == }lll;ml(fp(x ®h)o fp(x)) o h,

si el limite existe. Fquivalentemente, tenemos
/ _ 1 fp(mh)
fp(l") a }lll_*ml ( fo(2) ) o

7.1. Reglas de derivacién. En esta subseccién enunciamos reglas bésicas de derivacion en el marco
proporcional. En lo que sigue, asumimos que las derivadas proporcionales involucradas existen.

Proposicién 7.1 (Constante). Sea ¢ € RT constante. Entonces, para todo x € RY,
d
2 c=1.
d@l’
Proposicién 7.2 (Identidad). Para todo z € RT,
d©71' xr =e€.
Proposicién 7.3 (Potencia proporcional). Sea n € N. Para f,(x) = " se cumple
do o =it g e,
d@(E

Proposicién 7.4 (Regla de escala). Sea a € RY constante y sea f, derivable proporcionalmente.
Defina g,(z) :=a ® fp(x). Entonces

gp(x) = a ® fi(z).

Proposicién 7.5 (Regla de producto proporcional). Sean fp, g, : I — R derivables proporcional-
mente. Entonces

(fp © gp) (2) = (f(2) © gp(@)) ® (fp(2) @ g, ().

Proposicién 7.6 (Regla de cociente proporcional). Sean f,, g, : I — Rt derivables proporcionalmente
y gp(x) # 1. Entonces

(fp @gp)/(.%‘) = (ﬂ:(x) © gp(z) © fp(z) ®91/7(33)) © gp(m){Q}-

Proposicién 7.7 (Regla de la cadena). Sean g, : I — R* y f, : J — RT derivables proporcionalmente,
con g,(I) C J. Entonces

(fp o 9p)' (@) = (f1(9p(2))) © g ().

7.2. Vinculacién con la derivada clasica. Recordemos que, dada f. : R — R, su funcién pro-
porcional asociada es

fo(x) = efelloe), x> 0.

Teorema 7.1 (Teorema de Evaluacién). Sea f.: R — R derivable y defina

fplz) = exp(fc(logx)), x> 0.
Entonces f, es derivable proporcionalmente en (0,00) y se cumple

fi(x) = exp(fi(logz)), x> 0.
Ejemplo 7.1 (Evaluacién de una derivada proporcional). Sea

fo(z) :=sin, (e* ® ), x> 0.
La funcion cldsica asociada es

fe(z) = sin(2z),

por lo que
fl(x) = 2cos(2x) = fi(logx) = 2cos(2log z).
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TABLA 3. Derivadas béasicas: forma clasica y su forma homdéloga proporcional.

Calculo clasico Calculo proporcional
T sin(ea x) =e cos(e“ :1:) CZD% sin, (e“ ® m) = e ® cosp (ea ® :1:)
s cos (ea ac) =—e sin(ea x) d@—x cosp (e“ ® x) = Ce®e* Osin, (e“ ® x)
% exp(ea :1:) = e%exp (e“ x) j@% exp (e“ ® x) =e® ®exp (e“ ® x)

Aplicando el Teorema de evaluacion, se obtiene
fi(x) = exp(fi(logx)) = exp(2cos(2logx)).
En particular, para © = e™/® se tiene logxz = 7/8 y 2logx = 7/4, de modo que
fi(e™®) = exp(2 cos(%)) = exp(V2).
Ejemplo 7.2. Sea
fo(x) == sin, (e’ ® z), x> 0.
Usando la regla de derivacion (cadena) para funciones trigonométricas proporcionales, se tiene

Ao siny (e* ® z) = €* ® cos, (e? ® ),
d@l'

Yy por tanto
f(@) =e* ®cosp(e? ® ).
y usando €2 ® x = 2, obtenemos
£1(e™®) = ® O cos, (e © e™B) = e @ cos, (e™/?).

Como cosy(t) = exp(cos(logt)), se cumple

cosp(e”/4) = exp(cos(%)) = exp(?) .

Finalmente, usando a ® b = a'°8?,

e o eXp(?) — (62)log(cxp(§>) _ ez,g _ eXp(\/E).

Evaluando en x = e™/8

En consecuencia,
f(e™?) = exp(V2).

Este cdlculo confirma el mismo valor obtenido mediante el Teorema de evaluacion; en particular, para
evaluaciones numéricas suele ser mds directo trabajar con la funcion cldsica asociada.

8. TRANSFORMADA DE FOURIER PROPORCIONAL

8.1. Definicién y propiedades.
Definicién 8.1 (Espacio £,(0,00)). Sea |- |, un médulo en C,. Definimos
o0
E;(O,oo) = {g :(0,00) = C,, : /0 lg(®)|p dot < oo}.

Definicién 8.2 (Transformada de Fourier proporcional (extendida)). Sea g : (0,00) — C,, una funcion.
Definimos su transformada de Fourier proporcional por

(16) GO) = Fghe) = o [ Tgt) 0O gy £ e RY
0
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Proposicién 8.1 (Linealidad proporcional). Sean f,g € £)(0,00) y a,b € RT. Entonces, para todo
§ €RY,

Fpla® f(t) ® boOg(t)}(§) =a0 F(E) & boG(E),
donde F(w) = Fp{f(t)}(w) y G(w) = Fp{g(t)}(w).

Demostracion.

Fla® [0 @00 g0} =V 0 [ (0o f(1) e bog0) o Ot dor
0
=V o /OO [(a O f(H) © e N & (bog(t) © eeiv@f@)} dot
0

- (eeme/ a® f(t) @ eSwOEO! d@t) o (eGMQ/ b® g(t) © eSOt d@t>
0 0

=a0F) ® boG(6).
O

Proposicién 8.2 (Traslacién proporcional). Sea to € RT y sea f € L1(0,00). Defina F() =
Fpolf(£)}(). Entonces, para todo & € RT,

Fol f(tSt0) }(€) = O8O © F(g).

Proposicién 8.3 (Modulacién proporcional). Sea & € RT y sea f € E;(l,oo). Entonces, para todo
§ ERT,
Fple®0Ch o f(t) }(€) = F(£S &)

Proposicién 8.4 (Escalamiento proporcional). Sea a € R* y sea f € L}(1,00). Defina fo(t) :=
fla®t). Entonces, para todo & € R,

Folfa@t)}(&) = (e@lal,) © F(£ @ a).
8.2. Teorema de evaluacién.

Proposicién 8.5 (Vinculacién con la transformada clasica). Sea g € £,(0,00) y sea g su funcion

cldsica asociada dada por f,(t) = ef<(08t) - Entonces, para todo € € R, se cumple

(17) Folgh(€) = exp(F{geHm) ).
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SOLUCIONES NUMERICAS DE LAS ECUACIONES DE CALOR Y ONDA EN EL
CONTEXTO DE ARITMETICAS NO NEWTONIANAS USANDO EL METODO
DE DIFERENCIAS FINITAS

J.D. ZUNIGA-VARELA, M. M. LOPEZ-FLORES, W. CAMPILLAY-LLANOS

RESUMEN. En esta tesis se estudian soluciones numéricas de las ecuaciones de calor y de onda formu-
ladas en el contexto de aritméticas no newtonianas, con énfasis en la aritmética proporcional. A partir
del marco de las aritméticas no diophantinas se revisan las definiciones de derivada e integral propor-
cional y se muestra como ciertas integrales pueden escribirse en una forma logaritmica equivalente.
Esta representacion permite conectar el calculo proporcional con herramientas del analisis cldsico, en
particular con el teorema de Taylor, que se adopta como eje para la construccién de métodos numéri-
cos. Se proponen esquemas de diferencias finitas y métodos de tipo Taylor adaptados a la aritmética
proporcional para aproximar soluciones de problemas modelo de difusién y propagacién. Finalmente,
se plantea el andlisis numérico de consistencia, estabilidad y convergencia de los métodos propuestos
y su comparaciéon con esquemas clasicos, con el propdsito de evaluar las ventajas y limitaciones de
trabajar en un contexto no newtoniano.

ABSTRACT. This thesis studies numerical solutions of the heat and wave equations formulated in the
framework of non-Newtonian arithmetics, with emphasis on proportional arithmetic. Within the set-
ting of non-diophantine arithmetics, we review the definitions of proportional derivative and integral
and show how certain integrals can be written in an equivalent logarithmic form. This representation
makes it possible to connect proportional calculus with tools of classical analysis, in particular with
Taylor’s theorem, which is used as the main ingredient to construct numerical methods. We propo-
se finite-difference schemes and Taylor-type methods adapted to proportional arithmetic in order to
approximate solutions of model diffusion and wave—propagation problems. Finally, we outline a nu-
merical analysis of consistency, stability and convergence for the proposed methods, together with a
comparison against classical schemes, aiming to assess the advantages and limitations of working in a
non-Newtonian setting.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales constituyen uno de los lenguajes centrales de la matematica aplicada.
Mediante ellas es posible describir fenémenos como la difusion de calor en un sélido, la propagacién de
ondas mecdnicas o electromagnéticas y la evoluciéon temporal de sistemas biol6gicos y econémicos. Cuan-
do no es posible obtener soluciones cerradas, se recurre a métodos numéricos que permiten aproximar
la solucién con ayuda de una computadora.

Histéricamente, estos métodos se han construido casi exclusivamente en el marco de la aritmética y el
calculo clasicos. No obstante, trabajos como los de Grossman y Katz sobre el Non-Newtonian Calculus
[1], asi como las aritméticas no diophantinas estudiadas por Burgin [2], muestran que es posible redefinir
las operaciones basicas y obtener estructuras aritméticas alternativas, sobre las cuales también se pueden
formular derivadas, integrales y ecuaciones diferenciales.

En este boletin se presenta una sintesis del marco algebraico y analitico de la aritmética proporcional
y del calculo proporcional, destacando la representacién logaritmica de la integral proporcional y su
papel en la formulacién de un teorema de Taylor proporcional. Esta conexién sirve como punto de
partida para el planteamiento de esquemas numéricos (en particular, de tipo Taylor y de diferencias
finitas) orientados a problemas modelo asociados con las ecuaciones del calor y de la onda.

Palabras y frases clave. aritmética no newtoniana, aritmética proporcional, cilculo proporcional, diferencias finitas,
ecuaciones de calor y de onda, métodos numéricos, teorema de Taylor, modelacién matematica.
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2. MARCO TEORICO: ARITMETICA PROPORCIONAL Y CALCULO PROPORCIONAL

Dentro de las aritméticas no newtonianas, la aritmética proporcional proporciona un marco en el que
las operaciones reflejan relaciones esencialmente multiplicativas. Desde el punto de vista de las aritmé-
ticas no diophantinas de Burgin [2], estas estructuras se obtienen a partir de una funcién generadora
biyectiva f: I — R, donde I es un intervalo de nimeros reales. Dicha funcién permite transportar la
suma y el producto clasicos a una nueva aritmética sobre I, definiendo operaciones ®; y ®; mediante

a®pb:= [T (fla)+ f(),  aosb:=fTN(fa) = f(),
a®f b= "1 (f(a) f(b)),

para a,b € I. Con estas definiciones, la estructura (I, @, ®¢) resulta isomorfa al cuerpo usual (R, +,-)
y hereda propiedades como conmutatividad, asociatividad, existencia de neutros y de inversos [2].

Una eleccién particular de la funcién generadora conduce a distintas aritméticas no newtonianas. El
trabajo clasico de Grossman y Katz [1] muestra que, para generadores adecuados, se obtienen familias
de célculos (geométrico, bigeométrico, etc.) adaptados a contextos de crecimiento multiplicativo. En
el caso de la aritmética proporcional, se toma como generador el logaritmo natural y se restringe la
atencién a I = R,. Con f(z) = In(z), las operaciones anteriores se especializan en

a®pb:= exp(lna—!—lnb) = ab, aSyb:= exp(lna—lnb) = %,

a®pb:=exp(lna-Inb) = exp((Ina)(lnb)),

para a,b € Ri. En esta aritmética, el neutro aditivo para &, es 1 (pues a @, 1 = a), mientras que el
neutro multiplicativo para ©, es e (pues a ©p e = a). Asi, (R4, P,, ®,) constituye un cuerpo isomorfo
a (R,+,-), pero con una interpretacién intrinsecamente proporcional de las operaciones.

Notacioén. En aritmética proporcional, la division proporcional se denota por @ y se define por

a@b:=a6pb=exp(lna—1nb):%, a,beR,.

En particular, aunque @ coincide numéricamente con la divisién usual en R, , la notacién permite
distinguir cudndo se estd operando en el marco proporcional.

Calculo proporcional. Sobre esta base algebraica se construye el calculo proporcional, en el que se
definen derivadas e integrales coherentes con (R, &®,, ®,). El célculo diferencial e integral proporcional
desarrollado por Campillay-Llanos y colaboradores introduce operadores interpretables como tasas de
cambio y acumulacién relativas, estructuralmente compatibles con la aritmética proporcional [3]. Ade-
mas, existe un teorema fundamental del calculo proporcional que vincula derivacién e integracién en
forma andloga al caso clasico [3].

Derivada proporcional. Sea f : R, — R,. La derivada proporcional de f en 2y € Ry puede definirse
como

f(xo) = lim 7f(x) S f(x()).

T—T0 T @p xo

Usando la notacién de divisién proporcional @ (con a @b = a©,b = §), esta expresion puede escribirse

de forma compacta como
= , fle) = )
To) = lim o — .
Fw) = Jim, (i @ 2

Esta expresién refleja que se comparan variaciones relativas de la funcién y de la variable independiente

[3]. De forma equivalente, usando el incremento multiplicativo h = x (de modo que x = zph), se
T
obtiene
= . ([(xoh)
= 1 .
f(zo) h;m1<f(x0) oh
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Forma logaritmica (célculo clasico). La definicién anterior puede reescribirse en términos de loga-
ritmos naturales como
7oy - dIn(f(z))

f(@) = d In(x)

d
Aqui la notacién ——— se entiende en el sentido cldsico: si s = In(z) y F(s) = In(f(e*)), entonces

d In(x)
f(az) = % Si ademaés f es derivable clasicamente, por regla de la cadena se obtiene la representacién
clasica 3
Foy_ AmUE) _ EUE) ),
dIn(z) 4 In(z) 1 f(@)

Por tanto, f(z) mide una tasa de variaciéon adimensional, apropiada para dindmicas de tipo multiplica-
tivo [3].
Integral proporcional. De forma dual, la integral proporcional de f en [a,b] C Ry se define como

el operador inverso (en sentido proporcional) de la derivada proporcional [3]. En particular, puede
expresarse en forma logaritmica como

/bf(x)cjx:exp</bhl<‘f(gc))dm>.

Una motivacién natural de esta férmula se obtiene con el cambio s = In(z): si @ = e°, entonces
dx/x = ds, y la acumulacién proporcional se traduce en la acumulacién aditiva de In(f) respecto de
s, regresando luego a la escala original con la exponencial [3]. Esta representacién permite reutilizar
técnicas del célculo cldsico (estimaciones integrales, expansiones tipo Taylor, etc.) al analizar problemas
formulados en el marco proporcional.

Finalmente, trabajos posteriores de Pinto, Torres y coautores muestran cémo este marco permi-
te reformular modelos diferenciales conocidos (por ejemplo, variantes no newtonianas del crecimiento
logistico) y discutir cambios cualitativos en la interpretacién de pardmetros y soluciones cuando la
dindmica se describe en términos de tasas proporcionales [4, 5].

Observacién 2.1 (Propiedades béasicas y reglas de cdlculo proporcional ). Al igual que en el cdlculo
clasico, la derivada e integral proporcional cumplen reglas que facilitan el andlisis de funciones. En lo
sucesivo asumimos f,g : R — Ry (en particular f(z),g(z) > 0) y la regularidad necesaria para que
existan los operadores involucrados.

A. Propiedades de la derivada proporcional.

1. Forma logaritmica y clasica.

7oy dIn(f(2)) 7 z f'(z)

f(z) = d1n(z) (sentido clasico), flz) = si f es derivable cldsicamente.

Constante. Si f(z) = ¢ con ¢ > 0, entonces f(z) = 0.

Identidad. Para f(z) = z, se tiene f(z) = 1.

Potencias (caso base). Si f(z) = z* con k € R, entonces f(z) = k.
Producto y cociente.

Gl

o)) = Fla) +5(@), (f) (x) = () — 3(x).

6. Potencia de una funcién. Para c € R,

(f)e(@) = ¢ f(a).

7. Linealidad (en el sentido multiplicativo). Sean «, 5 € R. Entonces

—_~— .

(f*-9°)(x) = a f(z) + Bg(x).
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8. Regla de la cadena (forma operativa). Si g : R, — R, y f: Ry — Ry son proporcional-
mente derivables, entonces

e~

(fog9)(@) = flg(x)) G(x),

lo cual puede interpretarse al introducir la variable auxiliar s = In(x), donde la derivacién se
reduce a la regla clasica de la cadena.

9. Ejemplos clasicos (si estdn definidos en R.). Para f(z) = e” se obtiene (e*) = x. Para

f(z) = In(z) (por ejemplo en = > 1 si se exige f(x) > 0), (Inx) = .

Inx

B. Propiedades de la integral proporcional.

1. Representacién logaritmica.

/abf(x)gx:exp</abm(]cgc(fv))dm>.

2. Intervalo nulo (caso a = b).
/ flz)ds = 1.

3. Caso constante. Si f(x) = ¢, entonces

b
/ fl@)de = nb/a),

4. Producto punto a punto.

/ '(f(e)o(e) dx = ( / ) Jm) ( / @) éix) .

5. Integral proporcional de una potencia. Si f es continua y o € R, entonces

/abf(a;)aixz (/abf(x)gx>a.

6. Cambio s =In(x). Si x = e® y dz/z = ds, entonces

/ab f(z)dz = exp </1:;b In(f(e*)) ds) .

7. Cambio de limites (concatenacién). Para a < b < ¢,

/:f(x)ix: ([f@)d&) (/bcf(x)ix).

C. Teorema fundamental (forma operativa). Sea f : R, — R, continua. Si existe F: Ry — R

P evg _ Fb)
/Qf(x)dx—F(a).

tal que F(z) = f(z), entonces

[3, 4, 5]
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3. DEL TEOREMA DE TAYLOR A LOS METODOS NUMERICOS

El hecho de que la integral proporcional admita una representacion en forma logaritmica hace posible
trasladar al marco proporcional herramientas analogas a las del cédlculo clasico. En particular, en el
céalculo clasico el teorema de Taylor es central para el analisis local de funciones y constituye la base
de numerosos métodos numéricos para ecuaciones diferenciales, como el método de Euler, los métodos
de Taylor de orden superior y familias de esquemas de Runge-Kutta [6]. Estos métodos se apoyan en
expandir la soluciéon alrededor de un punto y controlar el resto mediante estimaciones ligadas a las
derivadas.

En el marco proporcional, el cambio de variable s = In(z) permite interpretar la variacién local en una
escala aditiva (logaritmica) y regresar luego al marco original mediante la exponencial. Esta idea conduce
a un analogo proporcional del teorema de Taylor, donde los términos de la expansion quedan expresados
en funcién de derivadas proporcionales de orden superior [3]. En lo sucesivo, f(k) (o) denota la derivada
proporcional de orden k evaluada en xq (esto es, la iteracién del operador derivada proporcional k veces,
cuando estd bien definido).

Teorema 3.1 (Teorema de Taylor proporcional). Sea f : Ry — R wuna funcidn suficientemente reqular
que admite derivadas proporcionales hasta orden n en un entorno de xog > 0. Entonces

) = flan) exn( 3o 7o) 0t (2 ) 4 At )

k=1 0

donde R, (x) representa el término de resto proporcional.
3, 6]

Observacién 3.2 (Truncaciones de primer y segundo orden). Al truncar el Teorema 3.1 en orden 1, se
obtiene la aproximacién

i) fan) exp Flan) (£ ) ) = rteo) (j)m |

0 0
Al truncar en orden 2,

i) fan) exp( Flao) a2 4§ 7)1 £) ).
o 2 i)
3, 6]

Desde la perspectiva numérica, estas expansiones permiten derivar esquemas de avance analogos a los
clasicos, pero formulados en términos proporcionales. Por ejemplo, en una ecuacion diferencial propor-
cional de primer orden, la truncacién de primer orden conduce a un esquema tipo Euler (proporcional),
mientras que incluir términos adicionales conduce a métodos tipo Taylor de orden superior. La teoria
clasica de métodos numeéricos para EDOs proporciona el marco para analizar consistencia y orden de
convergencia de estos esquemas [6].

En este contexto, la tesis propone utilizar versiones proporcionales de las expansiones de Taylor para
construir nuevos esquemas numéricos, en particular esquemas de diferencias finitas en tiempo y espacio,
que aproximen soluciones de ecuaciones diferenciales formuladas en la aritmética proporcional. En una
primera etapa se consideran ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, estudiando consistencia
y convergencia de los métodos resultantes. Posteriormente, se extiende la construccién a modelos en
derivadas parciales, en particular a las ecuaciones del calor y de la onda en un contexto proporcional,
tomando como referencia el tratamiento cldsico de estas ecuaciones y de sus discretizaciones [7, 8].

4. MARCO TEORICO EN ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES Y METODOS NUMERICOS

El estudio de las ecuaciones del calor y de la onda posee una larga tradicién dentro del andalisis de
ecuaciones en derivadas parciales. Textos como el de Pinchover y Rubinstein [7] presentan bases tedricas
para el tratamiento de estos modelos, incluyendo formulaciones en espacios de funciones apropiados,
propiedades cualitativas de las soluciones y técnicas clasicas de resolucién. En particular, las ecuaciones

15



del calor y de la onda se interpretan como prototipos de fenémenos de difusiéon y propagacién, respec-
tivamente, y sirven como modelos de referencia para el desarrollo de teoria general en ecuaciones en
derivadas parciales.

Desde el punto de vista numérico, la obra de Holmes [6] y el texto de Vides [8] proporcionan un marco
sistematico para el disefio y andlisis de métodos numéricos basados en diferencias finitas, elementos
finitos y otros esquemas de aproximacion. En ellos se introducen conceptos como consistencia, estabilidad
y convergencia, asi como criterios practicos para la construcciéon de mallas, la eleccién de pasos de tiempo
y la evaluacién del error numeérico. Estos resultados se formulan en el contexto del calculo clasico, pero
su estructura general (esquemas de discretizacién, andlisis de error y estudio de estabilidad) sirve como
guia para adaptar ideas al marco de la aritmética proporcional.

La contribucién de la tesis se sittia precisamente en el cruce entre estos dos cuerpos tedricos: por
un lado, el desarrollo reciente del célculo proporcional y de las aritméticas no newtonianas [1, 2, 3,
4, 5]; por otro, la teorfa cldsica de ecuaciones en derivadas parciales y métodos numéricos para su
resolucién [6, 7, 8]. El objetivo es construir un puente entre ambos marcos, de manera que herramientas
numéricas inspiradas en Taylor y en diferencias finitas puedan formularse de forma coherente en el
contexto proporcional, preservando criterios de consistencia, estabilidad y convergencia en un sentido
apropiado.

5. ESQUEMA METODOLOGICO DEL TRABAJO

La estructura metodoldgica del trabajo combina tres componentes principales:

= Desarrollo tedrico: revisién de la literatura sobre aritméticas no newtonianas, aritmética pro-
porcional y célculo proporcional [1, 2, 3, 4, 5]; formalizacién de las nociones de derivada e integral
proporcional necesarias para formular ecuaciones diferenciales en este marco; y adaptacion del
teorema de Taylor a partir de la representacién logaritmica.

» Disefio de métodos numéricos: construccién de esquemas de aproximacién (en particular,
de diferencias finitas y de tipo Taylor) definidos sobre la aritmética proporcional, incluyendo
el andlisis de consistencia, estabilidad y convergencia de dichos esquemas, guiado por la teoria
clasica de métodos numéricos para ecuaciones diferenciales [6, 8].

= Implementacion y experimentacion numeérica: implementacién computacional de los mé-
todos propuestos y resolucién de problemas modelo en ecuaciones diferenciales ordinarias y en
derivadas parciales (ecuaciones del calor y de la onda), comparando el comportamiento numérico
de los métodos proporcionales con métodos clasicos en términos de error, estabilidad y eficiencia
[7, 8].

6. RESULTADOS ESPERADOS Y APORTES

Desde una perspectiva tedrica, se espera que la investigaciéon conduzca a una formulacién sistema-
tica de ecuaciones diferenciales en el marco de la aritmética proporcional, con énfasis en modelos tipo
ecuacién del calor y de la onda [3, 4]. Esto incluye clarificar las nociones de solucidn, estabilidad y
comportamiento asintético cuando la dindmica se describe mediante tasas proporcionales.

En el plano numérico, el objetivo es desarrollar métodos basados en expansiones tipo Taylor adaptadas
al contexto proporcional, proporcionando esquemas alternativos a los métodos clésicos [6]. El anélisis
de consistencia, estabilidad y convergencia de estos esquemas permitird comparar de manera critica los
métodos proporcionales y los tradicionales, identificando posibles ventajas o limitaciones en problemas
donde la dindmica sea esencialmente relativa o multiplicativa [4, 5, 8].

Mas alla de los resultados especificos, el trabajo busca contribuir a la consolidacién de la aritmética
proporcional y del calculo proporcional como herramientas ttiles en modelacién matemaética e ingenieria,
motivando la exploracién de marcos no convencionales para el estudio de ecuaciones diferenciales y sus
aproximaciones numéricas.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE NO NEWTONIANA Y SUS
PROPIEDADES

G. MALDONADO-BATRES, MARLON M. LOPEZ-FLORES, WILLIAM
CAMPILLAY-LLANOS

RESUMEN. Este trabajo presenta una versién no newtoniana de la transforma-
da de Laplace construida sobre la aritmética proporcional, un marco alterna-
tivo al cédlculo clasico que resulta especialmente til para describir procesos
de tipo multiplicativo. Se introducen sus propiedades fundamentales incluyen-
do linealidad proporcional, teoremas de traslacién y reglas para derivadas e
integrales proporcionales y se muestran transformadas basicas que permiten
resolver ecuaciones diferenciales dentro de este nuevo entorno, ofreciendo una
alternativa al enfoque clésico.

ABSTRACT. This work presents a non-Newtonian version of the Laplace trans-
form built upon proportional arithmetic, an alternative framework to classical
calculus that is particularly useful for describing multiplicative type proces-
ses. We introduce its fundamental properties including proportional linearity,
translation theorems, and rules for proportional derivatives and integrals and
provide basic transforms that allow differential equations to be solved within
this new setting, offering an alternative to the classical approach.

1. INTRODUCCION

La transformada de Laplace constituye una de las herramientas mas poderosas
del andlisis matematico aplicado, particularmente en la resolucién de ecuaciones
diferenciales y en el estudio de sistemas dindmicos en ingenieria y fisica. Su formu-
lacién clésica se apoya en la aritmética usual de los niimeros reales y en la estructura
aditiva que caracteriza al calculo diferencial e integral tradicional.

Sin embargo, numerosos fenémenos naturales y modelos matematicos describen
procesos cuyo comportamiento es esencialmente multiplicativo o proporcional. En
tales contextos, la estructura aditiva del célculo clasico puede no reflejar de ma-
nera natural la dindmica del sistema. Ante esta limitacién, surgen los célculos no
newtonianos, desarrollados inicialmente por Grossman y Katz, los cuales proponen
una reestructuracién de las operaciones fundamentales para adaptarse a marcos de
trabajo alternativos.[4]

El propésito de este trabajo es introducir y estudiar una versiéon no—newtoniana
de la transformada de Laplace construida sobre la aritmética proporcional. Se pre-
sentan sus propiedades fundamentales, incluyendo linealidad proporcional, teoremas
de traslacion y reglas para derivadas e integrales proporcionales, asi como un con-
junto de transformadas basicas que permiten abordar ecuaciones diferenciales en
este nuevo entorno. Este enfoque no pretende sustituir la transformada clésica, sino

Fecha: 10 de febrero de 2026.
Palabras y frases clave. Aritmética proporcional, Célculo proporcional, Derivada e integral
proporcional, Ecuaciones diferenciales proporcionales, Operador de Laplace.
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ofrecer una alternativa conceptual y técnica adecuada para el andlisis de procesos
proporcionalmente estructurados.

2. ANTECEDENTES HISTORICOS DEL CALCULO NO-NEWTONIANO

El calculo diferencial e integral, en su forma clasica, se desarrolla en el siglo XVII
a partir de los trabajos de Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716).[4] De manera independiente, ambos formularon el llamado cdlculo in-
finitestmal, introduciendo técnicas para estudiar limites, derivadas e integrales, y
estableciendo la conexion entre derivacion e integracion mediante el teorema fun-
damental del cdlculo. Més alld de la controversia sobre la prioridad del descubri-
miento, la obra de ambos unific6 métodos geométricos y algebraicos previos en un
lenguaje comtn que se convirtié en base del anélisis mateméatico moderno y en una
herramienta central para la fisica y la ingenieria.

En las décadas y siglos posteriores, el cdlculo clasico fue objeto de un proceso de
formalizacion y rigor crecientes (por ejemplo, mediante la nocién moderna de limite
y el desarrollo de la teoria de funciones reales), pero mantuvo un rasgo esencial:
se apoya en la aritmética usual de los nimeros reales, en la que los cambios entre
cantidades se describen mediante sumas y restas. Durante mucho tiempo esa forma
de trabajar se dio por sentada, sin cuestionarla demasiado. Solo en épocas maés
recientes algunos autores comenzaron a preguntarse qué pasaria si se cambiara la
aritmética de fondo y se construyeran otros tipos de calculo a partir de ella; en esa
linea se sitian precisamente los calculos no—newtonianos que se estudiaran en esta
tesis.

La idea de construir sistemas de calculo alternativos al calculo clasico se ma-
terializa de forma sisteméatica a finales de la década de 1960 con los trabajos de
Michael Grossman y Robert Katz. Entre 1967 y 1970 estos autores desarrollan una
familia completa de cdlculos no—newtonianos, definidos sobre aritméticas distintas
de la usual, y en los que se introducen gradientes, derivadas, integrales y promedios
“naturales” junto con teoremas fundamentales andlogos a los del célculo clésico.[4]

El libro Non-Newtonian Calculus[4] presenta por primera vez esta teoria de ma-
nera unificada y describe una familia infinita de calculi (geométrico, anageométrico,
bigeométrico, armonico, entre otros). En trabajos posteriores, como Bigeometric
Caleculus: A System with a Scale-Free Derivative[5], los autores profundizan en ca-
sos particulares y muestran que en cada uno de estos sistemas las funciones con
derivada constante forman clases distintas de funciones (por ejemplo, funciones li-
neales, exponenciales o potencias), lo que refuerza la idea de que el cdlculo cldsico
es solo un caso particular dentro de un marco mucho mas amplio.

Tras los trabajos fundacionales de Grossman y Katz, el tema de los célculos
no—newtonianos qued6 durante un tiempo relativamente fuera del foco principal de
la investigacién matematica. Sin embargo, a partir de la década de 2000 vuelve a
tomar fuerza, en particular con el articulo de Bashirov, Misirli y Ozyapici, donde se
desarrolla el llamado cdlculo multiplicativo y se muestran algunas de sus aplicacio-
nes en ecuaciones diferenciales y problemas de modelacién.[1] Més recientemente,
Georgiev y Zennir han presentado una exposicién sistemética de este enfoque en
forma de libro de texto, lo que indica que el calculo multiplicativo ha alcanzado un
grado de madurez suficiente como para ser incorporado a la formacién avanzada de
estudiantes de matemadticas y dreas afines.[3]
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En paralelo, distintos autores han propuesto variantes no—newtonianas més espe-
cificas. Una de ellas es el cdlculo proporcional, desarrollado en trabajos recientes de
Campillay-Llanos, Pinto, Torres y colaboradores, donde se introduce una aritméti-
ca proporcional y se definen derivadas e integrales proporcionales con sus teoremas
bésicos.[2] Este marco ha permitido, por ejemplo, encontrar primitivas proporciona-
les para funciones como la gaussiana y formular modelos de crecimiento logistico en
versién no—newtoniana.[6] Ademads, Torres ha extendido estas ideas al contexto del
célculo de variaciones y de los teoremas de simetria tipo Noether, mostrando que
los métodos no—newtonianos también pueden aplicarse a problemas de optimizacion
y a la bisqueda de cantidades conservadas en sistemas dindmicos.[7, 8]

En resumen, a partir de los trabajos pioneros de Grossman y Katz sobre célcu-
los no—newtonianos, y de los desarrollos méas recientes en calculo multiplicativo y
proporcional, se ha ido construyendo un marco alternativo al calculo clasico que
resulta especialmente adecuado para describir procesos de tipo multiplicativo o
proporcional.[4, 2] En ese contexto se sitiia el presente trabajo, cuyo objetivo prin-
cipal es estudiar una versién no-newtoniana de la transformada de Laplace, for-
mulada sobre una aritmética proporcional, y analizar algunas de sus propiedades
béasicas y aplicaciones en ecuaciones diferenciales planteadas en este nuevo entorno.

3. ARITMETICA PROPORCIONAL

La aritmética proporcional ofrece un enfoque alternativo para trabajar con los
nimeros reales positivos y se puede ver como un caso particular del esquema general
de aritméticas no cldsicas generado por la funcién f(z) = log(x).[4, 2] En este
contexto se consideran las operaciones t @y, t Oy, Oy y x @y, definidas sobre
el conjunto R* = (0, c0) por

1
TOy=1x-y, 9599:3 roy=2%W,  zoy=zlsW, y#1,

donde log denota el logaritmo natural (de base e).

3.1. Operaciones en la aritmética proporcional. En esta aritmética, la ope-
racion @ juega el papel de la “suma proporcional”, mientras que ® actia como una
“multiplicacién proporcional”. Estas operaciones heredan muchas de las propieda-
des habituales de la suma y el producto clasicos, pero adaptadas al nuevo entorno.
A continuacién se recogen algunos resultados basicos que describen la estructura
algebraica de RT con estas operaciones.

Proposicién 3.1. El conjunto de los niimeros reales positivos R™, bajo la operacion
@, forma un grupo abeliano con elemento identidad 1.

Proposicién 3.2. El conjunto R* \ {1}, bajo la operacién ®, forma un grupo
abeliano con el nimero trascendente e como elemento identidad cuando se considera
el logaritmo natural.

Proposicion 3.3. La operacion © es distributiva con respecto a @, es decir, para
todo x,y,z € R* se cumple

zO(Y®z)=(20y) G (r02)

Teorema 3.4. El conjunto de los nimeros reales positivos (RT,®,®) forma un
campo isomorfo al campo cldsico (R,+,-) a través de la aplicacion p(z) = log(x).
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3.2. Potencia y factorial proporcional. En la aritmética proporcional tam-
bién se pueden definir versiones andlogas de operaciones clasicas como la potencia
y el factorial. La potencia proporcional de base x € Rt y exponente natural n se
define como la repeticién de la operaciéon ©:

N ——
n veces
Usando la definicién de ®, para n € NT se obtiene

2An} — (lloga)™

En particular, z11} = 2, {2 = e(logz)z, 23 = e(logz)?’, etcétera. Es decir, en
coordenadas logaritmicas la potencia proporcional se corresponde con elevar log x
a una potencia entera.

De manera similar, se puede definir un factorial proporcional. Sea NT el conjunto
de los niimeros naturales positivos y sea n € N*. El factorial proporcional de n se
define como

nl=ece?0e® - 0e,
es decir, como el ®-producto de los términos e* para k = 1,2,...,n. Aplicando
nuevamente la definicién de @, se tiene

- 2y n 9.9, |
= elog(e) log(e®)---log(e™) _ 61 2:3-m _ e

Por tanto, el factorial proporcional n! se obtiene tomando el factorial clasico n! y
elevando e a dicha cantidad. Este tipo de construcciones sirve para ilustrar cémo,
al pasar de la aritmética usual a la aritmética proporcional, muchas operaciones
familiares cambian de forma pero conservan cierta relacién con sus versiones clasicas
a través del logaritmo.

3.3. Funciones proporcionales. En la aritmética proporcional es util asociar
a cada funcién cldsica f una versién “proporcional” que viva en R*. Formalmente,
si f: R — R es una funcién real, definimos su funcion proporcional asociada como

fp :RT = R, fplz) = eflogs) 4 e RT

A modo de resumen, en la Tabla 1 se muestran algunas funciones clasicas f y sus
correspondientes funciones proporcionales fp.

Funcién clasica f(z) Funcién proporcional f,(x)

22 ellog2)? — {2}

", n e NT ellogz)™ — g{n}
sin(z) esin(og ) — gin ()
e €% _ o

. plogz _ .

c, ceR e

log(z), x> 1 eloglog ) — Jog

CuADRO 1. Ejemplos de funciones clasicas y sus funciones propor-
cionales asociadas.
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3.4. Derivada Proporcional.

Definicién 3.5 (Derivada proporcional). Sea f, : Rt — R* una funcién positiva.
Decimos que f, es diferenciable en o > 0 si existe el limite

lfm [(fp(a:oeah) & folzo)) © h}
h—1
En tal caso, a ese limite lo denotamos por f;(aco) y lo llamamos derivada propor-
cional de f, en xg.
Definicién 3.6 (Transformada de Laplace proporcional).
oo
B9 = {50} = [ 19 @ g0t
1
donde s = o - j ©® w es la variable compleja, con ¢ representando la parte real y w
representando la parte imaginaria. La transformada de Laplace proporcional es una
herramienta mateméatica usada para convertir una funciéon del dominio del tiempo

fp(t) en una funcién del dominio complejo F,(s), donde s es una variable compleja
proporcional.

La transformada proporcional de Laplace no newtoniana tiene, entre otras, las
siguientes propiedades importantes:

1. Linealidad proporcional:

Ll a0 ft) ® BOGR) } = a0 L{f,{1)} & 50 ZL{g(0)}

2. Segundo teorema del traslaciéon:
Definimos la funcién escalén unitario proporcional u(t/a) (con a > 1) por:

1, 1<t<a,

u(t/a) = {
e, t=>a.

Sea u(t/a) la funcién escalén unitario proporcional. Entonces se tiene
Lol fo(t)a) ©u(t/a) } = VDO Fy(s).

3. Transformada de la derivada proporcional:
Sea f, : Rt — R™ una funcién proporcional continua y de clase propor-
cional CU" si Z,{f,(t)} = F,(s), entonces, la transformada proporcional
de la derivada proporcional de orden n esta dada por

LALLM O)s) = st o F(s)os" Mo f)est P o fm)e- o).
4. Transformada de una integral proporcional:

Sea Z,{fp(t)} = F,(s), entonces la transformada proporcional de la inte-
gral proporcional estda dada por:

2{ [ fim} = B0
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4. TRANSFORMADAS PROPORCIONALES BASICAS

En esta seccién se presentan algunas transformadas fundamentales asociadas a
la transformada proporcional ., las cuales permiten construir expresiones mas
complejas y resolver ecuaciones diferenciales en el marco del célculo proporcional.
Todas las funciones consideradas pertenecen a RT y se emplean las operaciones
proporcionales @, 6, ®, ® junto con las potencias de orden proporcional s{™}.

Funcién Transformada proporcional
a aQs
ea®! e@(sSa)

singe(a ©t) a o (s @al?h)
cospe(a®t) 5@ (s @al?h)
t e s

tin} e o gint1}

CUADRO 2. Algunas transformadas de Laplace proporcionales basicas.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una versiéon no newtoniana de la transformada
de Laplace formulada sobre la aritmética proporcional, enmarcada dentro del es-
quema, general de los cdlculos no clasicos inducidos por funciones generadoras. A
partir de la estructura algebraica (RT,®,®) y del isomorfismo logaritmico con el
campo cldsico de los niimeros reales, se ha definido la transformada proporcional y
se han establecido sus propiedades fundamentales.

Se demostrd que esta transformada conserva andlogos proporcionales de resulta-
dos esenciales de la teoria clédsica, tales como la linealidad, los teoremas de traslacion
y las reglas para derivadas e integrales. Asimismo, se presentaron transformadas bé-
sicas que permiten abordar ecuaciones diferenciales dentro del marco proporcional,
mostrando que el método mantiene una coherencia estructural comparable a la del
enfoque tradicional. En este sentido, el enfoque no pretende reemplazar la teoria cla-
sica, sino ampliarla, proporcionando un marco alternativo que puede resultar mas
natural para ciertos modelos de crecimiento, escalamiento o dindmica geométrica.

Como lineas futuras de investigacién, resulta de interés profundizar en el estudio
de problemas de valor inicial, ecuaciones en derivadas parciales proporcionales y
posibles aplicaciones en modelacién matematica, asi como explorar conexiones con
otros calculos no newtonianos y estructuras funcionales relacionadas.
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BOLETIN RESUMEN: POLAR MOLECULES BY P. DEBYE,
PH.D.

KILVER TEJEDA

A la teoria fundamental que explica las propiedades dieléctricas de la materia.

RESUMEN. Este boletin resume la obra seminal Polar Molecules de Peter Deb-
ye, publicada originalmente en 1929. El libro presenta la teoria cuéntico-
mecénica (en su formulacién temprana) y estadistica de las moléculas pola-
res, con un enfoque principal en la explicacién del comportamiento dieléctrico
de gases, liquidos y soluciones. Se detalla la derivacién de la famosa ecuacién
de Debye que relaciona el momento dipolar permanente de una molécula con
la polarizacién y constante dieléctrica del medio, incluyendo los efectos de la
temperatura. El trabajo también aborda conceptos pioneros como el tiempo
de relajacion dipolar y sus implicaciones en la dispersién y absorcién de ondas
electromagnéticas.

ABSTRACT. This bulletin summarizes Peter Debye’s seminal work Polar Mole-
cules, originally published in 1929. The book presents the quantum-mechanical
(in its early formulation) and statistical theory of polar molecules, with a main
focus on explaining the dielectric behavior of gases, liquids, and solutions. It
details the derivation of the famous Debye equation, which relates the perma-
nent dipole moment of a molecule to the polarization and dielectric constant
of the medium, including the effects of temperature. The work also addresses
pioneering concepts such as dipolar relaxation time and its implications for
the dispersion and absorption of electromagnetic waves.

1. INTRODUCCION: EL PROBLEMA DE LA CONSTANTE DIELECTRICA

La introduccién del libro establece el problema central de la fisica molecular de
la época: la incapacidad de la teorfa de Clausius-Mossotti (aplicable a moléculas no
polares) para predecir correctamente la constante dieléctrica € de sustancias cuyas
moléculas poseen un momento dipolar eléctrico permanente (u). Debye plantea que
la orientacién de estos dipolos bajo un campo eléctrico externo es el factor clave
faltante. La obra propone unir la teoria de la polarizabilidad electrénica/atémica
() con una teorfa estadistica de la orientacién de dipolos rigidos para derivar una
expresion general de la polarizacion molar P.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS Y DERIVACION DE LA ECUACION DE DEBYE

Esta seccién constituye el ntcleo del libro. Debye parte de la mecanica estadis-
tica (distribucién de Boltzmann) para calcular la energia media de un dipolo en un
campo eléctrico. Considera un dipolo rigido de momento p que puede orientarse
libremente. La contribucién de la orientacién dipolar a la polarizacién P, jen: S€

Fecha: 11 de diciembre de 2025.

Palabras y frases clave. Momento Dipolar, Constante Dieléctrica, Polarizacién, Moléculas Po-
lares, Relajacién Dipolar.
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calcula promediando el componente del momento dipolar en la direccién del cam-

po sobre todas las orientaciones posibles, ponderadas por el factor de Boltzmann
e E cos Q/kT.

Contribucién Simbolo Origen Fisico
Polarizacién Electronica P.=Nao.F Desplazamiento de la nube electrénica.
Polarizaciéon Atémica P,=Nq,F Desplazamiento de nticleos atémicos.
2
Polarizacion por Orientacién  Pp,rient = gk—“TE Alineamiento de dipolos permanentes.

CuUADRO 1. Contribuciones a la polarizaciéon total en la teoria de
Debye (N: niimero de moléculas por unidad de volumen, k: cons-
tante de Boltzmann, T": temperatura).

Sumando todas las contribuciones y relacionandolas con la constante dieléctrica
a través de la ecuacién de Clausius-Mossotti, se llega a la Ecuacién de Debye:

-1M N 2
- [
e+2p 3eo

donde M es la masa molar, p la densidad, N4 el niimero de Avogadro y ¢ la
permitividad del vacio. Esta ecuaciéon permite determinar experimentalmente el
momento dipolar u a partir de mediciones de € y p a diferentes temperaturas.

3. APLICACIONES Y LIMITACIONES DEL MODELO

La teoria se aplica exitosamente a gases polares y soluciones diluidas en
disolventes no polares. En estos casos, las moléculas actiian de forma casi inde-
pendiente, sin interacciones dipolo-dipolo fuertes. El libro presenta datos experi-
mentales (para gases como HCI o vapores de agua) que muestran una excelente
concordancia con la predicciéon de que la polarizacién molar es una funcién lineal
de 1/T, cuya pendiente es proporcional a 2.

Sin embargo, Debye discute en profundidad las limitaciones del modelo, espe-
cialmente para liquidos puros y soluciones concentradas. La fuerte interaccién
entre dipolos vecinos crea un campo local interno (campo de reaccién) que no es
igual al campo externo aplicado. Esta interaccién conduce a la saturacion del
efecto de orientaciéon a campos altos y temperaturas bajas, y es el origen de las
desviaciones observadas. El tratamiento exacto de este campo interno.® ¢ampo de
Lorentz"se senala como un problema abierto y complejo.

4. EXTENSION A CAMPOS ALTERNOS Y EL CONCEPTO DE RELAJACION

Uno de los aportes mas significativos del libro es la extensién de la teoria a cam-
pos eléctricos alternos de alta frecuencia. Debye introduce el concepto de tiempo
de relajacién 7, que es el tiempo caracteristico que tarda una poblacién de dipolos
en alcanzar una distribucion de equilibrio orientacional tras un cambio en el campo
aplicado.
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w
FiGcurA 1. Dispersiéon dieléctrica tipo Debye. La parte real de la
permitividad &'(w) decrece desde e5 = £ + Ac hasta £, mien-
tras que €’ (w) presenta un méximo en w = 1/7, caracteristico del
proceso de relajacién dipolar.

Cuando la frecuencia del campo w es comparable a 1/7, los dipolos no pueden
seguir al campo, causando un retraso de fase. Esto se manifiesta como: 1. Una
dispersién: caida de la constante dieléctrica medida (¢') desde un valor estatico
€s a un valor de alta frecuencia €,,. 2. Una absorcién: aparicién de un maximo en
la parte imaginaria de la constante dieléctrica (¢”), lo que significa disipacién de
energia (calentamiento dieléctrico).

La teorfa predice la forma de estas curvas (curva de Debye), sentando las bases de
la espectroscopia dieléctrica. Este capitulo conecta las propiedades moleculares
(1, 7) con fendémenos macroscépicos medibles en un rango amplio de frecuencias
(desde radiofrecuencias hasta microondas).

5. ELECTROMAGNETISMO EN MEDIOS DISPERSIVOS: APLICACION AL TEJIDO
HuMANO

El estudio de la interaccién entre campos electromagnéticos y materiales biol6-
gicos ha adquirido gran relevancia en fisica médica, bioingenieria y dosimetria de
radiacién no ionizante. A diferencia de medios simples como gases o soluciones dilui-
das —donde la teoria de Debye describe adecuadamente la respuesta dieléctrica—
los tejidos bioldgicos presentan una estructura altamente heterogénea y multifase,
donde coexisten moléculas polares, agua ligada, membranas celulares, iones libres
y estructuras macromoleculares. Esto provoca un comportamiento marcadamente
dispersivo, es decir, una fuerte dependencia de la permitividad compleja con res-
pecto a la frecuencia.

5.1. Permitividad Compleja en Tejidos Bioldgicos. En medios dispersivos,
el desplazamiento eléctrico se expresa como

D(w) = e(w)E(w),

27



donde la permitividad compleja tiene la forma
g(w) = &' (w) —ie" (w).

Aqui, ¢’ (w) cuantifica la capacidad de almacenamiento de energfa eléctrica, mientras
que &”(w) representa las pérdidas dieléctricas asociadas a procesos de relajacién
y conduccién. Los tejidos humanos poseen conductividades apreciables debido a
la presencia de iones méviles (Nat, K*, C17), lo cual se incorpora usualmente
mediante .

" 1

e (w) = ej(w) + oo’
siendo o la conductividad efectiva del tejido.

5.2. Modelos de Relajacion en Tejido Humano. La teoria de Debye clasica
proporciona un modelo fenomenolégico til para capturar la respuesta de agua pura
y soluciones diluidas. En su forma basica,
€s — €
sw) =eo+ T

con 7 el tiempo de relajacién dipolar. Sin embargo, el tejido humano presenta mul-
tiples mecanismos de relajacion asociados a escalas estructurales distintas: rotacién
de moléculas de agua, polarizacién interfacial en membranas celulares, difusién i6-
nica, y procesos colectivos en macromoléculas. Por ello suelen emplearse modelos
de relajacion maltiple, como el modelo de Debye generalizado,

o su extensién empirica mas general, la funcién de Havriliak—Negami.

En frecuencias bajas (kHz-MHz), la respuesta estd dominada por fenémenos
interfaciales (dispersién «). En el rango de microondas, predomina la relajacién
dipolar del agua (dispersién ), estrechamente relacionada con la relajacién de
Debye original.

5.3. Relevancia Fisica y Biomédica. La dispersién electromagnética en teji-
dos determina aspectos fundamentales como:

» Distribucién de campos internos: Las variaciones espaciales de e(w)
regulan la atenuacion, reflexién y absorcién de ondas en tejido.

= Calentamiento dieléctrico: La parte imaginaria ¢”(w) gobierna la con-
versién de energia electromagnética en calor, relevante en procedimientos de
hipertermia oncolégica y seguridad de exposiciones.

= Profundidad de penetraciéon: Depende fuertemente de la conductividad
y de los mecanismos de relajacién, siendo menor a frecuencias altas.

= Imagenologia: Métodos como RMN, EIT y algunas modalidades de micro-
ondas utilizan propiedades dieléctricas para reconstruir contrastes médicos.

En conjunto, el estudio del electromagnetismo en medios dispersivos conecta di-
rectamente con el marco tedrico introducido por Debye. La presencia de multiples
procesos de relajacion en el tejido humano puede interpretarse como una generali-
zacién del modelo dipolar simple, donde cada escala molecular o estructural aporta
un término de relajacién con su propio tiempo caracteristico 7. Esta perspectiva
permite comprender tanto la complejidad experimental de la permitividad tisular
como las aplicaciones practicas en medicina y biofisica.
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6. ECUACIONES DE MAXWELL-DEBYE Y SU APLICACION A LA PROPAGACION
ELECTROMAGNETICA EN MEDIOS BroLoGIcos

Los tejidos biolégicos constituyen medios dieléctricos altamente dispersivos, ca-
racterizados por una fuerte dependencia de la permitividad con la frecuencia y por
la coexistencia de multiples mecanismos de relajacion. Esta complejidad ha sido am-
pliamente documentada en estudios experimentales y modelos paramétricos, siendo
los trabajos de Gabriel et al. [6, 7, 8] la referencia estdndar para las propiedades
dieléctricas de tejidos humanos en un amplio rango espectral. Para describir estos
efectos, es necesario extender las ecuaciones macroscopicas de Maxwell mediante
relaciones constitutivas dindmicas, entre ellas el modelo clasico de relajacién de
Debye [2].

En su forma fundamental, las ecuaciones de Maxwell para un medio dieléctrico
no magnético se expresan como

0B
1 E=—
(6.1 VxE=-",
oD
2 H= —_—
(6.2) V x J+8t’
(6.3) V-D=p, V-B=0.

La relacién constitutiva entre el desplazamiento eléctrico D y el campo E incor-
pora la dinamica de polarizaciéon propia de un medio dispersivo. En el modelo de
Debye, la polarizacion P(t) satisface

dpP

(6.4) T +P =¢g(es — £x0) E(t),

donde 7 es el tiempo de relajacion dipolar caracteristico, y (g5, € ) representan las
permitividades estatica y de alta frecuencia. Este modelo describe perfectamente la
relajacion dipolar del agua y soluciones simples, tal como se detalla en los estudios
clasicos de Schwan [13, 14] y en andlisis mds recientes de Pethig [11].

El desplazamiento eléctrico total queda expresado como

D(t) = cocnoE(t) + P(t).

6.1. Significado Fisico en Tejidos Biolégicos. La ecuacién de Debye captura
el retardo temporal con que los dipolos (principalmente agua libre y estructuras pro-
teicas) responden a una variacién del campo eléctrico. Esto resulta especialmente
relevante en el rango de microondas, donde la relajaciéon dipolar del agua domina la
respuesta dieléctrica [3]. En frecuencias bajas, fenémenos interfaciales como la po-
larizacién Maxwell-Wagner en membranas celulares producen dispersion adicional,
como se estudia en los modelos Cole-Cole [1].
En el dominio frecuencial, la expresién resultante es
€s — €co
(6.5) e(w) =¢e0 + T or’
que determina directamente:
= Dispersién dieléctrica, controlada por la variacién de &' (w);
= Pérdidas dieléctricas y calentamiento, asociadas a la parte imaginaria
e (w);
= Atenuacién y profundidad de penetracién de ondas electromagnéticas
en tejido humano.
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Estos efectos son esenciales en dosimetria, evaluacién de SAR y en aplicaciones
como imagenologia por microondas [4].

6.2. Propagacion de Ondas en un Medio con Dispersién de Debye. Sus-
tituyendo la relaciéon de Debye en las ecuaciones de Maxwell se obtiene la ecuacién
de onda modificada. En ausencia de conductividad, para ilustracién, la ecuacion
para el campo eléctrico es
0’E
o2
En tejidos reales, la conductividad o es significativa [5], por lo que la ecuacién
completa incluye un término disipativo:
0°E OE
oz %
Este término es responsable de la fuerte atenuaciéon de microondas en tejidos

ricos en agua y del calentamiento dieléctrico empleado en técnicas de hipertermia
y ablacion.

(6.6) V2E — ppe(w) =0.

V’E — 1oe(w) =0.

6.3. Generalizacion a Modelos Multirrelajacién. Los tejidos humanos mues-
tran multiples escalas de relajacion, desde rotacion de moléculas de agua, polari-
zacién interfacial en membranas, hasta procesos i6nicos de baja frecuencia. Esto
conduce a modelos multiescala como Debye multiple,

(6.7) W) =+ Y 2 T

. 9
1 —dwr,  tweg

y extensiones empiricas como Cole-Cole, Cole-Davidson o Havriliak—Negami, am-
pliamente utilizados en bioelectromagnetismo [9, 10].

Estos modelos generalizados explican la estructura jerarquica de la dispersién
dieléctrica: dispersién «, § y v, tal como se resume en [6] y en la monografia de
Pethig [12].

6.4. Interpretacién Biofisica. La formulacién Maxwell-Debye permite com-
prender fenémenos esenciales:

= Absorcién maxima cuando w = 1/7, lo cual coincide con mediciones en
agua pura y tejidos hidratados [3].
= Contraste dieléctrico entre diferentes tejidos (grasa, misculo, cerebro),
clave para imagenologia por microondas [4].
= Caélculo de SAR y andlisis de seguridad en exposiciéon a campos EM.
= Simulaciones electromagnéticas que emplean FDTD y modelos de Debye
discretizados [15].
Asi, el marco Maxwell-Debye constituye la conexion natural entre las propieda-
des moleculares descritas por Debye [2] y la fenomenologfa macroscépica observada
en bioelectromagnetismo contemporaneo.

7. CONCLUSIONES E IMPACTO

Polar Molecules consolid6 la comprension cuantitativa de la polarizaciéon dieléc-
trica. Su ecuacién central se convirtié en la herramienta estindar para determinar
momentos dipolares moleculares, un parametro fundamental en quimica y biologia.
Mas alla de la estética, la introduccién del modelo de relajacion fue revolucionaria,
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proporcionando un marco para estudar la dindmica molecular en liquidos, polimeros
y coloides. Aunque modelos posteriores (Onsager, Kirkwood) refinaron la descrip-
cién del campo local, el trabajo de Debye sigue siendo la piedra angular de la teoria
dieléctrica.

Algoritmo 1 Determinacién del momento dipolar a partir de la ecuaciéon de Debye

Entrada: Datos experimentales: ¢(T), p(T) para un gas o solucién diluida.
Salida: Momento dipolar molecular p en Debyes.

e(T)—1 M

: Calcular la polarizacién molar P, (T) = (T2 p(1) Para cada temperatura.
. Graficar P, en funcién de 1/T.

: Realizar un ajuste por minimos cuadrados a la linea P,, = A + %

: La ordenada al origen A da la polarizabilidad total: A = é\%(ae + Qq)-

Nap?

: La pendiente B es proporcional al momento dipolar: B = e -

: Calcular p = ,/%.

7. Convertir p de unidades SI a Debyes (1D = 3,33564 x 1073°C - m).

10.

11.

12.
13.

14.

15.
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CARACTERISTICAS MATEMATICAS Y PROPIEDADES DEL
PROBLEMA OPF

JOSE LESMAN RODRIGUEZ BONILLA

RESUMEN. El Problema de Flujo Optimo de Potencia (Optimal Power Flow,
OPF) constituye una de las herramientas fundamentales en la operacién y ané-
lisis de los sistemas eléctricos de potencia modernos. Su formulacién integra
simultdneamente criterios econémicos y restricciones fisicas, dando lugar a un
problema de optimizacién no lineal, no convexo y de gran escala. En este tra-
bajo se analizan las principales caracteristicas matemaéticas del problema OPF
en corriente alterna, haciendo énfasis en la estructura del conjunto factible,
la no convexidad inherente del problema y sus implicaciones geométricas. Se
presentan formalmente las formulaciones del OPF bajo los modelos de inyec-
cién nodal (Bus Injection Model, BIM) y flujo por ramas (Branch Flow Model,
BFM), destacando su equivalencia matematica. Asimismo, se estudian propie-
dades de diferenciabilidad, calificaciones de restricciones, el cono tangente y
las condiciones de optimalidad de primer y segundo orden.

ABSTRACT. The Optimal Power Flow (OPF) problem is one of the fundamental
tools in the operation and analysis of modern electric power systems. Its for-
mulation simultaneously integrates economic criteria and physical constraints,
resulting in a large-scale, nonlinear, and non-convex optimization problem.
This work analyzes the main mathematical characteristics of the AC Optimal
Power Flow problem, with emphasis on the structure of the feasible set, the
inherent non-convexity of the problem, and its geometric implications. Formal
OPF formulations based on the Bus Injection Model (BIM) and the Branch
Flow Model (BFM) are presented, highlighting their mathematical equivalen-
ce. In addition, differentiability properties, constraint qualifications, tangent
cone, and first- and second-order optimality conditions are examined.

1. INTRODUCCION

Los sistemas eléctricos de potencia son conjuntos complejos de equipos interco-
nectados destinados a generar, transmitir, distribuir y consumir energia eléctrica.
Debido a su naturaleza fisica y a las interacciones electromagnéticas que los gobier-
nan, estos sistemas pueden modelarse matematicamente mediante las ecuaciones de
flujo de potencia, las cuales describen como se distribuyen las magnitudes eléctricas
—tensiones, corrientes y potencias— a lo largo de la red.

Dentro de este marco, el Flujo Optimo de Potencia (OPF, por sus siglas en inglés:
Optimal Power Flow) surge como una herramienta fundamental para determinar la
mejor forma de operar el sistema cumpliendo simultdneamente criterios econémicos
y técnicos. En términos generales, el OPF consiste en un problema de minimiza-
cién cuyo objetivo suele ser reducir los costos de generacién o, en otros casos, las

Fecha: Enero 2026.
Palabras y frases clave. Flujo optimo de potencia (Optimal Power Flow),Conjunto factible,
Convexidad, Sistemas eléctricos de potencia, Espacio de soluciones.
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emisiones contaminantes. Este problema esta sujeto a un conjunto de restricciones
que representan las leyes fisicas del electromagnetismo y las limitaciones operativas
del sistema, tales como rangos permitidos de voltaje, limites de generacién de cada
central y capacidades méximas de transferencia en las lineas de transmisién.

La importancia del OPF radica en que la produccién de energia eléctrica implica
costos sustanciales y depende de recursos que pueden ser renovables —como la ener-
gia solar, edlica o hidroeléctrica— o no renovables —como los combustibles fosiles
o la energia nuclear—. Optimizar su uso es esencial para asegurar una operacion
eficiente, sostenible y econémica.

Los sistemas eléctricos suelen abarcar ciudades, regiones e incluso paises com-
pletos, conectando a millones de personas por medio de una infraestructura comuin.
Esta interconexién convierte su operacién en un asunto estratégico, donde inter-
vienen intereses econémicos, técnicos, sociales y ambientales. Ademas, dado que la
energia eléctrica no puede almacenarse ficilmente —al menos no en grandes canti-
dades sin recurrir a tecnologias avanzadas como baterias de gran escala o sistemas
de bombeo hidroeléctrico—, es indispensable mantener un equilibrio instantaneo
entre generacién y consumo. Esta caracteristica afiade un nivel adicional de com-
plejidad y hace atin més relevante el uso de herramientas de optimizacién como el
OPF.

En suma, el OPF constituye un componente central en el andlisis y operacién
moderna de sistemas eléctricos de potencia. Su propésito es identificar, dentro de un
conjunto de restricciones fisicas y operativas, la mejor forma de suplir la demanda
eléctrica, ya sea minimizando costos, reduciendo emisiones o mejorando la eficiencia
global del sistema.

2.  JUSTIFICACION

La operacién de los sistemas eléctricos de potencia se desarrolla en un entorno
dindmico donde multiples agentes generadores participan con el propésito funda-
mental de producir energia eléctrica y maximizar sus beneficios econémicos. Esta
interacciéon configura un mercado competitivo en el que cada generador ofrece su
capacidad de produccién a un costo determinado por su tecnologia, sus condicio-
nes operativas y las caracteristicas particulares de cada unidad. Como resultado,
la coordinacién eficiente de estas ofertas se convierte en un elemento critico para
garantizar un suministro energético confiable y econémicamente viable.

En este contexto, surge la necesidad de contar con herramientas analiticas que
permitan determinar, de manera objetiva y transparente, la forma éptima de abas-
tecer la demanda eléctrica en cada instante. Tal determinaciéon debe priorizar la
eficiencia econémica sin comprometer la seguridad del sistema, respetando las leyes
fisicas que gobiernan el flujo de potencia y las limitaciones operativas de la red.
El problema que se plantea consiste, esencialmente, en minimizar el costo total de
generacion sujeto a un conjunto de restricciones no lineales, no convexas y de gran
escala, inherentes a la operacién de un sistema eléctrico real.[2]

Desde su formulacién original en 1962, el Problema de Flujo Optimo de Potencia
(OPF, por sus siglas en inglés) ha sido abordado mediante una notable diversidad
de métodos matemaéticos y computacionales|7]. Estos enfoques pueden agruparse en
tres grandes categorias. La primera corresponde a los métodos convencionales de
optimizacién, como la programacion lineal (LP), la programacién cuadritica (QP),
los métodos de gradiente y los métodos de punto interior, ampliamente utilizados
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en entornos operativos por su madurez algoritmica y su capacidad para manejar
problemas de gran tamano.

Una segunda categoria estd constituida por métodos basados en inteligencia ar-
tificial, que incluyen algoritmos genéticos, técnicas evolutivas y modelos de apren-
dizaje automatico. Estos enfoques exploran el espacio de soluciones desde una pers-
pectiva heuristica o metaheuristica, privilegiando su capacidad para escapar de
minimos locales y aproximar soluciones en escenarios altamente no convexos [8] [3].

3. ANTECEDENTES

El problema de Optimal Power Flow (OPF) constituye uno de los desarrollos
matematicos y computacionales mas importantes en la ingenieria eléctrica moderna.
Su objetivo fundamental es determinar el estado 6ptimo de operacién de un sistema
de potencia, cumpliendo simultaneamente las leyes fisicas que gobiernan el flujo de
energia y las multiples restricciones técnicas que caracterizan la red. Aunque hoy
forma parte del corazén operativo de los mercados eléctricos y centros de control en
todo el mundo, sus origenes se remontan a una época en la que ni siquiera existian
computadoras digitales.

Desde las primeras décadas del siglo XX, la operacion eficiente de los sistemas
eléctricos se basaba principalmente en la experiencia humana y reglas empiricas. Los
operadores realizaban el despacho econémico utilizando métodos manuales como el
principio de equal incremental cost, mientras que el cdlculo del flujo de potencia se
efectuaba mediante analizadores analégicos de redes. Estas herramientas, aunque
utiles para sistemas pequenos, eran insuficientes frente al crecimiento acelerado de
la demanda y la expansiéon de las redes eléctricas interconectadas.

El surgimiento de las primeras computadoras digitales a mediados del siglo pa-
sado marcé un punto de inflexion. En 1956, Ward y Hale publicaron la primera
solucién digital del flujo de potencia, lo que dio inicio al desarrollo de métodos
numéricos mas rigurosos para analizar la red eléctrica. Durante los anos siguientes,
algoritmos como Gauss—Seidel y especialmente Newton—Raphson se volvieron estan-
dar, impulsados por avances en el manejo de matrices dispersas y en la formulacién
matricial del problema mediante la matriz de admitancias.

En este contexto histérico aparece, en 1962, la contribuciéon seminal de Jean
Carpentier, considerada el nacimiento formal del OPF moderno[7] . Carpentier
formulé el problema como una optimizacién restringida por las ecuaciones com-
pletas del flujo de potencia en corriente alterna, introduciendo ademés condiciones
de optimalidad basadas en la teoria de Kuhn—Tucker. Su planteamiento reconocia
explicitamente la complejidad inherente del problema, dominado por fuertes no li-
nealidades y no convexidades, lo que lo convertia en un desafio matemaético de gran
escala.

Alo largo de las décadas de 1960 y 1970, la investigaciéon en OPF avanz6 mediante
el uso de métodos de gradiente, programacién cuadratica y técnicas de penalizacion.
Se desarrollaron aproximaciones operativas como el OPF desacoplado, aprovechan-
do la estructura fisica que vincula principalmente el flujo de potencia activa con los
angulos y la potencia reactiva con las magnitudes de tensién. Sin embargo, inclu-
so con estas simplificaciones, los algoritmos presentaban problemas recurrentes de
convergencia, sensibilidad numérica y susceptibilidad a minimos locales.

Durante los anios ochenta y noventa, el OPF se consolidé como una herramienta
indispensable tanto para el analisis de sistemas eléctricos como para la planificacién.
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Se incorporaron nuevas restricciones vinculadas a estabilidad, limites térmicos, cur-
vas de capacidad y factores de seguridad. Surgi6 el concepto de OPF con seguridad
(Security-Constrained OPF, SCOPF), que integra contingencias y lleva el problema
a una escala computacional atin mayor. Aun asi, distintos estudios en la época des-
tacaban que, pese a la abundancia de métodos propuestos, ningtin enfoque ofrecia
una solucién robusta y generalizable para el AC-OPF completo.

El inicio de los mercados eléctricos a finales del siglo XX transformé el OPF en un
componente operativo critico. Su solucién se volvié indispensable para el despacho
econémico, la formacién de precios nodales y la evaluacién continua de la seguridad
operativa. Actualmente, los operadores de sistemas lo resuelven diariamente, cada
hora y en muchos casos cada cinco minutos, empleando diversas aproximaciones que
equilibran precision y velocidad de cémputo. La necesidad operativa de obtener
soluciones rapidas, estables y de alta calidad impulsé el surgimiento de nuevas
formulaciones y desarrollos algoritmicos.

A pesar de los extraordinarios avances computacionales de las tultimas décadas,
el consenso académico e industrial es claro: el AC-OPF sigue siendo uno de los
problemas abiertos mas complejos en la optimizacién aplicada. Su naturaleza no
convexa, la multiplicidad de minimos locales, la presencia simultanea de restriccio-
nes cuadraticas, trigonométricas y limites operativos, y la necesidad de resolverlo
en tiempos muy reducidos lo convierten en un desafio técnico permanente[2] .

En sintesis, la evolucién historica del OPF refleja el desarrollo conjunto de la
ingenieria eléctrica, la matematica aplicada y la computacion cientifica. Desde los
analizadores analégicos hasta los modernos métodos convexos y algoritmos de opti-
mizacién no lineal, la biisqueda de soluciones eficientes para el OPF ha acompafniado
la expansién del sistema eléctrico global. Aunque se han logrado avances significa-
tivos, la solucion rapida, robusta y garantizada del AC-OPF completo continta
siendo un objetivo en construccién, con implicaciones econdémicas, energéticas y
ambientales de enorme relevancia.

4. PRELIMINARES

4.1. Definicion formal de OPF.

4.1.1.  Formulacion Matemdtica del Problema. Sea un sistema eléctrico de poten-
cia con:

» N ={1,...,N} el conjunto de buses.

= G C N el conjunto de buses con generacién, no todos los buses tienen gene-
rador.

= £ C N x N el conjunto de elementos de transmisién.

La red se modela mediante la matriz de admitancias compleja, que describe la
estructura de la red, describiendo las caracteristicas de los elementos de transmisién.

(4.1) Y eCVN Y =G+jB.

donde G y B son las matrices de conductancias y susceptancias, respectivamente.
Para cada bus i € N podemos definir los siguientes pardmetros:

= P Q% son la demanda de potencia activa y reactiva.
= PN PMAX son los limites de generacion activa, si i € G.
= QM QP son los limites de generacién reactiva, si i € G.

w R YmEX gon los limites de magnitud de tensién.
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Para cada elemento de transmisién (4, j) € &:

» Y;; € C es la admitancia serie equivalente entre los buses 7 y j.
. S{;‘éx > 0 es el limite térmico del flujo aparente en la direccién i — j.

Definimos ademas los vectores de demandas y limites:
Pd Qd c RN men Pméx Qmin Qméx Vmin Vméx c RN
Las Variables de decision para este problema son los siguietes:
= VV € CV: vector de tensiones nodales complejas,
Vi
V=1|:]|, VieC.
Vn
» P9,Q9 € RV: vectores de potencia activa y reactiva generada en cada bus,
si i ¢ G entonces PY = QY = 0.
Definimos el vector de inyecciones netas de potencia compleja:
S; = P, +jQ; € CV, P=P/ - P Qi=Q-Qf.

Ante el problema de optimizacién que el costo de generacién depende tinicamente
de la potencia activa generada:

C(p9) =) Ci(P)),
i€
donde C; : R — R es tipicamente una funcién convexa en P?.
El problema OPF en forma compacta se escribe como [9] :

in %;, Ci(PY)
sujeto a S =P+ jQ = diag(V)Y* V™,

P=PI - P! Q=qQ-Q",

prin < pg < pmix. e g,

QM < QI QM Vied,

(V)2 < Vyx < (Vmixy2, VieN,
1S5 (V)| < S, V(i,j) € €.

4.2. Modelos de redes. En esta seccién describiremos dos modelos de relaciones

entre las variables del problema de OPF que derivan de los sistemas fisicos que
gobiernan estas interacciones.

4.2.1.  Modelo BIM (Bus Injection Model). El Bus Injection Model (BIM) describe
la red eléctrica a través de las inyecciones de potencia en cada bus y la matriz de
admitancias nodales (4.1). Es el modelo tradicional utilizado en la formulacién
clasica del flujo de carga y en la mayoria de formulaciones del OPF[1].

Variables del modelo.

= V € CV: vector de tensiones nodales complejas.
» S =P+ jQ e CV: vector de potencias complejas inyectadas en cada bus.
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Ecuacion fundamental. La potencia inyectada en cada bus se define en forma com-
ponente a componente de la siguiente manera:

(42) Si=Vi | DY -Vvy)
JEN
Y sea el conjunto de soluciones V' para cada s:
V(s) :={V € CV | V satisface (4.2) }

Por conveniencia V) en el vector de V := (V},j € N) esta definido como el nodo
de referencia o nodo slack y su valor es 120°.

4.2.2.  Modelo BEM (Branch Flow Model). El Branch Flow Model (BFM) describe
la red desde la perspectiva de los flujos de potencia y corrientes en cada rama. Es
ampliamente utilizado en estudios de sistemas radiales[1].
Para cada linea (i, ) € £ se definen:
» [;; € C: corriente compleja que fluye de ¢ hacia j.
» S;j = Pij + jQi;: potencia compleja que fluye de ¢ a j.
» (;; = |I;;]*: magnitud cuadrética de la corriente.
= Sea m el nimero de lineas o ramas.
Para cada bus ::

= V; € C: tensién nodal compleja.
= S; = P; + jQ;: potencia neta inyectada al bus.

Las ecuacuines fundamentales para este modelo son las siguientes:

(4.3) Lij = yi;(Vi = Vj)
(4.4) Sij = Vil};

(4.5) Z Sij = Z (Ski — zhilIi]) + s
11— ] k:k—i

Donde (4.3) es la ley de Ohm, (4.4) define la potencia que circula por un elemento
de transmisién y (4.5) impone el balance de potencia para cada nodo.

Sea el conjunto solucién formado por elementos de la forma z := (S,1,V) para
cada s:

X(s) := {c € C*™*N | z satisface (4.3), (4.4),(4.5) }

Los modelos BIM (Bus Injection Model) y BEM (Branch Flow Model) constitu-
yen dos representaciones matematicamente equivalentes de las leyes eléctricas que
gobiernan un sistema de potencia en estado estacionario. Aunque difieren en la
elecci6én de variables (inyecciones versus flujos por rama), ambos modelos describen
la misma fisica y generan exactamente el mismo conjunto de soluciones factibles.

En el modelo BIM las variables fundamentales son el voltaje por barra y la
potencia por barra

En el modelo BFM las variables fundamentales son el voltaje por barra, la co-
rriente por linea y la potencia por linea. La correspondencia entre ellas se obtiene
directamente de las leyes de Kirchhoff y la definicién de admitancias.
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De BIM a BFM: Dado un vector de tensiones V que satisface el modelo BIM,
definimos
Lij = yi;(Vi=Vy),  V(i,j) €&,
Sij = Vil};
Con estas definiciones, los flujos (S;;,I;;) satisfacen autométicamente las ecua-
ciones del modelo BFM.
La correspondencia entre BIM y BFM es biyectiva siempre que se cumplan las
siguientes condiciones:
1. La red no contiene ramas abiertas ni elementos desconectados.
2. Todas las lineas (4, j) € € tienen una admitancia Y;; # 0.
3. Las tensiones V; son distintas de cero.
Debido a la biyeccion entre BIM y BFM, ambos modelos generan el mismo
conjunto de soluciones factibles del flujo de potencia AC. Por lo tanto:

min f(V,S) sujeto al BIM

es equivalente a
min f(S7J7 Iij7 V) sujeto al BFl\/[7
siempre que se apliquen las transformaciones anteriores.
La diferencia entre ellos no es fisica sino algebraica, lo que tiene importantes
implicaciones para el andlisis de sus propiedades como problema de optimizaciéon

5. CARACTERISTICAS MATEMATICAS DEL PROBLEMA OPF

5.1. Convexidad del Problema. Un conjunto C C R" es convexo si para
cualquier z,y € C y todo A € [0, 1] se satisface:

Az +(1=MNyeC.
Un problema de optimizacién

min f(z) sa.z€C

es convexo si y sélo si f es convexa, y C es un conjunto convexo. [10]

El problema OPF completo puede cumplir el requisito de que la funcién objetivo
C;(PY) sea convexa, el problema es que la regién factible no lo es. Esto se debe a
las siguientes no convexidades fundamentales: los limites técnicos de linea dependen
de expresiones cuadréticas no convexas como V;V; y las ecuaciones nodales S; =
V(Y V) involucran multiplicacién de variables complejas. Debido a que la funcion
objetivo es cuadratica, las restricciones tambien son cuadraticas y las variables son
complejas podemos describir al problema como QCQP (Quadratically constrained
quadratic program).[1]

5.1.1.  Conjunto Factible del Problema OPF. En un problema general de optimi-
zacion

min f(z) s.a.g(x) =0, h(z) <0,

zER™
se define el conjunto factible como:

F={reR":g(x) =0, h(z) <0}.

Es decir, F agrupa todos los puntos que satisfacen exactamente las restricciones
de igualdad y desigualdad del problema. [10]
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El conjunto factible en el problema completo de OPF depende de la metodologia
que se esté utilizando, en el modelo BIM el conjunto factibla solo depende del vector
te tensiones, mientras que el el modelo BFM depende de las potencias, corrientes
y voltajes del sisteman. [1]

El conjunto factible del OPF, denotado por Fopr en el modelo BIM, esta for-
mado por

S = diag(V)Y*V*,

prin < pg < pméx,

Forr =14 (V)€ | Q™" < Q7 < Q™

(VI < G < (V)2 Vi
[Si;(V)I? < (S5™)%, W(i,5) € €.
5.2. Diferenciabilidad y Smoothness del Problema OPF. Sea f : R” — R.
La funcién f es continuamente diferenciable (en notacién C!) si existe un vector

gradiente V f(x) en todo x € dom(f) y si la aplicacién x — V f(z) es continua. [10]
De forma general, un problema de optimizacion

min f(x) s.a. g(xz) =0, h(zx) <0,

es suave si todas sus funciones f, g y h son C'. Cuando ademas poseen segundas
derivadas continuas, se dice que el problema es C?, lo cual permite definir Hessianos,
condiciones de segundo orden y aproximaciones cuadraticas.

En el caso de funciones complejas, se considera la diferenciabilidad respecto a
sus partes reales e imaginarias. Para cualquier variable compleja z = = + jy, se

define:
of _|of of
0z |0z’ 9y’
Todas las funciones que aparecen en el OPF (inyeccién de potencia, flujos de li-

nea, magnitud de tension, costos) son suaves (C°) cuando se expresan en variables
reales.

5.3. Cono Tangente y Calificacién de Restricciones. Sea F C R" un con-
junto factible y sea z* € F un punto factible. El cono tangente de F en z* se
define como:

Tr(z*) :={d € R" | 3t;, L 0, Idy — d tal que 2* +tpdy € F}.
Equivalentemente (cuando F estd descrito mediante funciones suaves)
Tr(z*)={deR": Vgi(z*)"d=0, i€ &), Vhjz*)'d<0,je A(z*)},
donde:
E(x™) :={i:gi(z") =0}, A(z*) :=={j : hj(z") = 0},
son los indices de restricciones activas de igualdad y desigualdad.[10]

Sea el vector de variables del problema de flujo éptimo de potencia (OPF), en
formulacion de inyeccién nodal (Bus Injection Model, BIM), definido como

z:=(V,8) e CY x CV,

donde V € C¥ representa el vector de tensiones nodales y S € CV el vector de
potencias complejas inyectadas en las barras.
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El conjunto factible del OPF se define mediante restricciones de igualdad que
representan el modelo eléctrico de la red y restricciones de desigualdad que imponen
los limites operativos.

Las restricciones de igualdad se expresan como

g1 (V,8) := R(S — diag(V) YV) =0,
95 (V. 8) := (S — diag(V) YV) =0,
las cuales garantizan el balance de potencia activa y reactiva en cada barra.
Las restricciones de desigualdad representan los limites operativos del sistema

eléctrico:
‘/imlng“/”gvinlax) ’L':l,...,N,

PR < R(S) < PP, i=1,...,N,

QI <S(S) < @™,  i=1,...,N.
En consecuencia, el conjunto factible del OPF queda definido como
gf (@) =0,  g(z)=0,
Vi < Vi < Ve
PRI < R(S;) < PREX, }
QI < 3(8;) < QP

Q= {x:(V,S) :

Sea z = (V,S) €  un punto factible. El cono tangente del conjunto factible §2 en
x, denotado por Tq(z), estd formado por todas las direcciones factibles de primer
orden (dV,dS) que preservan las restricciones del OPF de manera infinitesimal.
Formalmente, el cono tangente se define como

Vgl (@) (dV,dS) = 0,
To(x) = 4 (dV,dS) : Vg&(z)" (dV,dS) =0, :
Vhi(z)"(dV,dS) <0, Viec A(x)
donde A(x) denota el conjunto de restricciones de desigualdad activas en el punto

x.

Calificaciones de restricciones (CQ). Consideremos el conjunto de restricciones ac-
tivas en z*:

A(xz*) ={j : hj(z") = 0}.
Denétese por A(z) C Z el conjunto de restricciones activas en un punto factible
x € Q.

5.3.1. LICQ (Linear Independence Constraint Qualification). Se dice que la LICQ
se satisface en z si el conjunto de gradientes

{Vol(x), Vg5 (z), Vhi(z) : i€ Alz)}

es linealmente independiente.

El LICQ implica que las ecuaciones de red y las restricciones operativas acti-
vas definen localmente una intersecciéon regular, garantizando la unicidad de los
multiplicadores de Lagrange asociados.
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5.3.2. MFCQ (Mangasarian—Fromovitz Constraint Qualification). Se dice que la
MFCQ se satisface en x si:

= Los gradientes de las restricciones de igualdad
Vol (z), Vg3 (x)

son linealmente independientes;
= Existe una direccion d tal que

ng(:zc)—rd =0, Vg?(w)—rd =0,

y
Vhi(z)'d <0,  Vie Ax).
Esta condicién garantiza la existencia de una direccién factible de primer orden
que reduce simultdneamente todas las restricciones operativas activas, manteniendo
el balance de potencia.

5.3.8. CRCQ (Constant Rank Constraint Qualification). Se dice que la CRCQ se
satisface en z si, para todo subconjunto J C A(z), el rango de la matriz formada
por los gradientes

{Voi (2), Vo' (x), Vhi(x) : i€ T}

permanece constante en un entorno de x.
5.4. Lagrangiano del Problema OPF.

5.4.1.  Multiplicadores de Lagrange. Asociamos:
APUA2 e R para las igualdades g (), g2 (x),
y para las desigualdades que detallan los limites técnicos del sistemas:
pE >0, i > 0,
PR >0, B >0,
wsi; = 0, (i,5) € €.

El Lagrangiano se define como:

L(z,\,p) = +Z)\P )—i—Z)\?ng(x)

ieEN ieN
+ZMWQ v (a +ZN?°‘X V(@
6.1 S ) S
i€G i€G
+ Z ws,ij hs,ij(x).
(i.)€E

5.5. Condiciones de Optimalidad de Primer Orden (KKT). Las condicio-
nes KKT caracterizan puntos criticos del problema OPF bajo calificaciones apro-
piadas de restricciones (LICQ, MFCQ o CRCQ). Para el problema de optimizacién
las condiciones KKT consisten en la combinacion de factibilidad primal, estaciona-
riedad del Lagrangiano, factibilidad dual y complementariedad.

Consideramos el Lagrangiano (5.1) donde \; € R son multiplicadores de restric-
ciones de igualdad y p; > 0 son multiplicadores de restricciones de desigualdad.
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1. Factibilidad primal. En el AC-OPF, la factibilidad primal exige:

gi(z™) =0, i=1,...,2N,
donde
9 (x) = PY — P{ = R(V,(YV)}),

?

97 (x) = Q7 = Qf = S(Vi(YV)]),
y las desigualdades activas:

En particular:

(V)2 = Vil <0,

Vil? = (V%)% <0,

1S5 (V)P = (553%9)% <0,

prin _p9 <0, PJ— PR <.

2. Factibilidad dual. Los multiplicadores asociados a desigualdades deben satisfacer:

w; >0,
en particular:
PP >0, i >0,

P >0, pp >0,

ws,ij = 0.

3. Complementariedad. Para cada restriccién de desigualdad se debe cumplir:

py hj(x*) = 0.
En el OPF:

EP (V2 — V2
HR (Vi = (V)2
MI;—’],{'L'H(Pimin _ Eg

max g max
ppi (P — P

1
2 A\ 2
ps,ii (|95 (V)17 = (S55%)7) =
Es decir, una restriccién activa sélo puede tener multiplicador positivo y una
restriccion inactiva debe tener multiplicador cero.

)
)
)
)

4. Estacionariedad del Lagrangiano.
Vi L(x*, X, 1*) = 0.
En el caso del AC-OPF, esto implica:

oL min max
ops = CilP)) + X7 = ipi + upi =0,
a‘C Q min max

907 AL =g gy =0,

42



y para las tensiones complejas V; = V" + jV:

oL oL

8V[ - aVii -

Estas derivadas involucran:

0 . . 0
87%%()\1' Vi(YV)i),

En forma compacta:
Vy f(z¥) + Z)\fvvgi(x*) + ZN;VV}LJ'("E*) =0.
i J
En resumen, un punto (z*, \*, u*) satisface las condiciones KKT del OPF si y
soOlo si:

(i) Factibilidad primal: g;(z*) =0, h;(z*) <0,

(ii) Factibilidad dual: ,u; >0,

(iii) Complementariedad: u} h;(z*) = 0,

(iv) Estacionariedad: V,L(z*, \*, u*) = 0.

5.6. Condiciones de Optimalidad de Segundo Orden. Las condiciones KKT
de primer orden caracterizan puntos estacionarios del problema OPF, pero dado que
el problema es no convexo, no garantizan que dichos puntos sean minimos locales.
Para ello se requieren las condiciones de optimalidad de sequndo orden, basadas en
la matriz Hessiana del Lagrangiano y en el cono critico asociado a las restricciones
activas.

Definicion del Hessiano del Lagrangiano. Sea el Lagrangiano

L A1) = £(a) + 3 Nigi (@) + Y b ()

Su Hessiano respecto a las variables primales es:

v?u:[’(xv >‘7,U) = Vixf(l‘) + Z Aivfcwgi(x) + Zﬂ]vizhj(x)
i J

En el OPF, las funciones g; y h; son polinomios en las partes real e imaginaria
de V, por lo que £ es dos veces continuamente diferenciable (C?).

Cono critico. Sea x* un punto factible que satisface las condiciones KKT. Definimos
el cono critico como:

Clt) = {d :Vgi(x*)Td=0, ieN,
Vhj(z*)'d=0, jeA(z*) con 1 >0,
th(x*)Td <0, je€A(z")con N; = ()},

Podemos interpretar que C(z*) contiene las direcciones que no violan las restric-
ciones activas en primer orden

43



Condicién necesaria de sequndo orden (SONC). Siz* es un minimo local y satisface
KKT, entonces:

dTV2,L(z" N uf)d > 0, Vde @)

Esta condicién descarta maximos locales y puntos silla, pero no garantiza que el
punto sea un minimo local estricto.

Condicién suficiente de seqgundo orden (SOSC). El punto factible z* que satisface
KKT es un minimo local estricto si:

d"V2 L(x*, N\ u*)d > 0, VdeCOx*)\ {0}

Equivalentemente, el Hessiano del Lagrangiano es positivo definido en la res-
triccién del subespacio critico.

En el OPF:

f(z) € C?, gi(x) € C?, hj(x) € C?,

por lo que el Hessiano del Lagrangiano existe y es continuo.

La satisfaccién de SOSC implica que z* es un minimo local estricto y establece la
base para analisis de sensibilidad, estabilidad numérica y comportamiento asintético
de métodos de punto interior.

6. EXPLORACION DEL CONJUNTO FACTIBLE

En esta seccién se implementa un barrido masivo del flujo de potencia AC para
aproximar el conjunto factible de un sistema de 3 barras, con el objetivo de visualizar
curvaturas, fronteras y zonas sin solucion, caracteristicas tipicas de un problema no
convexo.

6.0.1. Modelo de red y matriz Ypus. Se consideran tres lineas con impedancias
complejas:
1

Zi2, Z13, Zog € C, vij =

,

A partir de las admitancias serie y;; se construye manualmente la matriz nodal:
Yous =G +JjB € (ngga
donde G = R(Yius) ¥y B = S(Yhus). Esta matriz codifica la topologia y pardmetros

eléctricos del sistema.

6.0.2. Ecuaciones de flujo de potencia (Bus Injection Model). Sea el fasor de vol-
taje en la barra i dado por V; = |V;|e’%. Las inyecciones activas y reactivas en el
modelo BIM se expresan como:

3
(6.1) Pi(V,0) = S IVillVel (Ga cos(0: — 0x) + B sin(6; — 04)),
k=1
3
(62)  Qu(V.0) = > [VillVil (G sin(6; — 04) — B cos(0: — 05)).
k=1

La barra 1 se fija como slack: |Vi]| = 1 p.u. y 6; = 0. La barra 2 se trata como
PV: se impone un voltaje |Va| = V5°' y una inyeccién activa neta P5°*. La barra 3

es PQ: se fija una demanda (Py3,Qa3), por lo que
Py = —Pgs, Q3 = —Qus-
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El vector de incégnitas se define como
r = (927935 |‘/3D7
y se resuelve el sistema no lineal de desbalances

Py(z) — P5**
F(x) = | Ps(z) + Pa3 | =0,
Q3(z) + Qas

usando un solucionador tipo Newton (funcién root de scipy.optimize).

6.0.3. Barrido masivo y criterios de factibilidad. Para aproximar el conjunto fac-
tible se realiza un barrido en dos parametros:

PgZ]v
= Un factor de carga A € [\, \] que escala las demandas.

» La generacién en la barra 2, Pys € [P,

En cada par (P2, ) se define la inyeccién neta en la barra 2 como

Py = Py — Paa(N),
y se resuelve el flujo de potencia. Si el solucionador converge, se filtra la solucién
imponiendo un umbral minimo de voltaje en la barra de carga, por ejemplo |V3| >

0,6 p.u., con el fin de evitar puntos numéricamente degenerados.
Luego se recalcula la potencia activa del slack:

Pl = Pl(Va 9)7
y la potencia reactiva generada en la barra 2 como

Qg2 = Q5" + Qa2 (M),

donde Q35°* es la inyeccién reactiva calculada por el BIM y Qg2 representa la carga
local asociada.
Finalmente se almacena cada punto factible como:

(P1, Py2, Qga, |V3|, Paz(A) + Paz(N)).

6.0.4. Visualizacion del conjunto factible. Con la nube de puntos factibles se ge-
neran cuatro visualizaciones:

1. Regién factible 3D en el espacio (P1, Py2, Qg2) coloreada por |Va|.
2. Manifold de voltaje en (Pi, P2, |V3|) coloreado por la demanda total.
3. Curvas PV superpuestas en (P; + Py, |V3])..
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Superficie de Estabilidad de Voltaje

Ficura 1. Exploracién del conjunto factible en un sistema de 3
barras P1, P2y V3

Vista Lateral: Multiples Curvas PV

1004 A\x —=- Limite V=0.9
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F1cUrA 2. Exploracion del conjunto factible en un sistema de 3
barras curvas PV
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Regidn Factible de Generacién (Color=V3)
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FicUurA 3. Exploracion del conjunto factible en un sistema de 3
barras P1, P2 y Q2

7. (CONCLUSIONES

Ante los constantes retos que conllevan los sistemas eléctricos de potencia, en
cuanto al tamafo del problema y los nuevos avances tecnoldgicos, el estudio de las
caracteristicas matematicas del problema de optimizacién de flujo de potencia sigue
siendo muy vigente para poder encontrar las soluciones optimas.

La investigacién sobre OPF cubren una diversa variedad de métodos, desde méto-
dos convencionales, a inteligencia artificial y ciencia de datos, y métodos heuristicos
lo que nos indica que es un campo en constante cambio.

En muchas ocasiones, en la practica, no es posible analizar estas propiedades
del problema, por lo que cabe resaltar que comprender estas propiedades resulta
esencial para el diseio de métodos numéricos robustos, el desarrollo de relajacio-
nes convexas y la correcta interpretaciéon de los resultados operativos en sistemas

eléctricos reales.
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EL PROBLEMA INVERSO EN UN MODELO DE
ANGIOGENESIS TUMORAL: CALCULO DE COEFICIENTE DE
QUIMIOTAXIS MEDIANTE EL USO DE REDES NEURONALES

SHEILA MEMBRENO

RESUMEN. La transiciéon de un tumor hacia la malignidad depende criticamen-
te de la angiogénesis, un proceso dominado por la quimiotaxis que es dificil de
cuantificar en la préctica clinica debido a la naturaleza estatica de las imagenes
médicas y la complejidad del problema inverso. Los métodos actuales, como la
optimizacién discreta o el aprendizaje profundo puro, presentan limitaciones
por su dependencia de mallas computacionales o la necesidad de bases de datos
masivas para el entrenamiento. Esta investigacién propone la implementacién
de Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNSs) para resolver el proble-
ma inverso en el modelo de angiogénesis de Chaplain. A diferencia de trabajos
previos centrados en modelos de reaccién-difusién, este enfoque incorpora el
término de adveccién no lineal para capturar los frentes de onda generados por
la respuesta quimiotdctica. La metodologia utiliza un enfoque libre de malla
con diferenciacién automatica y una estrategia de entrenamiento en dos etapas
(pre-entrenamiento y ajuste fino) para mitigar inestabilidades numéricas. El
objetivo principal es recuperar con precisiéon los coeficientes biolégicos especi-
ficos del paciente, en particular la sensibilidad quimiotactica (x), a partir de
datos estdaticos, proporcionando una herramienta personalizada para cuantifi-
car la agresividad vascular sin requerir grandes volimenes de datos sintéticos.
El presente trabajo consta de una investigaciéon enfocada en guiar la resolu-
cién del problema inverso en modelos de crecimiento tumoral, especificamente
el modelo de angiogénesis, utilizando redes neuronales. La motivacién principal
es superar las limitaciones de la oncologia clinica, que depende de imagenes
estaticas y carece de herramientas eficientes para inferir pardmetros biolégicos
dindmicos especificos del paciente, como el coeficiente de quimiotaxis (x).

1. INTRODUCCION

1.1. El fenémeno biolégico y el problema clinico. El crecimiento de los
tumores sélidos es un proceso que ocurre en dos etapas distintas: una fase inicial
avascular y una fase vascular agresiva. Durante la fase avascular, el tumor perma-
nece en un estado latente, limitado por la difusién de nutrientes, alcanzando apenas
unos milimetros de didmetro. [2] La transicién hacia la malignidad depende critica-
mente de la angiogénesis, un proceso mediante el cual el tumor, bajo condiciones de
hipoxia, secreta factores quimicos (TAF) que inducen a las células endoteliales de
los vasos sanguineos cercanos a migrar y proliferar, formando una nueva red capilar
que nutre al tumor. [2]

Desde una perspectiva clinica, comprender la dinamica de esta vascularizacién
es vital para predecir la agresividad del cdncer. [2] Sin embargo, en la préctica
oncoldgica, los médicos a menudo disponen tnicamente de imédgenes estaticas (como

Date: Diciembre 2025.

Key words and phrases. angiogénesis, redes neuronales, problema inverso.
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resonancias magnéticas o histologias) que muestran el estado final de la vasculatura,
sin informacién directa sobre los parametros dindamicos que guiaron su formacién,
como la velocidad de respuesta quimiotactica de las células endoteliales. [5] [6]

1.2. El modelado matematico clasico y sus limitaciones. Histéricamente,
la biologia matematica ha abordado este fenémeno mediante modelos continuos ba-
sados en ecuaciones en derivadas parciales (EDP). El trabajo de Chaplain (1996)
[2] establecié un marco robusto donde la densidad de células endoteliales se mo-
dela mediante un equilibrio entre difusién aleatoria (motilidad) y, crucialmente,
quimiotaxis (adveccién dirigida por gradientes quimicos).

Aunque estos modelos describen con éxito el problema directo (simular el cre-
cimiento dado un conjunto de pardmetros), su aplicacién clinica se ha visto obs-
taculizada por la dificultad de resolver el problema inverso: inferir los parametros
biolégicos especificos de un paciente (como el coeficiente de quimiotaxis, x) a partir
de las imégenes médicas observadas. Como seflalan Zhang et al. (2024) [3], la esti-
macién de estos parametros es un desafio debido a la escasez de datos temporales
y la naturaleza mal planteada del problema matemaético.

1.3. La inteligencia artificial en el modelado oncolégico. En afios recien-
tes, la aplicacién de técnicas de inteligencia artificial al modelado matemético en
oncologia ha abierto nuevas posibilidades para estimar las propiedades biolégicas
de los tumores a partir de imagenes médicas. En este contexto, investigaciones re-
cientes como la de Ezhov et al. (2023) [5] han propuesto sistemas de aprendizaje
profundo capaces de estimar los pardmetros de crecimiento tumoral de manera casi
instantanea. Sin embargo, este enfoque presenta una limitacion préactica considera-
ble: para funcionar correctamente, el sistema debe ser entrenado previamente con
una base de datos masiva de tumores simulados (aproximadamente 100,000 casos
sintéticos). Esto puede restringir su capacidad para adaptarse a pacientes reales que
presenten caracteristicas atipicas no contempladas en la distribuciéon de los datos
de entrenamiento.

Desde una perspectiva diferente, Balcerak et al. (2023) [6] desarrollaron el mé-
todo ODIL (Optimizing a Discrete Loss), el cual ajusta el modelo matematico
directamente a los datos del paciente mediante técnicas de optimizacién. Aunque
es una estrategia efectiva que integra restricciones fisicas, su funcionamiento sigue
dependiendo de la discretizacién del espacio anatémico en una cuadricula fija o ma-
lla de célculo, lo que puede limitar la flexibilidad numérica al tratar con geometrias
complejas o gradientes elevados.

A diferencia de las estrategias anteriores, esta investigacién propone la imple-
mentacién de Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs) para resolver
el problema inverso de la angiogénesis. Siguiendo la metodologia de entrenamiento
hibrido validada recientemente por Zhang et al. (2024) [3] para glioblastomas, es-
te enfoque ofrece una ventaja critica: es tedricamente libre de malla (mesh-free) y
utiliza diferenciacién automatica, lo que permite calcular derivadas exactas sin los
errores de truncamiento de los métodos tradicionales.

Mientras que trabajos previos (como Zhang [3] y Ezhov [5]) se centran en modelos
de reaccién-difusién puros, la angiogénesis [2] estd dominada por la quimiotazis,
un término de adveccién no lineal (V - (xnVc)). Este término introduce frentes
de onda pronunciados y comportamientos hiperbdlicos que representan un desafio
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numérico mayor. El objetivo principal de esta investigaciéon es demostrar que las
PINNs pueden recuperar con precisién el coeficiente de quimiotaxis () a partir de
datos estaticos, proporcionando una herramienta personalizada para cuantificar la
agresividad vascular de un tumor sin necesidad de bases de datos masivas previas.

2.  JUSTIFICACION

La relevancia de este estudio se establece sobre tres problemas criticos que hoy
limitan el éxito de los tratamientos oncolégicos. En primer lugar, cuestiona la prac-
tica clinica convencional de planificar radioterapias asumiendo formas geométricas
simples, las cuales a menudo fallan al no cubrir las zonas donde el tumor realmente
se estd infiltrando ([6]; [3]). En segundo lugar, busca superar la rigidez de las herra-
mientas computacionales actuales, que suelen requerir semanas de cdlculos previos
o bases de datos masivas para adaptarse a la biologia de un nuevo paciente ([5];
[3]). Finalmente, ataca un reto matemético pendiente: lograr que la inteligencia ar-
tificial aprenda a simular el movimiento dirigido de las células hacia los nutrientes
—conocido como quimiotaxis [2]—, un comportamiento mucho més complejo de
predecir que la simple expansién aleatoria utilizada en los modelos predictivos maés
recientes ([3], [6]).

El tratamiento estandar para tumores cerebrales invasivos, como el glioblastoma,
sigue dependiendo de una planificacién geométrica que aplica margenes de seguri-
dad uniformes (tipicamente 1.5 - 2 cm) alrededor de la lesién visible en resonancia
magnética (MRI) ([3], [6]). Este enfoque omite la compleja realidad biolégica del
céncer: las células no se expanden de manera uniforme en todas direcciones (iso-
trépicamente), sino que invaden el tejido siguiendo rutas anatémicas especificas
—como las fibras de la materia blanca—, impulsadas tanto por sefiales quimicas
como por presiones fisicas (gradientes quimicos y mecénicos) [6].

Investigaciones publicadas recientemente, como el estudio de Balcerak et al.
(2025) sobre una muestra de 152 pacientes, han cuantificado el fracaso de este
enfoque convencional: la recurrencia tumoral ocurre frecuentemente fuera de los
margenes estandar de radioterapia, demostrando que la infiltracién microscépica
es invisible a las técnicas de imagen actuales pero determinante para la supervi-
vencia del paciente ([6], [3]). Por tanto, existe una necesidad critica de desarrollar
herramientas computacionales capaces de predecir esta infiltracién oculta (invisible
tumor growth") basdndose en la fisica del transporte celular y no solo en la anato-
mia visible ([3]).

Para adaptar estos modelos fisicos a un contexto clinico individual, resulta in-
dispensable abordar el denominado problema inverso, el cual consiste en estimar
los pardmetros cinéticos especificos del paciente —como la difusividad, la tasa de
proliferacion y el coeficiente de quimiotaxis— a partir de una imagen estatica. No
obstante, las metodologias actualmente disponibles presentan limitaciones impor-
tantes que dificultan su adopcién en la practica clinica, entre ellas:

1. Ineficiencia de métodos probabilisticos clasicos: Aunque estos enfoques pro-
porcionan una cuantificacién robusta de la incertidumbre, revisiones recien-
tes del estado del arte, como las realizadas por Zhang et al. (2024) [3] y
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Balcerak et al. (2025) [6], sefialan que estrategias tradicionales como las Ca-
denas de Markov Monte Carlo (MCMC) son computacionalmente prohibi-
tivas para la clinica puesto que requieren resolver el problema directo miles
de veces para estimar la distribucién posterior, resultando en tiempos de
computo de dias por paciente, lo cual bloquea su integraciéon en flujos de
trabajo de radioterapia urgentes,.

2. Rigidez del Deep Learning Puro: Enfoques recientes como el de Ezhov et
al. (2023) [5] proponen redes neuronales (Learn-Morph-Infer) que aprenden
un mapeo directo de imagen a parametro. Sin embargo, su debilidad radica
en la dependencia de datos sintéticos masivos: para funcionar, requieren el
pre-entrenamiento con bases de datos de hasta 100,000 simulaciones,. Esto
conlleva un alto costo computacional y, si se desea cambiar la ecuaciéon del
modelo se debe regenerar toda la base de datos y reentrenar la red desde
cero.

3. Dependencia de Malla en Optimizacién Discreta: Aunque métodos como
ODIL (Optimizing a Discrete Loss) propuestos por Balcerak et al. [6] elimi-
nan la necesidad de grandes bases de datos, siguen atados a la discretizacion
del dominio en una grilla fija (grid-based). Esto limita la resolucién en fron-
teras irregulares complejas y dificulta el manejo de geometrias reales sin
incurrir en errores de aproximacion significativos.

Esta investigacién propone el uso de PINNs (Physics-Informed Neural Networks)
3.2 como la solucién que supera estas limitaciones simultaneas: son métodos libres
de malla (mesh-free) que permiten una resolucion continua del espacio mediante di-
ferenciacion automatica,, y no requieren bases de datos de entrenamiento masivas,
ya que aprenden la fisica especifica del paciente mediante un ajuste fino (fine-tuning)
individualizado, como han demostrado preliminarmente Zhang et al. (2024) [3].

En literatura reciente aplicada a la oncologia, correspondiente a los tltimos cinco
anos. se observa que predominan los modelos basados en dinamicas difusivas; algu-
nos trabajos incluyendo a Zhang et al. (2024) [3], Ezhov et al. (2023) [5] y Balcerak
et al. (2025) [6], fundamentan sus predicciones exclusivamente en la ecuacién de
Fisher-Kolmogorov:

?’71; =V - (DVu) + pu(l —u)
Este modelo asume que la invasién tumoral es puramente difusiva (movimiento
aleatorio). Sin embargo, la biologia fundamental de la angiogénesis establecida por
Chaplain [2] demuestra que la formacién de nueva vasculatura —el evento clave en
la progresion de un tumor hacia la malignidad— es un proceso dominado por la
quimiotazis: el movimiento dirigido de células endoteliales en respuesta a gradientes
de factores de crecimiento angiogenéticos (TAF).

Matematicamente, esto implica pasar de una ecuacién parabdlica a una ecuacién
dominada por un componente de transporte debido al término de adveccién no lineal
o quimiotaxis [2]:

-V - (xnVc)

La inclusién de este término rompe la simetria de las soluciones difusivas y genera
inestabilidades que dan lugar a proyecciones irregulares o frentes de onda pronun-
ciados, un fenémeno caracteristico de la angiogénesis que difiere de la expansién
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suave de los gliomas [2]. La captura numérica de estos gradientes advectivos re-
presenta un desafio de estabilidad superior al de los modelos puramente difusivos
utilizados actualmente en el estado del arte ([3]; [6]). Este trabajo de investiga-
cién pretende extender el formalismo PINN, validado hasta ahora principalmente
en modelos de reaccién-difusién, para incluir la dindmica advectiva propuesta por
Chaplain, contribuyendo a reducir la brecha existente entre la complejidad de los
modelos bioldégicos y las herramientas modernas de inferencia computacional.

3. FUNDAMENTOS TEORICOS Y MATEMATICOS

Este capitulo se inicia describiendo el modelo inicial de angiogénesis tumoral
planteado por Chaplain [2]. Posteriormente, establece el modelo directo (forward
model) basado en principios de conservacién de masa y la biologia del transporte
celular con el fin de derivar la formulacién especifica del problema inverso que sera
resuelto mediante redes neuronales.

3.1. Definiciones preliminares. Para garantizar la precisiéon conceptual de es-
ta investigacion, se establecen las siguientes definiciones operativas fundamentadas
en la literatura de oncologia matematica y computacional:

8.1.1.  Biologia Tumoral y Angiogénesis.

1. Glioblastoma (GBM): Se trata del tumor cerebral primario més frecuente y
agresivo (clasificado como grado IV segin la OMS). Se caracteriza por un
crecimiento infiltrativo y difuso, que invade el tejido cerebral circundante maés
alla de los margenes visibles en las imdgenes médicas, lo que dificulta signifi-
cativamente la resecciéon completa y favorece una alta tasa de recurrencia.[3];
[6].

2. Estado Metastésico: Fase avanzada del desarrollo tumoral en la que las cé-
lulas cancerosas adquieren la capacidad de invadir tejidos circundantes y
diseminarse. Para tumores sélidos, esta transicién depende criticamente de
la adquisicién de un suministro sanguineo propio a través de la vasculariza-
ci6n [2].

3. Angiogénesis Tumoral: Proceso mediante el cual un tumor estimula la forma-
ciéon de nuevos vasos sanguineos a partir de la vasculatura preexistente del
huésped. Este fendmeno constituye un paso critico en la progresién tumoral,
ya que permite al tumor superar la fase avascular latente y avanzar hacia un
crecimiento vascularizado y mas agresivo. [2].

4. Neovascularizacién: Formacién fisica de nuevos vasos capilares sanguineos
que penetran el tumor, proporcionandole microcirculaciéon y permitiendo su
rapido crecimiento [2].

5. Factor de Angiogénesis Tumoral (TAF): Sustancia quimica difusible secreta-
da por las células tumorales en el tejido circundante. Actia como un estimulo
quimiotactico que provoca que las células endoteliales de los vasos sangui-
neos vecinos degraden su membrana basal y migren hacia el tumor [2].
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3.1.2.

10.

3.1.5.

11.

12.

13.

3.1.4.

14.

3.2.

. Células Endoteliales (EC): Células que forman el revestimiento de los vasos

sanguineos. Son los agentes activos de la angiogénesis; responden al TAF
migrando y proliferando para formar nuevos brotes capilares [2].

Dindmica y Transporte Celular.

. Quimiotaxis: Movimiento dirigido de las células (en este caso, endoteliales)

en respuesta a un gradiente de concentracion quimica. A diferencia de la
difusién, implica una migracién orientada hacia la fuente del estimulo [2].

. Sensibilidad Quimiotéctica (x):pardmetro que mide el grado de respuesta de

las células frente a los gradientes quimicos presentes en el entorno. Valores
elevados de x indican una migracién celular mas intensa y dirigida hacia las
sefiales angiogénicas [2].

. Difusividad (D): Medida de la motilidad celular aleatoria de a través del

tejido. [3].

Difusion Anisotrépica: propiedad del movimiento celular en la que la disper-
sién no es uniforme en todas las direcciones, sino que se ve condicionada por
la estructura anatémica del tejido [3]

Modelado Matemdtico y Computacional.

Sistemas de Reaccién-Difusién-Adveccion: Ecuaciones Diferenciales Parcia-
les (EDP) que modelan la densidad celular combinando reaccién (prolifera-
ci6n), difusién (movimiento aleatorio) y adveccién (movimiento dirigido por
quimiotaxis). [2].

Problema Inverso: Proceso matematico de recuperar los parametros desco-
nocidos del modelo de crecimiento (como tasas de proliferacién o difusién)
a partir de las imdgenes médicas observadas, minimizando la discrepancia
entre la simulacién y los datos clinicos [7].

PINNs (Physics-Informed Neural Networks): Marco de aprendizaje profundo
que incorpora las leyes fisicas (EDPs) directamente en la funcién de pérdida
de la red neuronal, permitiendo resolver problemas inversos sin necesidad de
mallas complejas [3]

Imagenologia y Clinica.
Resonancias Magnéticas Estructurales (MRI): Imagenes médicas utilizadas
para visualizar la anatomia. Se utilizan principalmente las modalidades T'1Gd

(ntcleo tumoral activo) y FLAIR (edema e infiltracién), las cuales sirven
como condiciones iniciales y datos de validacién para el modelo [3].

Redes Neuronales. Las PINNs (Physics-Informed Neural Networks, por

sus siglas en inglés), traducidas al espanol como Redes Neuronales Informadas por
la Fisica, constituyen un enfoque de aprendizaje profundo orientado a la resolucién
de problemas gobernados por ecuaciones diferenciales.
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Originalmente formalizadas por Raissi, Perdikaris y Karniadakis (2019) [4], las
Physics-Informed Neural Networks (PINNs) constituyen un cambio de paradigma
en la computacién cientifica. En lugar de recurrir a una discretizacién espacial
mediante mallas para aproximar la solucién, este enfoque emplea una red neuronal
profunda como aproximador universal de funciones, la cual se entrena para ajustar
simultdneamente los datos observados y cumplir las leyes fisicas gobernantes del
sistema.

En este marco, se define dicha red neuronal profunda para aproximar la solucién
del problema, denotada como ugy(x, t), donde 6 representa el conjunto de pardmetros
entrenables de la red (pesos y sesgos), x € R? corresponde al vector de coordenadas
espaciales y t denota la variable temporal. La red neuronal define asi un mapeo
continuo:

(X,t) Red Neuronal ’U,Q(X,t)
que actiia como un aproximador funcional de la solucién desconocida de la ecua-
cién gobernante.

La caracteristica distintiva de las Physics-Informed Neural Networks reside en su
capacidad para calcular las derivadas parciales de la salida ug respecto a sus varia-
bles de entrada — en particular %, Vu, V2u — mediante diferenciacion automdtica
(AD). A diferencia de los esquemas de diferenciacién numérica, que introducen erro-
res de truncamiento, y de la diferenciacién simbélica, cuyo costo crece rapidamente
con la complejidad de la expresién, la AD evalia estas derivadas de forma exacta
hasta precision de méaquina, aplicando sistematicamente la regla de la cadena a
través de las capas de la red durante el proceso de retropropagacién (backpropaga-
tion). Esta propiedad permite evaluar el residuo de la ecuacién diferencial parcial
(EDP) en cualquier punto del dominio espacio-temporal continuo, sin recurrir a
una discretizacion basada en mallas, lo que confiere al método un caracter libre
de malla (mesh-free) y una notable flexibilidad para tratar dominios de geometria
compleja. [4]

El entrenamiento de la red neuronal se plantea como un problema de optimi-
zacion no lineal, cuyo objetivo consiste en determinar el conjunto 6ptimo de para-
metros 0* que minimizan una funciéon de pérdida compuesta L;q;. Considerando
[3], dicha funcién de pérdida combina de manera explicita la fidelidad a los datos
médicos observados con el cumplimiento de las leyes fisicas que gobiernan el proceso
de angiogénesis. En particular, se define como

(31) »Ctotal (0) = »CPDE + wdata['data + Ereg
donde
= Lppg : pérdida fisica residual o residual de la EDP.
= Lyata : pérdida de datos o data fidelity.
= Lyeg : término de regularizacién, mitiga los efectos del ruido presente en los
datos.

® Wyata © coeficiente de ponderacion, equilibra la afluencia de la informacién
clinica observada frente a las restricciones fisicas impuestas por la EDP.

3.3. El Modelo Original de Angiogénesis. La base tedrica de este trabajo
se sustenta en el modelo continuo de Chaplain, quien describié mateméticamente
la transicién de un tumor desde su fase avascular (latente) hacia su fase vascular
(agresiva); describid la angiogénesis no solo como una expansién difusiva, sino como

55



un proceso dominado por la migracién dirigida hacia el tumor. El fenémeno central
modelado es la respuesta de las células endoteliales (EC) a los factores quimicos se-
cretados por el tumor, conocidos como Factores de Angiogénesis Tumoral (TAF) [2].

El modelo original plantea un sistema acoplado de ecuaciones en derivadas par-
ciales (EDP) que describen la interaccién entre la densidad de células endoteliales,
denotada como n(x,t), y la concentracién del factor angiogénico, ¢(x, t).

3.3.1.  FEcuacion de Conservacion Celular. La migracion de las células endoteliales
se modela mediante una ecuaciéon de conservacion de masa:

(3.2) g—?—I—V-Jn:f(mc)

Segun Chaplain, el flujo celular total J,, se interpreta como el resultado de la
interaccién entre dos mecanismos fundamentales de transporte:

1. Motilidad Aleatoria (Difusién): Describe el movimiento de las células en
ausencia de estimulos, modelado por la ley de Fick

(3.3) Jdif = —DnVn

2. Quimiotaxis (Adveccién): Describe el movimiento dirigido de las células en
respuesta al gradiente quimico del TAF. Este es el término crucial que distin-
gue la angiogénesis de los procesos puramente difusivos de invasién tumoral.
Matemaéaticamente se expresa como

(3.4) Jquim = nx(c)Ve

, donde x(c) es la funcién de sensibilidad quimiotactica [2].

Sustituyendo los flujos 3.4 y 3.3 en 3.2e incluyendo un término de proliferacion
logistica (crecimiento limitado por nutrientes), se obtiene la ecuacién gobernante
que describe la dindmica de las células endoteliales

on
3.5 — =D, V’n—-V. Ve)+ pn(1 —
(3.5) 5 n (xonVe) + pn(1 —n)

Difusién Quimiotaxis Proliferacion

Donde [2] asume una sensibilidad quimiotactica constante xo para simplificar el
analisis de estabilidad.

3.3.2.  Ecuacidn del Factor Quimico (TAF). El modelo original también contem-
pla la dindmica del factor quimico ¢, el cual difunde desde el tumor hacia el tejido
circundante, experimenta un decaimiento natural y es consumido por las células
endoteliales; dicho comportamiento se describe mediante la ecuacién:

Oc 9
(3.6) 5 = D.V<c— Xe — fBnc

3.6 es una ecuacién de reaccién-difusién que describe la conservacién de masa
del factor de angiogénesis tumoral (TAF) en el tejido, donde:

= ¢ = ¢(x,1): concentracién del Factor de Angiogénesis Tumoral (TAF). Es la
sustancia quimica segregada por el tumor que difunde hacia el tejido sano
circundante y actiia como sefial para la migracién a los vasos sanguineos.
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= D,.: coeficiente de difusién del TAF. Este parametro fisico mide la rapidez
con la que el quimico se dispersa aleatoriamente a través de la matriz ex-
tracelular. Este valor (D.) es tipicamente varios 6rdenes de magnitud mayor
que el coeficiente de difusion celular (D,,), lo que nos permite asumir mas
tarde que el quimico llega al equilibrio muy rapido.

= )\: tasa de decaimiento natural o degradacion del quimico. E1 TAF no es una
sustancia permanente en el tejido y experimenta procesos de degradacion
que siguen una cinética de primer orden.

= [:coeficiente de consumo o absorcion. Representa la tasa a la cual el quimico
es metabolizado, internalizado o degradado especificamente por la interac-
cién con las células endoteliales.

3.4. El problema inverso. En la practica clinica, para individualizar el modelo
de angiogénesis resulta necesario estimar los valores de los coeficientes biolégicos
especificos de cada paciente, los cuales no pueden medirse directamente en el pa-
ciente. Desde el punto de vista matematico, esta tarea se formula naturalmente
como un problema inverso.

Siguiendo la formulacién fundamental propuesta en [7], el problema inverso
se plantea como un problema de estimacién de pardmetros guiada por iméagenes
(image-driven parameter estimation). El objetivo consiste en determinar el con-
junto de parametros del modelo que minimiza la discrepancia entre la solucién
numérica de la ecuacién diferencial parcial (EDP) y la evidencia clinica extraida de
las imagenes médicas del paciente.

3.4.1.  Definicion. Sea M(x,t;A) el operador del modelo directo (la solucién de la
EDP para una configuraciéon de pardmetros dada) y sea uqps(x) la distribucién de
densidad celular o intensidad derivada de la imagen MRI del paciente en el tiempo
tscan-

De acuerdo con el marco de optimizacion restringida por ecuaciones diferenciales
parciales (EDPs) propuesto por Hogea et al. (2008) [7], se busca determinar el vector
6ptimo de pardmetros A* = {D, x, p} tal que:

(3.7) A" =arg mAin T (U, uops) + R(A)

sujeto a que la variable de estado u satisfaga la ecuacién gobernante correspon-
diente, donde:
= J representa el funcional de costo (o funcién de pérdida) que cuantifica la
diferencia entre la solucién simulada u y la observacién clinica wps-
= R(A) corresponde a un término de regularizacién (como la norma de Tikho-
nov) introducido frecuentemente con el fin de estabilizar la solucién frente a
la presencia de ruido en las imagenes y la posible no unicidad inherente al
problema inverso.

3.4.2.  El desafio del planteamiento mal condicionado. En [7] se identificé que este
problema inverso es inherentemente mal planteado, principalmente debido a la limi-
tada disponibilidad de informacién (datos) temporales y la naturaleza difusa de los
bordes tumorales en las imagenes médicas. En particular, distintas combinaciones
de difusién (D) y proliferacién (p) pueden resultar en configuraciones (geometrias)
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tumorales finales practicamente indistinguibles cuando tnicamente se dispone de
una imagen estatica.

Tradicionalmente, este tipo de problemas se ha abordado mediante métodos ite-
rativos basado en gradientes, tales como el método del lagrangiano aumentado o el
método adjunto, los cuales requieren un alto costo computacional. En este trabajo,
se propone explorar una alternativa basada en redes neuronales: Physics-Informed
Neural Networks (PINNs), las cuales incorporan de manera simultdnea la minimiza-
cién del funcional J y la imposiciéon de la EDP como restriccion dentro del proceso
de entrenamiento de la red neuronal, ofreciendo una via computacionalmente mas
eficiente para abordar las dificultades sefialadas originalmente en [7].

3.5. Formulacién del Problema Inverso. Para la aplicacién clinica mediante
PINNSs, el modelo descrito en la seccién 3.3 se adapta al contexto de la oncologia
moderna [3] de la siguiente forma:

3.5.1.  Simplificacion del campo quimico. Dado que en el problema inverso de inte-
rés clinico se dispone inicamente de una imagen estatica correspondiente al tiempo
fina (tend), y no de la evolucién temporal del campo quimico,se adopta la apro-
ximacién de estado estacionario sugerida por Chaplain [2].Bajo esta hipdtesis, se
asume que el gradiente de nutrientes o factores angiogénicos (Ve) sté esencialmen-
te determinado por la geometria tumoral observable en las imagenes de resonancia
magnética. En consecuencia, el campo ¢(x) se modela como un campo escalar fijo,
ya sea conocido o inferido a partir de la informaciéon geométrica, lo que permite
reducir el sistema acoplado a una tnica ecuacién que describe la dindmica de la
densidad celular.

8.5.2.  FEcuacion Objetivo Adimensionalizada. Se introduce la densidad celular nor-
malizada u(x,t), equivalente a la variable n empleada en el modelo original de
Chaplain descrito en 3.3. Con el objetivo de favorecer la estabilidad numérica y la
convergencia del entrenamiento de la red neuronal, la ecuacion se adimensionaliza
utilizando los pardmetros caracteristicos propuestos en [3], a saber, una longitud
caracteristica L y coeficientes de referencia D, p. Bajo estas consideraciones, la
ecuacién gobernante que serd resuelta mediante la PINN toma la forma:

0
(3.8) aiz =V (DVu) — V- (xuVe) + pu(l — u)
En esta formulacién, el conjunto de pardmetros a recuperar, A = {D,x, p},

representan propiedades bioldgicas especificas del paciente:

= D: motilidad celular invasiva, modelada mediante un coeficiente de difusién
efectivo;

= y: coeficiente de quimiotaxis, intensidad de la respuesta quimiotéctica, aso-
ciada a la migraciéon inducida por gradientes angiogénicos.

= p: tasa neta de proliferacion celular.

Esta formulacién conserva los mecanismos fisicos asociados al transporte advec-
tivo, incluidos los patrones tipo frentes de onda descritos por Chaplain en 3.3, al
tiempo que reduce la complejidad del modelo lo suficiente como para hacer viable
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la recuperacion de pardmetros en escenarios clinicos caracterizados por una dispo-
nibilidad limitada de datos.

3.6. Aplicacién de Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs).
Las metodologias tradicionales para la resoluciéon de problemas inversos en oncolo-
gia, —como los enfoques basados en elementos finitos acoplados a esquemas de op-
timizacién bayesiana— presentan limitaciones significativas asociadas al alto costo
computacional y a la construccién de mallas en dominios con geometrias complejas.
Con el objetivo de abordar estas dificultades, en esta tesis se explora la implemen-
tacién del marco de las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs) como
una alternativa metodoldgica.

8.6.1. Formulacion de la Funcion de Pérdida Compuesta. Segun 3.1, en conjunto,
los términos LPDE, Ldata y Lyee definen una funcién de pérdida compuesta que
permite entrenar simultdneamente la red neuronal y estimar los parametros fisicos
del modelo, integrando de manera coherente la informacién clinica disponible con
las restricciones impuestas por la dindmica de la angiogénesis.

1. Lppg : Pérdida Fisica (Residual de la EDP): Se evalda en un conjunto de
puntos de colocacién N, muestreados aleatoriamente en el dominio espacio-
temporal. La contribucién correspondiente a la funcién de pérdida se define
como:

N,
1 &

Lppr = A g ||]:[U9(Xi7ti);AH|2
" i=1

Donde F, denota el operador residual asociado al modelo de adveccién—difusién
con proliferacién, dado explicitamente por derivado del modelo de adveccién-
difusion, es:
ou

Flu] = i V- (DVu)+ V- (xuVe) — pu(l — u)
Es importante destacar que, en este enfoque, los parametros fisicos del mode-
lo A ={D, x, p} se consideran variables entrenables, las cuales se ajustan de
manera simultanea con los parametros de la red neuronal durante el proceso
de optimizacién.

2. Lgata: término de fidelidad a los datos (Data Fidelity). Este término pena-
liza la discrepancia entre la prediccién de la red y la segmentacion tumoral
observada en la imagen MRI (yseq) en el tiempo del diagnoéstico tseqn. La
contribucion asociada se define como:

Naat

1 2
Liata = N Z ||H(u9(xjvtscan)) - yseg(xj)”
dat J=1

Aqui, H(-) es una funcién umbral diferenciable que conecta la densidad ce-
lular continua con la segmentacion binaria empleada en la practica clinica.

8.6.2. FEstrategia de Entrenamiento: Pre-entrenamiento y Ajuste Fino. La optimi-
zacion de PINNs en el contexto de problemas inversos oncoldgicos puede presentar
inestabilidades numéricas, principalmente debido a la limitada disponibilidad de in-
formacién temporal, usualmente restringida a una tinica imagen clinica. Con el fin
de favorecer la convergencia del proceso de entrenamiento, en este trabajo se adopta
la estrategia de optimizacién en dos etapas propuesta por Zhang et al. (2024) [?],
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la cual contribuye a reducir el riesgo de converger hacia minimos locales carentes
de interpretaciéon bioldgica:
1. Pre-entrenamiento (Warm Start): En una primera etapa, la red neuronal se
entrena para aproximar una soluciéon de referencia o solucién caracteristica
u. Dicha solucién se obtiene mediante una simulacién numérica empleando
valores promedio de los parametros biolégicos, estimados a través de una
btisqueda en grilla de bajo costo computacional sobre una geometria simpli-
ficada. Este procedimiento permite inicializar los parametros de la red 6 con
una configuracion que ya captura las caracteristicas espaciales esenciales de
un tumor, en lugar de partir de una inicializacion aleatoria, favoreciendo asi
una convergencia mas estable del proceso de entrenamiento posterior.

2. En una segunda etapa, la red neuronal se entrena utilizando los datos espe-
cificos del paciente, correspondientes a la imagen de resonancia magnética
real. En esta fase, los parametros fisicos del modelo A se liberan y se esti-
man conjuntamente con los parametros de la red, permitiendo que la soluciéon
aprendida se adapte a la dinamica particular del caso clinico y capture de
manera mas precisa la fisica subyacente del proceso.

En conjunto, esta estrategia de entrenamiento en dos etapas permite mejorar la
estabilidad del proceso de optimizacién y favorecer la identificacién de pardmetros
biolégicamente plausibles, al aprovechar una inicializacion informada por el mode-
lo y refinar posteriormente la solucién con los datos clinicos especificos del paciente.

4. METODOLOGIA DE IMPLEMENTACION Y VALIDACION

Este capitulo describe el flujo de trabajo computacional (workflow) desarrollado
para abordar el problema inverso, iguiendo la arquitectura propuesta por Zhang et
al. (2024) [3] y las métricas de evaluaciéon empleadas por Balcerak et al. (2025) [6].
La metodologia se organiza en dos fases complementarias: una validacién controlada
mediante datos sintéticos (in silico), orientada a verificar la robustez numérica del
enfoque, y una aplicaciéon a datos clinicos retrospectivos, destinada a evaluar su
relevancia y potencial utilidad médica.

4.1. Generacién de datos sintéticos (Ground Truth). Estos datos se ob-
tienen mediante la simulacién directa del modelo matematico con parametros co-
nocidos, incorporando posteriormente perturbaciones que emulan la incertidumbre
presente en las imagenes clinicas reales.

Este enfoque permite validar el desempeno de la PINN en la recuperacion de
pardmetros antes de su aplicacién a datos clinicos reales.

4.2. Flujo de procesamiento de datos clinicos. El procesamiento se organiza
en tres etapas fundamentales, orientadas a la definicién de la geometria del dominio,
la caracterizacion de la difusividad del tejido y la construccion del gradiente quimico
que guia el transporte:

1. Registro y definicién del tensor de difusiéon. Esta etapa permite establecer
una correspondencia anatémica consistente y definir propiedades de difusién
espacialmente variables del tejido
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2. Representacién del Dominio Difuso : para gestionar la compleja geometria
del borde del tumor dentro del marco de las PINNs sin necesidad de generar
mallas conformes.

3. Construccién del Campo Angiogénico (TAF): el modelo de requiere la exis-
tencia de un campo de concentracién quimica c¢(x) que guie la adveccion.
Dado que la concentraciéon de TAF no es visible directamente en MRI, la
aproximaremos basandonos en la fisiologia tumoral descrita por Chaplain,
asume que el nicleo tumoral actia como la fuente constante de factores
angiogénicos.

4.3. Estrategia de Entrenamiento en Tres Etapas. Dado que el problema
inverso considerado es altamente no convexo, un entrenamiento directo de la red
neuronal puede resultar inestable o conducir a la convergencia hacia minimos loca-
les triviales. Con el fin de mitigar estas dificultades, el procedimiento se inicia con
la siguiente etapa:

Estimacion de pardmetros caracteristicos (grid search). Se realiza una busqueda
rapida en malla para obtener estimaciones aproximadas de los coeficientes de difu-
sién y proliferacion que reproduzcan un tumor con un radio maximo comparable al
observado en el paciente. Este paso proporciona un conjunto inicial de pardmetros
Ay, el cual sirve como punto de partida razonable para el entrenamiento posterior.

A continuacién, se implementa la estrategia de entrenamiento en dos etapas
descrita en la Secciéon 3.6.2.

4.4. Meétricas de Evaluacién. La calidad de la solucién se cuantificara utili-
zando métricas estandar en oncologia computacional [6]:

= Coeficiente DICE: Mide la superposicién volumétrica entre la segmentacién
tumoral predicha por el modelo y la segmentacion real del médico.

= Error Relativo de Pardmetros (Ex):** En los casos sintéticos, se calcula:
|Aprea — Acr|l/[|Acrl-
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