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Método de Elementos Finitos Multiescala Generalizado(GMsFEM) aplicado a
flujo en medios porosos

Resumen

En esta tesis se estudia y aplica el Método Generalizado de Elementos Finitos Multies-
cala (GMsFEM) para la resolucion de la ecuacion de Darcy en medios porosos heterogéneos.
Esta investigacion se enmarca dentro de los métodos multiescala, los cuales permiten
representar los efectos sobre la solucion de heterogeneidades y variaciones locales del medio
sin recurrir a la solucion de sistemas lineales grandes generados por las discretizaciones
finas globales los cuales requieren de un alto costo computacional para su solucion.

En el marco del desarrollo tebérico y computacional, se presentan fundamentos del
método de elementos finitos clasico, entre los que se encuentran formulaciones variacionales,
herramientas de anélisis funcional e implementaciones en Julia para problemas en una y
tres dimensiones. Luego, se desarrolla el método GMsFEM mediante la construccion de
funciones base multiescala obtenidas a partir de problemas espectrales locales definidos
sobre vecindades de una malla gruesa.

Para analizar el desempeno del método, se considera inicialmente un campo de permea-
bilidad heterogéneo sintético generado aleatoriamente, con el fin de estudiar la sensibilidad
del error respecto al numero de funciones base adicionales por vecindad. Posteriormente,
el método se aplica al benchmark internacional SPE10, especificamente en la capa 85,
caracterizada por presentar altos contrastes y heterogeneidades complejas en el coeficiente
de permeabilidad. En ambos casos se considera la ecuacion de Darcy estacionaria con
condiciones de contorno mixtas y término fuente nulo.

Ademas, se presenta un estudio complementario de una variante del método GMsFEM
sin malla, basada en la construcciéon de vecindades locales y funciones base multiescala a
partir de nubes de puntos. Este enfoque permite extender la metodologia multiescala a
dominios donde la generacién de mallas estructuradas resulta compleja.

Los resultados numéricos muestran que los errores relativos en norma L? y norma
energia disminuyen al incrementar el nimero de funciones base adicionales, evidenciando
la convergencia del método hacia la solucién de referencia de malla fina. Se observa
que el intervalo m € [12,24] proporciona un balance adecuado entre precision y costo
computacional, mientras que valores mayores producen errores menores a expensas de
mayores tiempos de ejecucion.

Finalmente, la implementacion desarrollada en Julia demuestra la eficiencia del lenguaje
para la simulacién numérica de problemas multiescala y verifica la capacidad del método
GMsFEM para aproximar flujos en medios porosos altamente heterogéneos.

Palabras clave: GMsFEM, métodos multiescala, ecuacion de Darcy, medios porosos,
Julia, SPE10, simulacién numérica.
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Generalized Multiscale Finite Element Method (GMsFEM) applied to flow in
porous media

Abstract

In this thesis, the Generalized Multiscale Finite Element Method (GMsFEM) is studied
and applied to the numerical solution of the Darcy equation in heterogeneous porous
media. This research is framed within multiscale methods, which allow the representation
of the effects of heterogeneities and local variations of the medium on the solution without
resorting to the solution of large linear systems generated by global fine-scale discretizations,
whose resolution involves a high computational cost.

Within the theoretical and computational framework, the foundations of the classi-
cal finite element method are presented, including variational formulations, tools from
functional analysis, and Julia implementations for one- and three-dimensional problems.
Subsequently, the GMsFEM is developed through the construction of multiscale basis
functions obtained from local spectral problems defined over neighborhoods of a coarse
mesh.

To analyze the performance of the method, a synthetic heterogeneous permeability
field generated randomly is initially considered in order to study the sensitivity of the error
with respect to the number of additional basis functions per neighborhood. Afterwards, the
method is applied to the international SPE10 benchmark, specifically to layer 85, which is
characterized by high contrasts and complex heterogeneities in the permeability coefficient.
In both cases, the stationary Darcy equation with mixed boundary conditions and zero
source term is considered.

In addition, a complementary study of a meshfree variant of the GMsFEM is presented,
based on the construction of local neighborhoods and multiscale basis functions from point
clouds. This approach makes it possible to extend the multiscale methodology to domains
where the generation of structured meshes is difficult.

The numerical results show that the relative errors in the L? norm and energy norm
decrease as the number of additional basis functions increases, demonstrating the con-
vergence of the method toward the fine-scale reference solution. It is observed that the
interval m € [12, 24] provides a suitable balance between accuracy and computational cost,
whereas larger values produce smaller errors at the expense of higher execution times.

Keywords: GMsFEM, multiscale methods, Darcy equation, porous media, Julia, SPE10,
numerical simulation.
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Capitulo 1

Introduccion

La simulacion de flujos en medios porosos heterogéneos constituye un problema funda-
mental en diversas areas de la ingenieria y las ciencias aplicadas, tales como la hidrogeologia,
la ingenierfa de yacimientos y la transferencia de calor. Estos fenémenos suelen modelarse
mediante ecuaciones diferenciales parciales de tipo eliptico, en las cuales los coeficientes
presentan variaciones significativas a lo largo de multiples escalas espaciales. En particular,
la ecuacion de Darcy estacionaria puede formularse matematicamente como una ecuacion

eliptica de difusion, se escribe como
~V - (k(z)Vu(z)) = f(z) en Q C R?

u=gpenlp, (kVu)-n=gyenTly,

donde k(z) representa el coeficiente de permeabilidad del medio, u la presion del fluido,
f un término fuente y las condiciones de contorno pueden ser de Dirichlet o Neumann.
En medios altamente heterogéneos, x(x) varia dréasticamente en el espacio, lo que induce
oscilaciones locales en la solucion u que no pueden resolverse si no se construyen mallas

suficientemente finas [111|12].

Los métodos estandar de elementos finitos (FEM) proporcionan una aproximacion
robusta para este tipo de problemas [18,21]; sin embargo, su desempeno se deteriora
significativamente en presencia de coeficientes con altos contrastes. En tales situaciones, es
necesario recurrir a mallas localmente refinadas que permitan capturar adecuadamente las
variaciones de k(z). Este refinamiento conduce a un incremento sustancial en el nimero de
grados de libertad del sistema y en el nimero de condicién de la matriz del sistema lineal

resultante, y en consecuencia, a un aumento considerable del costo computacional |7].

Para superar esta limitacion, se han desarrollado métodos multiescala que incorporan

informacion local del medio en funciones base enriquecidas. El Método de Elementos Finitos
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Multiescala (MsFEM) propone resolver problemas locales en cada celda de una malla

gruesa con el fin de construir funciones base adaptadas al campo de permeabilidad [17].
Posteriormente, el Método Generalizado de Elementos Finitos Multiescala (GMsFEM)

extiende esta idea mediante la construcciéon sistematica de funciones base enriquecidas a

partir de problemas espectrales locales de la forma

Aip = ASi¢,

donde A; y S; representan, respectivamente, las matrices locales de rigidez y de masa
asociadas a cada vecindad gruesa w;. La seleccion de los autovalores mas pequenos A y
sus autofunciones asociadas ¢ permite capturar de manera eficiente las oscilaciones y
variaciones de la soluciéon inducidas por las heterogeneidades del medio poroso. De esta
forma, se construye un espacio multiescala enriquecido que mejora significativamente el
desemperio global del método [1,8]. Recientemente, se desarrolld un trabajo derivado de
esta tesis de maestria relacionado con métodos de elementos finitos y aproximaciones
multiescala para ecuaciones diferenciales parciales, en el que se estudiaron el método de
elementos finitos clasico, el método multiescala de elementos finitos y el método multiescala
generalizado de elementos finitos. Dicho trabajo fue realizado en colaboraciéon con Angie
Daniela Forero Laiton y Yessica Vanessa Trujillo Ladino de la Universidad Nacional de
Colombia, sede Bogotéa, Colombia y fue aceptado para publicacion en [20]. En esta tesis
de maestria se estudian aspectos importantes del método de elementos finitos clasico,
incluyendo su formulacion tedrica y su implementacion computacional detallada con
propositos pedagogicos en Julia.

El enfoque principal de esta tesis de maestria se centra en los métodos multiescala, en
particular en el método GMsFEM. Se analizan diferentes aspectos de este método en dos
variantes: una formulaciéon basada en malla gruesa, que sera estudiada en detalle, y una
formulacion sin malla gruesa, que seréa abordada de manera mas general. Para cada una
de estas variantes se presentan aplicaciones representativas cuyos desarrollos completos
se encuentran en trabajos previamente publicados. En particular, en [22|, desarrollado
por Djulustan Nikiforov, Leonardo A. Poveda, Dmitry Ammosov, Yesy Sarmiento y

Juan Galvis, se estudia una formulaciéon meshfree del método GMsFEM para problemas
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parabolicos multiescala. Asimismo, como continuaciéon de esta colaboracion, en [23| se
presenta una extension tridimensional del enfoque meshfree para problemas multiescala de
adveccion—difusion.

En el caso de la formulacion con malla gruesa se presentaran aspectos de implementacion
y experimentos numéricos. Para ilustrar el comportamiento del método, se estudia su
desempeno en un medio heterogéneo sintético generado de manera aleatoria mediante la

funcién rand, definido como

m(xi, yj) =1 + 104 fij, fij ~ U(O, 1),

con el objetivo de analizar la sensibilidad del error con respecto al nimero de funciones
base adicionales m. Posteriormente, el método se aplica al benchmark SPE10, capa 85, el
cual constituye un estandar internacional para la validaciéon de esquemas numéricos en

simulaciones de flujo en medios porosos |7.[9].

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se
presentan algunos fundamentos de analisis funcional y formulacién variacional necesarios
para el desarrollo tedrico del trabajo. En el Capitulo 3 se estudia el método de elementos
finitos en una dimensién, incluyendo implementaciones didécticas en Julia utilizando

funciones base de grado 1 y grado 2.

En el Capitulo 4 se desarrolla el método de elementos finitos en dos dimensiones.
Posteriormente, en el Capitulo 5 se introduce el uso de Gridap para la implementacion

computacional en Julia de un problema tridimensional.

En el Capitulo 6 se presenta el método generalizado de elementos finitos multiescala
(GMsFEM) utilizando una malla gruesa estructurada, incluyendo la construccion de
funciones base multiescala y la formulaciéon variacional correspondiente. En el Capitulo 7

se presentan diversos experimentos numéricos y casos de validacion.

Finalmente, en el Capitulo 8 se presentan estudios adicionales relacionados con una
variante del método GMsFEM sin malla gruesa, basada en una construccion meshfree
mediante vecindades locales y funciones base multiescala. Por ultimo, se incluyen las con-

clusiones generales del trabajo, la bibliografia y un apéndice con algunas implementaciones

3



CAPITULO 1. INTRODUCCION

computacionales utilizadas durante el desarrollo de la tesis.

En este contexto se presentan las principales contribuciones de esta tesis:

» La formulacion e implementacion computacional del método GMsFEM para proble-
mas de flujo en medios porosos heterogéneos utilizando Julia, asi como el anélisis
numeérico del comportamiento del error relativo respecto al nimero de funciones base

multiescala adicionales por vecindad.

= La validacion del método sobre medios heterogéneos sintéticos y sobre el benchmark

internacional SPE10, caracterizado por altos contrastes de permeabilidad.

= El estudio comparativo entre soluciones de malla fina y aproximaciones multiescala,
analizando la capacidad del método para reducir grados de libertad manteniendo

una adecuada precisiéon numeérica.

» La presentacion de una variante meshfree del método GMsFEM, basada en vecindades

locales y funciones base multiescala construidas a partir de nubes de puntos.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Estudiar e implementar el Método Generalizado de Elementos Finitos Multiescala
(GMSFEM) para la aproximacion numérica de la ecuacion de Darcy en medios porosos
heterogéneos, analizando el comportamiento del error con respecto al enriquecimiento del
espacio multiescala y validando su desempeno mediante problemas representativos con

altos contrastes en el coeficiente de permeabilidad.

1.1.2. Objetivos especificos

1. Estudiar los fundamentos matematicos del método de elementos finitos clasico, inclu-
yendo su formulacion variacional y las herramientas de analisis funcional necesarias

para el desarrollo del método GMsFEM.

4



CAPITULO 1. INTRODUCCION

2. Construir las funciones base multiescala mediante la resoluciéon de problemas espec-

trales locales asociados a una malla gruesa.

3. Implementar el método GMsSFEM en el lenguaje de programacion Julia para la

resolucion de la ecuacion de Darcy en medios porosos heterogéneos.

4. Analizar la influencia del nimero de funciones base multiescala adicionales sobre
la precision de la aproximacion y el costo computacional del método mediante el

estudio de los errores relativos.

5. Validar el método mediante experimentos numéricos sobre un medio heterogéneo

sintético y sobre el benchmark internacional SPE10.



Capitulo 2

Fundamentos

Antes de comenzar el estudio del problema principal de este trabajo, es necesario
introducir algunas herramientas fundamentales del analisis funcional que permitirdn
establecer la formulaciéon variacional de las ecuaciones diferenciales parciales, asi como
garantizar propiedades clave como existencia, unicidad y estabilidad de la solucion. La

presentacion que sigue se basa principalmente en [5].

2.1. Espacios normados y espacios de Banach

En esta seccion se introducen los conceptos bésicos de espacios normados y espacios
de Banach, fundamentales para el analisis funcional y el desarrollo teérico del presente

trabajo.

Definiciéon 2.1 (Espacio normado [19]). Sea X un espacio vectorial (real o complejo).
Una norma en X es una aplicacion || - || : X — R tal que, para todo x,y € X y todo escalar

«, se cumplen:
(N1) [lz]| =0,
(N2) ||z|| =0 <= x =0,
(N3) lJox|| = |af [|=]],
(N4) Nz +yll < =]l + [lyll-
El par (X, || - ||) se denomina espacio normado.

Un concepto importante que se deriva del concepto anterior es el de completitud en
espacios normados. Un espacio lineal normado (X, || - ||) se denomina espacio de Banach
si es completo respecto a la métrica inducida por la norma, es decir, si toda sucesion de

Cauchy en X converge a un elemento de X, [5].

6



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

2.2. Funcionales

Con el objetivo de establecer el marco funcional adecuado para la formulacion varia-
cional de los problemas en derivadas parciales, se introduce a continuacién un concepto
fundamental del analisis funcional, tales como los funcionales lineales. Este concepto es
esencial para el estudio de existencia y unicidad de soluciones en espacios de Sobolev [5,[18].

En este contexto, resulta natural considerar aplicaciones lineales definidas sobre estos

espacios. Un funcional lineal sobre un espacio vectorial X es una aplicacion

L:X—=R

tal que satisface la propiedad de linealidad

L(u+ av) = L(u) + aL(v), para todo u,v € X, a € R.

Los funcionales lineales juegan un papel central en la formulacién débil de ecuaciones
diferenciales, donde el término fuente de una ecuaciéon diferencial se interpreta como un
funcional actuando sobre funciones de prueba [18].

Un resultado fundamental en el anélisis funcional establece la equivalencia entre

continuidad y acotaciéon de funcionales lineales en espacios normados [5].

Proposicion 2.1 ( [5]). Sea L un funcional lineal definido sobre un espacio de Banach B.
Entonces, L es continuo si y solo si es acotado, es decir, si existe una constante C' > 0 tal
que

|L(v)| < Clv||s, para todo v € B.

Demostracion. Demostramos ambas implicaciones.

Supongamos primero que L es continuo. Procederemos por contradiccion. Si L no fuera

acotado, entonces para todo n € N existiria v,, € B tal que

[L(vn)]

lon ]l 5

>n.

7



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

Definimos
Un
Wy, = ,
[vnll5
de modo que |lw,|[p =1y
L
L) = 2
an”B
Consideremos ahora la sucesion
1
Zp = —Wy,
n

Entonces

1
lalls = = =0,

lo que implica que z, — 0 en B. Por la continuidad de L, se sigue que
L(z,) — L(0) = 0.

Sin embargo,

L)l = S D) 2 1

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, L debe ser acotado.

Reciprocamente, supongamos que L es acotado. Entonces existe C' > 0 tal que
|L(v)| < Clv]z, para todo v € B.
Para cualesquiera u,v € B, se tiene
| L(u) = L(v)| = [L(u = v)| < Cllu —vl|s,

lo que muestra que L es Lipschitz continuo, y por tanto continuo.

Concluimos que L es continuo si y solo si es acotado.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

2.3. Espacios con producto interno y espacios de Hilbert

Con el fin de caracterizar los funcionales lineales continuos en espacios de Hilbert,
se introducen a continuacioén algunos conceptos fundamentales del analisis funcional, los
cuales permiten establecer una conexiéon directa entre funcionales y elementos del espacio.
La exposicion sigue de manera estandar los textos [5,/18].

Sea X un espacio vectorial sobre K (R o C). Un producto interno es una aplicacion
() X xX—=K

tal que para todo x,y,z € X y a € K se verifican las propiedades de linealidad en la

primera variable, simetria conjugada y positividad, es decir,

(z+y,2) = (z,2) + (y, 2),

= (az,y) = a(z,y),

= (z,y) = (y, ),
» (z,2) >0y (x,2) =0siysolosiz=0.

Este producto interno induce de manera natural una norma en X, definida por

2]l = v/ (2, z).

Un espacio de Hilbert es entonces un espacio vectorial dotado de un producto interno que es
completo respecto a la norma inducida. Esta estructura es particularmente importante en
el analisis variacional, ya que proporciona un marco adecuado para el estudio de problemas
elipticos.

Por otra parte, si X y Y son espacios normados y 7 : D(T) C X — Y es un operador

lineal acotado, su norma se define como

Tx
= swp I
z€D(T), £#£0 |||

9



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

Este concepto permite medir el crecimiento de operadores lineales y sera ttil en el analisis

de estabilidad de métodos numéricos.
En este contexto, resulta natural introducir el espacio dual. Dado un espacio normado

X, el conjunto de todos los funcionales lineales acotados sobre X se denota por X' y se

denomina el espacio dual de X. Este espacio se dota de la norma

Ifll= sup 0 = sup |F(x)].

r€X, z#£0 ||$|| lz||=1

Esta definicion es consistente con la nociéon de acotacion introducida previamente y

convierte a X’ en un espacio normado.

2.3.1. Teorema de representaciéon de Riesz

El siguiente resultado establece una caracterizacion fundamental de los funcionales

lineales continuos en espacios de Hilbert.

Teorema 2.1 (Teorema de Representacion de Riesz [5]). Todo funcional lineal continuo L

sobre un espacio de Hilbert H puede representarse de manera unica como
L(v) = (u,v), (2.1)
para algin u € H. Ademds, se tiene

[l e =l (2.2)

2.4. Espacios de funciones

En esta seccién se introducen los espacios funcionales que desempenan un papel central
en la formulacion débil de problemas elipticos. En particular, se describen las funciones de

prueba, los espacios de funciones integrables y, finalmente, los espacios de Sobolev.

Sea u : 2 C R” — R una funcién continua. El soporte de u, denotado por supp(u), se

10



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

define como el cierre del conjunto de puntos donde la funcién no es nula, es decir,

supp(u) :={z € Q:u(xz) #0}.

Se dice que u tiene soporte compacto en € si supp(u) es un subconjunto compacto de
Q). Este concepto es fundamental para definir las funciones de prueba utilizadas en la

formulacion débil de problemas variacionales [5].

Las funciones de prueba se modelan mediante el espacio C§°(€2), el cual consiste en
funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto contenido en (2. Este espacio
se utiliza ampliamente en el analisis de ecuaciones diferenciales parciales, ya que permite

realizar integraciones por partes sin términos de frontera [5].

Por otra parte, para establecer un marco adecuado de integrabilidad, se introducen
los espacios LP. En particular, dado un conjunto medible K C R"™, una funcién medible

f : K — R se dice integrable si

[ 1r@lds < .

y el conjunto de todas estas funciones se denota por L'(K). Este concepto se generaliza a

los espacios LP(£), los cuales son fundamentales en el analisis funcional moderno [5].

En muchas aplicaciones es necesario trabajar con funciones que no son globalmente
integrables, pero si lo son en subconjuntos compactos. Esto conduce a la nociéon de funciones
localmente integrables. Se dice que una funcion f pertenece a L () si es integrable en
todo subconjunto compacto de €2. Este espacio es particularmente ttil en la definicion de

derivadas débiles y en el estudio de soluciones generalizadas [5].

2.5. Espacios de Sobolev

A continuacion se introduce el concepto central de esta seccion.

Definicion 2.2 (Espacios de Sobolev [5]). Sea Q@ C R? un conjunto abierto, k > 1 un

11
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entero positivo y p € [1,400|. Se define

WHhP(Q) = {f € LP(Q) : D*f existe en sentido débil y pertenece a LP(Q), ¥ |a| < k}.

Para 1 < p < oo, la norma en W5P(Q) estd dada por

1/p

1w = 221D ]

lal<k

mientras que para p = o0,

17l = i D"

La seminorma asociada se define como

1/p

flep=| D IDfIE] » 1<p<oo.

la|=k

Los espacios de Sobolev permiten formular problemas en derivadas parciales en un
sentido débil, lo cual es esencial para el desarrollo del método de elementos finitos. En
particular, el caso p = 2 es de especial importancia, ya que el espacio W*2(Q), denotado
por H¥(€2), posee estructura de espacio de Hilbert. En este caso, la norma proviene de un

producto interno definido por

(U, U)Hk(g) = Z (D”‘u, DaU>L2(Q),

o<k

lo que induce la norma

1/2

lullgey = | D 1D 720

|| <k

Esta estructura hilbertiana es fundamental en el analisis variacional, ya que permite
aplicar herramientas como el teorema de Lax-Milgram para garantizar la existencia y

unicidad de soluciones en formulaciones débiles [5}/18].
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2.6. Formas bilineales

En esta seccion se introducen las formas bilineales, las cuales seran utilizadas en la

formulacion variacional de los problemas considerados.

Definiciéon 2.3 (Forma bilineal [2]). Sea X un espacio vectorial sobre R, una forma

bilineal es una aplicacion a : X x X — R que satisface lo siguiente:

v a(ug + ug,v) = alug,v) + alug, v).

a(u, vy +v9) = alu,vy) + au, ve).
v a(au,v) = aalu,v).
v a(u,av) = aalu,v).
para todo o € R, w, v, uy, us, v1,v9 € X.
A continuacién se presenta un ejemplo de una forma bilineal.

Ejemplo 2.1. El producto escalar de un espacio euclideano define una forma bilineal. Por
ejemplo en R?, si consideramos dos vectores u = (a,b) y v = (c,d), su producto escalar

estd dado por (u,v) = ac+ bd, donde dicha forma es una forma bilineal.

Definicion 2.4 (Forma bilineal simétrica). Una forma bilineal simétrica es aquella que

cumple a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € V.
Se muestra ahora la forma de la matriz asociada a una forma bilineal.

Definicion 2.5 (Matriz asociada |2|). Toda forma bilineal en un espacio finito dimensional
se puede expresar de manera matricial. Sea R un cuerpo y X un espacio vectorial, conside-
remos a : X x X — R una forma bilineal y considérese una base B = {ey,eq,- - ,e,} del
espacio vectorial X de dimension finita, se define la matriz asociada a la forma a respecto

de la base B como:

aler,er) aler,ex) -+ aler,ey)

a(eg,e1) alea,es) -+ ales, ey)
A p—

alen,e1) alen,ea) -+ alen,ey)

13
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Proposicion 2.2 ( [2]). Sea a : X x X — R una forma bilineal y una base B =

{e1,€e9,--+ ,e,} del espacio vectorial X, la imagen de a de los vectores u con coordenadas
(ug,ug, -+ ,uy) y v con coordenadas (vi,vq, -+ ,v,) en la base B estd dada por
aler,er) aler,es) -+ aler,ep) vy
. aleg,e1) a(ez,ea) --- alez, e,) )
a(u,v) =u" - A-v="u; wu u, | - .
alen, 1) alen,ea) -+ alen,e,) Un,

Algunas consecuencias de la proposicion anterior son las siguientes

= Una forma bilineal es simétrica si y solo si su matriz en una base cualquiera es

simétrica.

= Sise fijala base By la forma bilineal a, entonces la matriz A que hace a(u,v) = u'-A-v

para todo u, v es tnica. Por tltimo enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2 (Teorema Espectral Real). Supongamos que V' es un espacio de producto
interno real de dimension finita y T € L(V'). Entonces, V tiene una base ortonormal

compuesta por autovectores de T si y solo si T es autoadjunto.

La demostracion de este hecho la puede encontrar en |[2].

2.6.1. Formulacion variacional

La formulacién variacional constituye un marco fundamental en el estudio de ecuaciones
diferenciales parciales, ya que permite reformular problemas en derivadas parciales en
términos de formas bilineales y funcionales lineales. En este contexto, la solucion del
problema se busca en un espacio de Hilbert V| donde la ecuacion diferencial original se

expresa en su forma débil mediante una relacion del tipo

a(u,v) = L(v), para todo v € V.
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Este enfoque resulta especialmente 1til en el analisis teérico y en el desarrollo de métodos
numéricos, como el método de elementos finitos, al facilitar el manejo de condiciones de
frontera y garantizar propiedades de existencia y unicidad bajo hipotesis apropiadas sobre

la forma bilineal y el funcional lineal.

Definiciéon 2.6. ( [5/) Sea V' un espacio de Hilbert con producto escalar (.,.) y la co-
rrespondiente norma ||.||v (la norma V). Supongamos que a(.,.) es una forma bilineal en

V xV y L una forma lineal en V' tal que:
1. a(.,.) es simétrica,

2. a(.,.) es continua, es decir, existe una constante v > 0 tal que

la(v, w)| < Allvllvllwlly  para todo v,w €V,

3. al.,.) es V-eliptica, es decir, existe una constante o > 0 tal que

a(v,v) > a|jv|?  para todo v € V.

4. L es continua, es decir, existe una constante A > 0 tal que

|L(v)| < Aljv|ly  para todo v € V.

2.6.2. Principio de Rayleigh-Ritz

El principio de Rayleigh-Ritz proporciona una formulacién variacional del problema, en
la cual la solucién se caracteriza como el minimizador de un funcional de energia definido
sobre un espacio de Hilbert. Bajo condiciones apropiadas, este enfoque es equivalente a la
formulacion variacional clésica y resulta tutil para analizar y aproximar numéricamente

soluciones de ecuaciones diferenciales parciales.

Definiciéon 2.7 (Método de Rayleigh-Ritz [5]). Sea V' un espacio de Hilbert real y sea

a(+,-) : V. x V. = R una forma bilineal simétrica, continua y coerciva. Sea L € V' donde
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V' es el espacio dual de V.

Definimos el funcional J : V — R por
1
J(v) = Ea(v,v) — L(v), para todo v € V.
El principio de Rayleigh—Ritz consiste en encontrar uw € V' tal que

J(u) = min J(v).

veV

A partir del principio de Rayleigh-Ritz, se introduce el principio de Galerkin como una

formulaciéon variacional equivalente bajo condiciones apropiadas.

2.6.3. Principio de Galerkin

El principio de Galerkin establece que la solucién del problema variacional se caracteriza
mediante una relacién de ortogonalidad respecto al espacio de prueba. Este enfoque
constituye la base de numerosos métodos numéricos, en particular del método de elementos

finitos.

Definicion 2.8 (Principio de Galerkin [5]). Sea V' un espacio de Hilbert real, sea a(-,-) :
V xV — R una forma bilineal continua y sea L € V' el dual de V. El problema variacional

consiste en encontrar u € 'V tal que
a(u,v) = L(v), para todo v € V.

En el caso en que la forma bilineal a(-, -) es simétrica y definida positiva, se define la norma

de energia en V por

vl = Va(v,v), para todo v € V.

Obsérvese que la expresion anterior define estrictamente una seminorma en espacios
generales como H'(Q), ya que funciones constantes poseen gradiente nulo. Sin embargo,
cuando se trabaja sobre el espacio H{(£2), dicha expresion constituye efectivamente una

norma, debido a la desigualdad de Poincaré. En esta tesis se utilizara el término norma
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de energia en aquellos contextos donde el espacio funcional considerado garantice esta
propiedad. Ademas, si a(-,-) es continua y coerciva (eliptica), entonces la norma de energia

|| - |a es equivalente a la norma || - ||y, es decir, existen constantes positivas ¢ y C' tales que

clolly < llvlla < Cllvllv,ve V.

Cuando la forma bilineal a(-,-) es simétrica, continua y V-eliptica, la solucién aproxi-
mada obtenida mediante el método de Galerkin coincide con la solucién que se obtiene
minimizando un funcional de energia, es decir, mediante el método de Rayleigh-Ritz.

En este contexto, el principio de Rayleigh-Ritz permite reformular el problema de
valores en la frontera como un problema variacional de minimizacion.

Las siguientes condiciones se imponen sobre la forma bilineal a(-, ) y el funcional lineal
L con el fin de garantizar que el problema variacional esté bien planteado.

Ahora si se considera el siguiente problema de minimizacién: Encontrar u € V' tal que

J(u) = min J(v), (2.3)

veV

donde
J(v) = %a(v, V) — L(v),

y considérese también el siguiente problema variacional: Encontrar v € V' tal que

a(u,v) = L(v)  para todov € V. (2.4)

2.6.4. Equivalencia entre el problema variacional y el problema
de minimizacién

Ahora, el siguiente teorema es crucial ya que establece la equivalencia entre (2.3) y

3.

Teorema 2.3. ( [18]) Los problemas y son equivalentes, es decir, u € V
satisface sty solo si satisface . Ademds, existe una solucion tnica u € V de

17



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

estos problemas y la siguiente estimacion de estabilidad se mantiene

A
[lully < —.
a

Demostracion. Sea v € V y € € R arbitrarios. Entonces
J(u) < J(u+ev)  paratodov € V.
Usando la notacion g(e) = J(u + ev), e € R, tenemos
9(0) < g(e)  para todo € € R,

de modo que ¢ tiene un minimo en € = 0. Por lo tanto ¢’(0) = 0 si la derivada ¢'(€) existe
en € = 0. Luego,
1
g(e) = éa(u + ev,u + ev) — L(u + ev)

1 ¢
= 5@(% u) + ea(u,v) + Ea(va v) — L(u) — eL(v)

62

= %a(u, u) — L(u) + €[a(u,v) — L(v)] + Ea(v,v),

si usamos el hecho de que a(-,-) es simétrica. Se deduce que
0=4(0) =a(u,v) — L(v).

Por tanto

Ahora probamos la implicacion inversa: si a(u,v) = L(v) para todo v € V| entonces u

minimiza J(v). Recordemos que
1
J(v) = §a(v,v) — L(v).

Queremos mostrar que

J(u) < J(w) paratodov € V.
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Consideremos la funcién g(e) = J(u + ev) para e € R. Expandimos g(e):
1
gle) = J(u+ ev) = ia(u + ev,u + ev) — L(u + ev).
Usando la bilinealidad de a(-,-) y la linealidad de L, tenemos
2

gle) = %a(u, u) + ea(u,v) + %a(v, v) — L(u) — eL(v).

Dado que a(u,v) = L(v), podemos sustituir L(v) en la expresion:

Luego, dado que €?a(v,v) > 0 para todo € € Ry a(v,v) > 0, se deduce que
g(e) > ¢g(0)  para todo € € R,

lo que implica que ¢g(0) es un minimo. Como ¢(0) = J(u) y g(€) = J(u + €v), esto significa
que

J(u) < J(u+ev) paratodo e € R.

En particular, para e = 1, tenemos
J(u) < J(u+v) paratodov € V.

Por lo tanto, u minimiza J(v) sobre V', completando asi la prueba. ]
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2.6.5. Teorema de Lax-Milgram

El teorema de Lax-Milgram proporciona condiciones suficientes para garantizar la

existencia y unicidad de la solucién del problema variacional.

Teorema 2.4 (Teorema de Lax-Milgram [5]). Suponga que a(.,.) es V-eliptica y acotada
y que L(v) también es acotada en H}(a,b). Entonces, el problema débil:
Encontrar w € HL(a,b) tal que

a(u,v) = L(v),

para toda funcion v € Hj(a,b) tiene solucion inica.
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Método de elementos finitos en una dimension

Para obtener la solucion de elementos finitos de una ecuacion diferencial se siguen los

siguientes pasos:

1. Partimos de la formulacién fuerte del problema, es decir, la ecuacién diferencial
parcial con condiciones de frontera y condicién inicial en una geometria en la cual se

quiere resolver.

2. Se construye la formulaciéon débil la cual consiste en llevar a un problema integral

nuestra ecuacion diferencial parcial.

3. Realizamos la formulacion de Galerkin del paso anterior, aqui se busca la solucion

en un espacio de dimension finita.
4. Planteamos la formulacién ahora como un sistema de ecuaciones.

5. Resolvemos el sistema de ecuaciones ya sea por método directo o métodos iterativos,

esto va a depender del tipo de matriz de rigidez que se obtenga.

A continuacion se aplicara cada uno de los pasos antes mencionados para encontrar la

solucion de la ecuacion de la banda eléstica de una dimension espacial.

Formulacién fuerte

Considere una cuerda elastica sujeta en los extremos a y b con carga f. Si ocurren algunos

desplazamientos dados por x € [a, b], dicho desplazamiento satisface

—(k(x)d (x)) = f(x) paratodo x € (a,b)

donde 2 = [a,b] C R con condiciones de frontera tipo Dirichlet.
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Formulacién débil

Dada la formulacién fuerte, construiremos la formulacion débil realizando los siguientes

pasos:

1. Multiplicar ambos lados de (3.1)) por una funcién de prueba
veCP ={veC>®a,b)|via) =0, v(b) =0} con

C>® ={v:[a,b] - R | vy todas sus derivadas son continuas} .

Sea v € C°

2. Integrar a ambos lados de la igualdad obtenida en el paso anterior.
b b
- [wap@)en) = [ s

Ahora aplicamos integraciéon por partes para reducir el orden de la ecuacion
b b
(el @) - [ @@ = [ e

b

~[ka) (@v(a) — O o) + [ ran @) = [ fa)ota)

a

b b
—[%(G)U’(a)v(a)—H(b)U’(b)v(b)H/ %(m)U’(fﬂ)v’(x):/ f(z)v(z)

/ R (@) (2) = | f@)ol).

Por tanto la forma débil es:

Encontrar u tal que

22



CAPITULO 3. METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN UNA DIMENSION

/a k(x)u' (x)v' (z) = /a f(z)v(z) para todo v € C3°(a,b) (32)
0

u(a) = u(b) =

Nota 1) Si u resuelve el problema fuerte entonces resuelve el problema débil.
2) Si u resuelve el problema débil no necesariamente resuelve el problema fuerte ya

que la segunda derivada puede no existir.

3. Cambiar el espacio de la funcién de prueba v € C§° por V tal que v € V.

Escoja una base {¢1, 2, ..., on } y genere el espacio

V = span {1, 02, ..., on} = {11 + asps + ... + anen|ag, ag, as, ... an € R}
Por lo que se ha llegado a la siguiente formulacion de Galerkin:

Encontrar v € V' tal que
b b
/ k(x)u' (2)v'(z) = / f(z)v(x) para todo v eV
u(a) = 0,u(b) = 0.

Por tdltimo construimos la formulacién como un sistema de ecuaciones, para ello note
como u € V es de la forma u = x1p1 + xop00 + ... + TypN
y usando ;, con ¢ = 1,2, ..., N como funciones de prueba.

Ahora, sustituyendo u y v en la formulacion de Galerkin

b b
/ /i($1901+$2g02+...+$]\[)/g0;:/ foi,i=1,2,... N
a a

b b b b
o [ v [ty = [ feni=12.08

tomando

b b b b
auz/ KL%, anz/ KEH;, aiN:/ W’Nsoéybi:/ feoi

N
Zai]‘l’j = bj s 1= 1,2,...,N
j=1
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SiA=lajlyb= entonces Ax = b.

bn
Por lo que, hemos llegado a la formulaciéon como un sistema de ecuaciones y ahora

nuestro problema es:

Encontrar xq, o, ..., zy tal que u, = ingoi y
Ar=b
La implementacion para ele-
aij :/ KQOZQOJ,Z) —/ fei,ula) = 0,u(b) = 0.
mentos finitos lineales (usando funciones base lineales), las funciones base ¢;(z) y
sus derivadas son fundamentales para construir las matrices de rigidez y los vectores

de fuerza. Para un elemento finito lineal tipico, las funciones base son:

ry — X T — 2o
g s €Tr) =
#1(z) L1 — Zo P2() L1 — o
y sus derivadas con respecto a x son:
0p1 1 dpp 1
or  m—x9 Or 11 —x0

La matriz de rigidez local A, se calcula mediante la cuadratura de Gauss como

sigue:

AY
dr dx

% dg, dep; " dgy . do;
=/ D (AL (AN

donde wy son los pesos de cuadratura, (; son los puntos de cuadratura, y |J| es
el determinante del jacobiano de la transformaciéon del intervalo de integraciéon de
[—1,1] a [zg,x1]. Para un elemento finito lineal, este determinante simplemente
corresponde al tamafio del elemento dividido por 2, es decir, |J| = 5%,

El vector de fuerza local fi,. se calcula utilizando la cuadratura de Gauss de la
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siguiente manera:

Froos — / @)oe) dr = 3w (GGl )
o k=1

se aplica un enfoque similar al utilizado para la matriz de rigidez local.

Una vez calculadas las matrices de rigidez local Ay, y los vectores de fuerza local
fioc para todos los elementos, estos se ensamblan en la matriz de rigidez global A y
el vector de fuerza global b, respectivamente. Este proceso consiste en ir sumando a
las entradas apropiadas de A y b la contribucién de cada elemento, segtin los grados
de libertad globales a los que esté conectado. El proceso de ensamblaje se puede
expresar mateméaticamente de la siguiente manera: Para cada elemento e, con grados
de libertad globales dof., las entradas de la matriz de rigidez local Al(s(): y del vector
de fuerza local fl(oec) se suman a la matriz de rigidez global A y al vector de fuerza

global b de la manera siguiente:

Aldof.,dof.]+ = A

loc

bldof.]+ = £

donde dof, son los indices en A y b asociados a los grados de libertad del elemento
e. Este proceso garantiza que la influencia de cada parte en el comportamiento del

todo se vea reflejada.

Finalmente, con la matriz de rigidez global A y el vector de fuerza global b totalmente

ensamblados, se resuelve el sistema de ecuaciones lineal:
Ax=D

donde x es el vector de desplazamientos nodales desconocidos en todo el dominio. La
solucién de este sistema nos da una aproximacién numérica de los desplazamientos
causados por las fuerzas aplicadas, resolviendo de esta manera el problema de

elementos finitos.
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CAPITULO 3. METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN UNA DIMENSION

3.1. Implementaciéon didactica en Julia para funcio-

nes base de grado 1

El primer paso para aplicar el Método de Elementos Finitos con funciones base de
grado 1 es establecer el dominio y crear una malla de elementos finitos. En este caso
tomamos un dominio unidimensional, discretizado en N = 10 elementos finitos. Los
nodos de la malla se distribuyen de manera uniforme sobre el dominio. Los siguientes

codigos en Julia ilustran coémo se define el dominio y se crea la malla:

Cédigo: Calculo de pesos de cuadratura

using StructArrays

using Plots

w_r = [6/9, 8/9, 5/9]

x_r = [-sqrt(3/5), 0.0, sqrt(3/5)]

Cédigo: Estructura de datos para un elemento finito

mutable struct Element
x0
x1

w

¢
©l
©2
Op1
0p2
dof
Aloc
floc

end

Coédigo: Usamos N para el nimero de elementos.

r
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N=10;

Cddigo: Definimos la triangulacion como un array de elementos.

Th=Array{Element} (undef ,N) ;

Cédigo: Calculamos la informacién necesaria para cada elemento.

for i=1:N
x0=(i-1)/N
x1=i/N
h=x1-x0
w=0.5%(x1-x0) *w_r
(=[x0,x0,x0]+ 0.5%([1,1,1]+(_r)*(h)
pl= ([x1,x1,x1]1-()/h
println(pl)
p2=({-[x0,x0,x0]) /h
dp1=[-1,-1,-11/h
dp2=[1,1,11/h
dof=[i,i+1]
Th[il=Element (x0,x1,w,(,pl,¢2,001,002,dof, [1,[]1)

end

Una vez establecida la malla, el siguiente paso es ensamblar las matrices de rigidez y
el vector de carga. Esta matriz y este vector son el sistema de ecuaciones discretizado
que hay que resolver. En cada elemento se establece una matriz de rigidez local y un
vector de carga local, los cuales luego se ensamblan en matrices y vectores globales

que representan todo el sistema. A continuacion, te muestro como hacerlo en Julia:

Cdédigo: Ahora calculamos las matrices locales.

for i=1:N
p1=Th[i].p1

@2=Th[i].p2

dp1=Th[i] .0p1
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dp2=Th[i] .92

¢=Th[i].¢

w=Th[i] .w

coef= [1,1,1]1+0*sin. (()

all= sum(coef.*w.*0pl.*0pl)

al2= sum(coef.*w.*Jpl.*0p2)

a21= sum(coef.*w.*0p2.*0p1)

a22= sum(coef.*w.*Jp2.*0p2)
Aloc=[all al2; a21 a22]
Th[i] .Aloc=Aloc

if 1 ==
println("Matriz local del primer elemento (Aloc):")
println(Th[i] .Aloc)

end

if 1 ==
println("Matriz local del primer elemento (Aloc):")
println(Th[i].Aloc)

end

#f=sin. ({);

f=[1,1,1]

fl=sum(w.*f.*pl)

f2=sum(w.*f.*p2)

Th[i].floc=[f1,f2]

end

Codigo: Se ensamblan las matrices globales.

A=zeros (N+1,N+1);

b=zeros(N+1,1);
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for k=1:N
Aloc=Th[k].Aloc
floc=Th[k] .floc
dof=Th[k] .dof
A[dof ,dof]=A[dof,dof]+Aloc
b[dof]l= bldof]+floc
println(A[dof,dof])
println(dof)

end

Posteriormente, se imponen las condiciones de frontera de Dirichlet. En este caso,
consideramos condiciones de frontera de Dirichlet en los extremos del dominio. El

siguiente fragmento de c6digo muestra como se imponen estas condiciones en Julia:

Cddigo: Calculos relacionados al dato Dirichlet.

begin
x_d=zeros(N+1,1)
x_d[1]=0
x_d[N+1]=1
b_d=b-A*xx_d
println(b_d)
end;

Finalmente, se obtiene la solucién aproximada resolviendo el sistema lineal de ecua-

ciones discretizado para obtener la solucién aproximada en los nodos del dominio.

Codigo: Resolvemos el sistema lineal.

begin
int=2:N
X_sol=x_d;
A_int=A[int,int]

b_int=b_d[int]
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x_aux=A_int\b_int
x_sol[int]=x_aux
println(x_sol)
println(size(x_sol))

end;

Codigo: Se ensambla la solucién calculada.

t=0:(1/N):1

Visualizacion de la solucién aproximada.

plot(t,x_sol,lw=5, title="sol. calculada", label="u_h(x)",

linewidth=4,linecolor="red")

Solucién calculada

0.12 e U_h(X)
u(x) exacta

0.08

0.06 -

0.04

0.02

000 C 1 1 1 1 1
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.1: Comparacion solucion exacta y solucion de elementos finitos en 3 elementos.
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Solucién calculada

- = hix)
— (x) exacta

! L I ! 1
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.2: Comparacion solucion exacta y solucion de elementos finitos en 10 elementos.

La solucién aproximada se representa mediante una interpolaciéon lineal por partes

entre los nodos de la discretizacion.

A continuacion se extiende la implementacion al caso cuadratico. (usando funciones
base de grado 2), es similar a la anterior. Las funciones base ¢(z) y sus derivadas
son fundamentales para construir las matrices de rigidez y los vectores de fuerza.

Para un elemento finito cuadratico tipico, las funciones base son:

(x — z9)(x — x3) (r —x1)(x — x3) (x —21)(x — 29)

P3(x) =

¢1(z) = Pa() =

($1 - $2)($1 - ﬁg)’ ($2 - $1)($2 - $3)7 (5153 - $1)(CE3 - $2)

y sus derivadas con respecto a x son:

dpr _ (z—xg)+(x—25) doy  (x—a3)+(x—a1) dos (v —15)+ (2 — 1)
dx (1 — @) (11 —23) 7 du (g —x1) (12 —23) " du (x3 — x1) (23 — 2)

Se sigue el mismo proceso anterior para las matrices y vectores locales, para el
ensamblaje lo tinico que cambia es la definicion de los grados de libertad dof, que

ya lo veremos en la implementaciéon en Julia.
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3.2. Implementaciéon didactica en Julia para funcio-

nes base de grado 2

Para resolver por FEM, discretizamos el dominio en elementos finitos. Aqui se usa
una malla uniforme de elementos cuadrados, la cuadratura gaussiana de 3 puntos, la
cual nos da los pesos y puntos. necesarios para calcular las integrales més adelante,

y luego se crea una estructura Element para los elementos finitos.

Codigo: Declaraciéon de paquetes

using StructArrays

using Plots

Codigo: Definicion de pesos y puntos de cuadratura para la cuadratura

Gaussiana de 3 puntos

w_r = [0.5555566, 0.888889, 0.555556]

(_r = [-0.774597, 0.0, 0.774597]

La siguiente estructura contiene las coordenadas de los nodos, los pesos y puntos de
cuadratura, las funciones de forma y sus derivadas, y otras propiedades necesarias,
también establecemos el nimero de elementos y generamos la malla como un arreglo

de elementos Element.

Cédigo: Definiciéon de la estructura de datos para representar elementos

mutable struct Element
x0
x1

x2

©2

©3
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0l
02
0p3
dof
Aloc
floc

end

Codigo: Niimero de elementos y definicién de la triangulacién como un

arreglo de elementos

N =23

Th = Array{Element}(undef, N);

En el siguiente codigo se calcula la informacion requerida para cada elemento,
calculando las coordenadas de los nodos, puntos de cuadratura y funciones de forma

y sus derivadas. También definimos los grados de libertad dof para cada elemento.

Codigo: Calculo de la informacién necesaria para cada elemento

for i = 1:N
x0 =(i-1)/ N
x1=(2%i-1)/(2*N)
x2 = i/N
11=x1-x0
12=x2-x1
13=x2-x0
w = 0.5 % 13% w_r

¢=[x0,%0,x0]+ 0.5%([1,1,11+(_r) .*(13)

pl ([x1,x1,x1].-0) .* ([x2,x2,x2].-¢) ./ (11%13)

02 (¢ .- [x0,x0,x0]) .* ([x2,x2,x2].-C )./(11%12)

©3 = (¢ .- [x0,%x0,%x01) .% (C .- [x1,x1,x1]) ./ (13%12)

ol (-[x1,x1,x1] .- [x2,x2,x2]+2x() ./ (11%13)

0?2 (-2 * ¢ .+ [x0,x0,x0] .+ [x2,x2,x2]) ./(11%12)

0p3

(2 * ¢ .- [x0,x0,x0] .- [x1,x1,x1]) ./(13%12)

33




CAPITULO 3. METODO DE ELEMENTOS FINITOS EN UNA DIMENSION

dof = [2%i-1, 2*i, 2%i+1]
Th[i] = Element(x0, x1,x2, w, (, pl, ©2, @3, dpl, Jp2, Jp3, dof,
,

println(dof)

end

Para cada elemento, calculamos las matrices locales utilizando las funciones de forma

y sus derivadas.

Codigo: Calculo de las matrices locales

for i = 1:N
pl = Thli].p1
¢2 = Th[i].p2
©3 = Th[il.p3

Opl = Thli].0p1
dp2 = Th[i].dp2
0p3 = Th[i].dp3
¢ = Th[il.¢
w = Th[i].w
coef = [1, 1, 1] .+ 0 .* sin.(()

all

sum(coef .* w .* Jdpl .* OJpl)
al2 = sum(coef .* w .* Jpl .* 0p2)

al3 = sum(coef .* w .* Jpl .* 0p3)

*

a22 = sum(coef .* w .* 0p2 .* 0p2)

*

a23 = sum(coef .* w .*x Jp2 .* 0p3)

a33 = sum(coef .* w .* Jp3 .* Jp3)

Aloc = [all al2 al3; al2 a22 a23; al3 a23 a33]
Th[i] .Aloc = Aloc

println("Matriz local Aloc para el elemento $i:")

println(Aloc)

f=1[1, 1, 1]
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f1

sum(w .*x £ .*x 1)
f2 = sum(w .* £ .* ©2)

£3

sum(w .*x £ .x p3)
Th[i] .floc = [f1, f2, £3]

end

Luego procedemos al ensamblaje de las matrices globales.

Cédigo: Ensamblaje de las matrices globales

A = zeros(2*x N + 1, 2 * N + 1);

b = zeros(2 * N + 1, 1);

for k = 1:N
Aloc = Th[k] .Aloc
floc = Th[k].floc

dof = Th[k] .dof
A[dof, dof] = A[dof, dof] .+ Aloc
b[dof] = b[dof] .+ floc

end

Ahora realizamos los calculos relacionados con las condiciones de Dirichlet.

Codigo: Calculos relacionados con el dato Dirichlet

begin

x_d = zeros(2 *x N + 1, 1)
x_d[1] =0
x_d[2 *x N+ 1] =0
b_.d=b .- A % x_d

end

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales resultante para obtener la solucion

aproximada de la PDE en los nodos de la malla.

Codigo: Resolucion del sistema lineal para los nodos interiores

begin
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int = 2:(2xN)

Xx_sol = x_d

A_int = A[int, int]

b_int = b_d[int]

x_aux = A_int \ b_int

x_sol[int] X_aux

x_sol[1] =

o

x_sol [end] 0
size(x_sol)

end

Cddigo: Creacion del grafico de la soluciéon calculada y soluciéon exacta.

begin

u_exact(x) = 0.5*xxx(1 - x)

t = 0:(1/(2xN)):1

u_ex = u_exact. (t_f)

plot(t,x_sol,lw=5, title="Solucin calculada", label="u_h(x)", linewidth=4,
linestyle=:dash,

linecolor="red")

plot!(t_f, u_ex,
1w=3,
linecolor="blue",
label="u(x) exacta")

end
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Solucién calculada

0.12 = = _h(x)
e u(x) exacta

0.06

0.04

0.00 | 4 \
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.3: Comparacion solucién exacta y solucion de elementos finitos en 3 elementos.

Solucién calculada

012

— wy_h(x)
— () exacta

0.04

0.02

0.00 | :
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.4: Comparacion solucion exacta y solucion de elementos finitos en 10 elementos.

Aunque la aproximacion se construye mediante funciones base polinomiales de grado
dos, para la representacion grafica se utilizaron tnicamente los valores aproximados
en los vértices de la discretizacion. Por ello, la curva mostrada corresponde a una
interpolacion lineal por partes entre nodos consecutivos y no a la reconstruccion

cuadratica completa de la soluciéon aproximada.

En esta secciéon se desarroll6 el procedimiento general del método de elementos finitos,
desde la definiciéon de las estructuras basicas hasta la resolucion del sistema lineal.
Se mostraron las etapas de calculo de informaciéon local, ensamblaje de matrices

globales y aplicacion de condiciones de frontera. El proceso se implement6 tanto
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para funciones base de primer grado como de segundo grado, permitiendo comparar

la precision de ambas aproximaciones en la solucién numérica del problema.
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Capitulo 4

Método de elementos finitos en dos dimensio-

nes

Se desarrolla el método de elementos finitos en dos dimensiones, partiendo de la

formulacién fuerte del problema.

4.1. Formulaciéon fuerte

En esta seccion se presenta el método de elementos finitos aplicado a ecuaciones
diferenciales parciales en dos dimensiones, empleando su formulacién tanto fuerte
como débil. Se toma como modelo la ecuaciéon de Poisson y se usan funciones base
continuas por partes de primer grado para construir la discretizaciéon del dominio.
Esta aproximacion numérica permite abordar de forma sistemética y computacional
la solucion del problema. Para saber mas del método en 2D y su fundamentacion

matematica, véase [21].

Considere la ecuacién de Poisson en un dominio Q C R?, cuya formulacion fuerte es:

—Au(z) = f(z), parazx €,
(4.1)

u(z) = g(x), para x € 0f.

Aqui, u(z) representa la solucion desconocida, f(z) es una funciéon de carga, y g(z)

impone condiciones de Dirichlet en el borde del dominio 0f).

4.1.1. Formulaciéon débil

Para obtener una formulaciéon débil, multiplicamos ambos lados de la ecuacion

diferencial por una funcion de prueba v € C3°(Q2), lo que nos lleva a la siguiente
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identidad:

—Au(z)v(z) = f(z)v(z). (4.2)

Integrando en todo el dominio €2, se obtiene:

—/QAu(:c)v(:C) dx:/gf@)”(@ d. (4.3)

Esta ecuacion representa el primer paso en la construccion del método de elementos
finitos, al reformular el problema en términos de integrales que pueden ser discretiza-
das sobre una base finita de funciones.

Al aplicar la formula de integracion de Green en la integral del lado izquierdo de la
igualdad obtenida anteriormente y considerando la condicién v(x) = 0 en la frontera

0f, se obtiene

_ /Q Au)o(x) dz — /Q V() - Volz) de / (Vu(z) - n(x))o(x) dS,

B
= /QVu(x) - Vo(z)dz — 0,

= / Vu(z) - Vu(z) de.
Q
Por lo tanto, la formulaciéon débil del problema de Poisson se expresa como:

Calcular u : Q Cc R? — R tal que

Jo Vu(z) - Vo(z)dz = [, f(x)v(z)dz, para todo v € C5°(Q),

u(z) = g(x), parax € 0.

A continuacién se escogen los espacios apropiados V' y U para la formulacién de
Galerkin. Considere el espacio de Hilbert. Se considera el espacio de Hilbert H'(1),
definido como:

HY(Q) = {v e 1) . 2 9 L?(Q)}. (4.4)

) 8_%7 32@2

Aqui, L*(Q) representa el conjunto de funciones cuadrado-integrables con el producto
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interno definido como:

(v, w) 1 (q) —/Qv(x)w(x) da:—i—/QVU(J:)-Vw(x) dr. (4.5)

De manera equivalente, esto se puede expresar como:

ov Ow v Ow
, 2 + |\ 5, = oo ) 0
(v w)L () (axl ((9ZL‘1 ) 12(9) (@JJQ 8ZL‘2>L2(Q) ( )

La norma en el espacio H'(£2) se define como:

||v||§{1(9) :/Q|v(x)|2dx+/Q|Vv(x)|2dx. (4.7)

Expandiendo la expresion del gradiente, se puede escribir como:

2 2

ov

o . (4.8)

L2(Q)

ov
2 2
|| ||H1(Q) || ||L2(Q) H0$1 12(Q) ‘

Cuando la funcién de prueba v(x) es nula en la frontera 052, se define el espacio de

funciones H}(2) como:
Hi(Q) ={ve HY(Q) | v=0en 0Q}. (4.9)
Dado que H}(€) es un subespacio de H'(f2), se tiene la inclusion:

Hy(Q) C HY(Q). (4.10)

v 9%v

Si en la formulacion débil se consideran también las derivadas segundas 5> y 5=,
se define el espacio:
v %
H*(Q) = L*(Q) | — L*() ¢ 4.11
@ ={ver@ g e o) (4.11)
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La norma en este espacio se define como:

2 2 2

(4.12)

ov
3@-

2
10l1Z20) = I10llZ2(0) + >
i=1

L2(Q) =1 j=1 122(9)

Dado que el espacio H%(f2) contiene funciones con mayores propiedades de regularidad,

se cumplen las inclusiones:
H*(Q) c HY(Q) C L*(9). (4.13)

A partir de la ecuacion variacional previamente obtenida, se considera V = H} () y

U = H'(Q). Se define la forma bilineal a(u,v) : U x V — R como:
a(u,v) = /QVu(x) -Vo(z)dw, paratodo u,v € H'(). (4.14)
Asimismo, se define el funcional lineal L(v) como:
L(v) = /Qf(x)v(x) dx, paratodov e H'(Q). (4.15)

Por lo tanto, la formulacion débil del problema de Poisson se expresa como:
Calcular u € U tal que,

a(u,v) = L(v), para todo v € V, (416)

u=g, en Of).
4.1.2. Formulacion de Galerkin

Siguiendo el procedimiento de la seccién anterior, la formulacion débil se puede

escribir como:

a(u*,v) = L(v), paratodov € V. (4.17)

Aqui, el espacio V = H}(Q) es de dimensi6n infinita. Para resolverlo numéricamente,
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se introduce una familia de subespacios finitos V" con pardmetro de refinamiento h,
tal que:
V" -V  cuando h — 0. (4.18)

Por lo tanto, la formulaciéon de Galerkin consiste en encontrar una solucién aproxi-

mada en el subespacio V.

Para obtener una solucién numérica en el espacio de dimensién finita V", se busca

una solucién aproximada u} € V" tal que:
a(u},vy) = L(vy), para todo v, € V" (4.19)

Si B = {p1,02,...,0n,} es una base de V", la solucién aproximada u} se puede

escribir como una combinacioén lineal de las funciones base:
Np,
* —
uy = 5 ;. (4.20)
=1

De este modo, la formulacion variacional discreta conduce a un sistema de ecuaciones
lineales de la forma:

donde:

= La matriz de rigidez A se define como:
A = a;] = a(u,v) (@i, ¢;), @,J=1,...,Np. (4.22)
= El vector de carga b esta dado por:
b=[b])" =L(w)", i=1,...,Ny. (4.23)
» El vector incégnita uy contiene los coeficientes de la combinacion lineal:

up, = [og, ag, ... ap, |7 € RN, (4.24)
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Dado que V" es un subespacio de dimensién finita, el sistema algebraico resultante se
puede resolver mediante métodos numéricos estandar, como la eliminacién gaussiana

o métodos iterativos.

4.1.3. Estimacion del error a posteriori

Para el problema de Poisson en dos dimensiones, consideremos la solucién exacta
u y su aproximaciéon mediante el método de elementos finitos uy,. El objetivo de
esta seccion es establecer una estimacion a posteriori que permita evaluar el error
entre ambas soluciones y, con ello, analizar la calidad de la aproximaciéon numérica
obtenida [21].

Consideremos la ecuaciéon de Poisson en un dominio 2 C R?, con condiciones de

Dirichlet homogéneas:

—Au=f, en(,
u =0, en 0f).

La formulacién variacional consiste en encontrar v € V := H}(f2) tal que

a(u,v) = L(v) para todo v € V,

donde la forma bilineal se define como a(u,v) = [, Vu - Vv dz. Sea Tj, una triangula-
cion regular de €2 y V), C V un subespacio de dimensién finita. El problema discreto

consiste en hallar u;, € V), tal que

a(up,vy) = L(vp) para todo vy, € Vj,.

Definimos el error e = u — u;, y la norma de energia ||v||g = ||[Vvloo.

Con el objetivo de cuantificar la calidad de la aproximaciéon numérica uy, y evaluar el
error cometido, se introduce una estimacion a posteriori del error en norma de energia,

la cual permite medir la discrepancia entre la solucién exacta y su aproximacion
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discreta a partir de cantidades computables.

Teorema 4.1 (Estimacion a posteriori del error para Poisson). Sea uy, la solucion del
problema de elementos finitos definido anteriormente. Entonces existe una constante

C > 0, independiente del tamano de la malla, tal que

lu—unll3 < C D pic(un),
KeTh

donde el residuo elemental se define por
prc(un) = huc | f + Dunllo.xc + 503 |- Vur] o e,
y [n - Vuy| representa el salto del gradiente normal de uy, sobre los bordes interiores:
- Vup]lorinor, = 11 - V|, + 12 - Vg,

Demostracion. Sea e = u — uy, el error y we un interpolante de e en V},. Por ortogo-

nalidad de Galerkin, se cumple

He||?E:/QVe~V(e—7re)dx.

Dividimos la integral en la suma sobre los elementos K de la triangulacion:

el = > /Kve-we—m)dx.

KeTh

Aplicando el teorema de Green en cada elemento y recordando que —Au = f, se

obtiene

(Vuy, - n)(e — me) ds) .

el = 3 ( [+ e ~meyae - |

K€7-h oK

Cuando se suman las contribuciones de los elementos, las integrales de borde com-

partido entre dos elementos adyacentes K7 y K5 se expresan mediante los saltos del
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gradiente normal:

S [ uwe-neis =3 [0 Ve - ne)s

K

Usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz y las estimaciones de interpolacion locales

/K(f + Aup)(e — me) dx

< |If + Aupllo,xlle — mellox < Chg|lf + Aunllox|[Vellows

< |lln - Vulllo.glle — mellop < Chil2|l[n - Vua]llo,z | Vellows-

/E In - V] (c — me) ds

Sumando sobre todos los elementos y bordes interiores, y aplicando nuevamente

Cauchy-Schwarz, se llega a

1/2
lellz < C Y (B + Aunll§ i + bl [ - Vunlllf pxere)
KET,

||€HE‘

Finalmente, dividiendo ambos lados por ||e||g se obtiene la cota del enunciado. [J

La estimaciéon a posteriori presentada permite cuantificar el error sin conocer la
soluciéon exacta, y constituye la base de los métodos adaptativos de refinamiento de

malla en FEM. [21].
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Capitulo 5

Uso de Gridap

En el capitulo anterior se present6 el desarrollo del método de elementos finitos en
dos dimensiones (2D). La extension de estos procedimientos al caso tridimensional
(3D) es analoga, ya que se conservan los principios fundamentales de formulacion
variacional, discretizacion y ensamblaje del sistema y se presenta el uso basico en un

ejemplo (3D).

En este capitulo se presenta el uso basico de la libreria Gridap en el lenguaje de
programacion Julia, asi como un ejemplo de implementacion en tres dimensiones,
con el objetivo de ilustrar la construccion y resolucion de problemas mediante el
método de elementos finitos en un entorno computacional moderno. Gridap se ha
desarrollado con el objetivo de proporcionar una plataforma flexible y extensible para
la simulacion de métodos de elementos finitos (FEM) en el lenguaje de programacion
Julia. Su arquitectura modular y su disenio basado en principios de programaciéon
genérica y orientada a objetos permiten a los usuarios abordar una amplia gama
de problemas de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) con relativa facilidad y

eficiencia computacional [3].

5.1. Componentes principales

a) Moédulo de Mallas (Grids):

El ntcleo de cualquier simulacion FEM es la malla, y Gridap ofrece un conjunto
de herramientas robustas para la creaciéon y manipulacion de mallas complejas.
Las mallas pueden ser generadas dentro de Gridap o importadas desde fuentes

externas, proporcionando una interfaz unificada para su gestion.
b) Modulo de Funciones de Forma (Shape Functions):
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5.2.

Este modulo es responsable de definir el espacio de funciones dentro del cual
se buscara la solucion aproximada. Gridap maneja un rango de funciones de
forma, desde las lineales hasta las de mayor orden, lo que permite a los usuarios

elegir la precision y complejidad de su aproximacion.

Moédulo de Ensamblaje (Assembly):

La construccion de matrices de sistema y vectores de carga es una tarea
fundamental en FEM. Gridap automatiza este proceso, manejando la integracion

numérica y la aplicaciéon de condiciones de frontera de manera eficiente.

Moédulo de Solucionadores (Solvers):

Una vez que el sistema de ecuaciones ha sido ensamblado, se necesita un
solucionador para obtener la solucion aproximada. Gridap se integra con va-
rios solucionadores de Julia y de terceros, ofreciendo soluciones al sistema de

ecuaciones.

Modulo de Post-Procesamiento (Postprocessing):

La interpretacion de los resultados numéricos es tan crucial como la obtencion
de los mismos. Gridap proporciona capacidades para evaluar la solucién en

puntos arbitrarios, calcular errores, y realizar visualizaciones de alta calidad.

Ejemplo practico con Gridap

En este capitulo, presentaremos un ejemplo practico que demuestra la implementacion

de la metodologia de elementos finitos utilizando Gridap en Julia. Nuestro enfoque

se centrard en la resolucion de la ecuacion de Poisson en un dominio tridimensional,

empleando condiciones de frontera de Dirichlet. Este ejemplo ilustra el flujo de

trabajo tipico dentro de un entorno de elementos finitos, desde la generacion de

mallas hasta la visualizaciéon de resultados computacionales.
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5.2.1. Declaracion del problema

Este trabajo se centra en la soluciéon de la ecuacién de Poisson dentro de un dominio
especifico: una bola tridimensional. La geometria y el mallado de la bola se reali-
zaron utilizando la herramienta Gmsh, un generador de mallas tridimensionales, y
posteriormente se exportaron para su uso en Gridap, un entorno de elementos finitos

en Julia.

El problema matematico se puede formular de la siguiente manera:

—Au=f en(),

u=g en Of).

donde ) representa el dominio interior de la bola y 02 denota su superficie. En
nuestro caso, la funcion fuente f es constante, con f(z) = 1, y la condicién de

frontera de Dirichlet se especifica con g(x) = 2 en toda la superficie de la esfera.

El proposito de esta seccion es demostrar el proceso de implementacion de la solucion
numérica de la ecuaciéon de Poisson en un dominio tridimensional, utilizando las

herramientas y métodos proporcionados por Gridap.

5.2.2. Esquema numeérico

Para abordar la ecuacién de Poisson dentro de una bola tridimensional generada
en Gmsh, implementamos un esquema numérico basado en el método de elementos
finitos de Galerkin. Este método es particularmente adecuado para resolver problemas

en dominios con geometrias complejas como la bola.
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Figura 5.1: Dominio tridimensional con forma de bola €2 utilizado en la resoluciéon de la
ecuacion de Poisson.

La formulacion variacional del problema, o forma débil, es el primer paso para aplicar
el método de elementos finitos. La forma débil se establece buscando la solucién en
un espacio funcional adecuado que satisfaga las ecuaciones en un sentido integral.

Para nuestra ecuacion de Poisson, la formulacion variacional se expresa como:

Encontrar u € V' tal que a(u,v) = L(v)  para todov €V, (5.1)

donde V' es un espacio de funciones de prueba apropiado, y las formas bilineal af(-, )

y lineal L(-) estan definidas por:

a(u,v) = / Vv - Vudz, (5.2)

Q
L(U):/vadx. (5.3)

Aqui, f representa el término fuente constante y u es la funcién desconocida que desea-
mos aproximar. Las condiciones de frontera de Dirichlet se imponen adecuadamente

en el espacio de funciones de prueba.
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El problema de elementos finitos resultante se resuelve numéricamente mediante la
discretizacion del espacio funcional y la aplicacién de un solucionador lineal adecuado.
La solucién numérica se obtiene aproximando el espacio de soluciones y aplicando
métodos de integracion numeérica para evaluar las integrales en las formas bilineal y

lineal.

5.2.3. Implementaciéon con Gridap

La implementacion del esquema numérico descrito en la seccién anterior se lleva a
cabo en el lenguaje de programacion Julia, utilizando la biblioteca Gridap. Gridap
proporciona una serie de herramientas que facilitan la definicién de problemas de
elementos finitos y la resoluciéon de ecuaciones diferenciales parciales. La simplicidad
y potencia de Julia, junto con las abstracciones de alto nivel de Gridap, permiten

una implementacion eficiente y expresiva del problema de Poisson en la esfera.

5.2.3.1. Modelo discreto y carga de la malla

La geometria de la esfera y la malla asociada fueron creadas en Gmsh y exportadas
para su uso en Gridap. El primer paso en la implementacion es la carga de la malla
en el entorno de Julia. Esto se realiza a través del paquete GridapGmsh, que permite

la importacion directa de archivos de malla de Gmsh:

using GridapGmsh

model = GmshDiscreteModel ("esfera.msh")

Este modelo discreto importado contiene toda la informaciéon necesaria para definir
el espacio de elementos finitos y se utiliza como base para la posterior formulacion

del problema.

5.2.3.2. Espacios de funciones y condiciones de frontera

Una vez que el modelo discreto esté en su lugar, el siguiente paso es la definicion de

los espacios de funciones. En Gridap, se definen espacios de prueba y solucién que
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reflejan las condiciones de frontera de Dirichlet y las propiedades del material del

problema:

VO = TestFESpace(
model=model,
reffe=:Lagrangian,
conformity=:H1,
dirichlet_tags=["DirichletBoundary"]
)

Ug = TrialFESpace(VO, g)

En este fragmento de codigo, ‘VO° representa el espacio de funciones de prueba y ‘Ug'
el espacio de funciones de soluciéon, donde ‘g es la condiciéon de frontera de Dirichlet

aplicada a la superficie de la esfera.

5.2.3.3. Formulaciéon del problema y resolucién

La formulacion del problema en su forma débil y la configuracion del problema de
elementos finitos se realizan a continuacion. Gridap ofrece una sintaxis intuitiva para

expresar la forma bilineal y lineal, y para ensamblar el sistema de ecuaciones:

a(u,v) = ((v)(w)d
1(v) = (vxf)d

op = AffineFEQOperator(a, 1, Ug, VO)

La solucién del sistema se obtiene mediante un solucionador lineal:

solver = LUSolver()

uh = solve(solver, op)

La funcién ’solve’ proporciona la solucion numérica ‘uh‘, que puede ser utilizada

para la posterior visualizacion y analisis de resultados.
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La Figura [5.2) muestra la distribucion de la solucion numérica de la ecuacion de
Poisson en una bola tridimensional. Para visualizar el comportamiento interno de la
solucion, se realiz6 un corte transversal del dominio utilizando la herramienta Clip

de ParaView.

Se observa que los valores minimos se encuentran sobre la frontera esférica, donde se
impone la condiciéon de Dirichlet © = 2, mientras que los valores méaximos aparecen
en la region interior del dominio debido al término fuente constante f = 1. Ademas,
la solucién presenta un comportamiento radialmente simétrico, consistente con la

geometria del dominio y las condiciones del problema.

Figura 5.2: Distribucion de la solucién numérica en una bola tridimensional.

Con estos pasos, se completa la implementacion del ejemplo practico utilizando
Gridap, desde la carga de la malla hasta la obtencion de la soluciéon numérica.

Ademas, se desarroll6 un cuaderno interactivo en Pluto. j1 para ilustrar la imple-
mentacion del método de elementos finitos en dos dimensiones, mostrando paso
a paso la generacion de la malla, el célculo de funciones base y la resolucién del
sistema lineal usando el paquete Gridap.jl. Este cuaderno se incluye como material

complementario en el Apéndice [A]
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Capitulo 6

Método generalizado de elementos finitos mul-

tiescala (GMsFEM) con malla gruesa

Los métodos de elementos finitos multiescala constan de dos ingredientes principales
que son funciones de base multiescala y la formulacion numérica global que combina
estas funciones base multiescala. Las funciones base estan disenadas para capturar

las caracteristicas multiescala de la solucion |11].

6.1. Problema Fino

Consideremos Ecuacion de Darcy o ecuacion de la presion de un fluido en un medio

pOroso

-V - (k(z)Vu(z)) = f(x) paraz € D,
(6.1)
u(z) =0, z€dD.

k(z) es un coeficiente multiescala y de alto contraste. se tiene que esta modela

distintos tipos de difusion dependiendo de k(z), tal como se muestra a continuacion.

» Si k(x) = constante entonces se tiene difusion homogénea.
La difusién homogénea ocurre cuando el coeficiente x(x) es constante en el

dominio.

» Si k(x) # constante entonces se tiene difusion heterogénea.

La difusion heterogénea ocurre cuando dicho coeficiente varia espacialmente.

kfll(ﬂf) 0

» Sik(x) = es una matriz simétrica 2 X 2 entonces se tiene

0 k?n(l‘)

difusion isotropica.
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La difusion isotropica describe un medio donde las propiedades son iguales en

todas las direcciones, por lo que la difusiéon ocurre de manera uniforme.

]{511(1’) 0

» Sik(z) = es una matriz simétrica 2 x 2, con ky1(x) # keo(z)

O kzg (1’)

entonces se tiene difusién ortotropica.
La difusiéon ortotrépica es un caso particular de anisotropia donde las direcciones

principales son independientes, pero con distintas intensidades de difusion.

kn (fl?) klg(l’)

» Sik(x) = es una matriz simétrica 2 x 2 definida positiva
k?gl(l‘) kQQ(l‘)

entonces se tiene difusion anisotropica.
La difusion anisotropica indica que el proceso de difusion depende de la direccion,

es decir, el material presenta propiedades distintas en diferentes direcciones.

En esta tesis s6lo se considero k(z) isotropico.

6.2. Formulacién variacional y estabilidad

Para poder visualizar la teoria que sustenta y se relaciona con el GMsFEM, se

considera la misma ecuacion diferencial parcial eliptica.

El objetivo de este método es hallar una solucién aproximada u(z) tal que u € H}(D)
y que cumpla la siguiente igualdad para cualquier funcion de prueba v(z) que se

encuentre en el espacio H} (D)

/Dﬁ(x)Vu(x)Vv(x) dx = /Df(x)v(x) dx. (6.2)

La formulacién de Galerkin pide encontrar en especifico a u(z) en el espacio VJ*(D)
y que siga cumpliendo la ecuacion con las funciones de test o prueba v(x) en el
mismo espacio. Es importante aclarar que, el espacio V"(D) es aquel conformado
por la discretizacion del dominio D por elementos finitos de funciones continuas
lineales por partes, relativas a la triangularizacion formada en la malla fina 7" y por

tanto, tomese VJ*(D) como todas aquellas funciones que pertenecen a V(D) y que
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son 0 en la frontera. Entonces, las integrales de la ecuacion [6.2] definen una forma
bilineal y un funcional lineal asociados al problema variacional, las cuales en esta

tesis se llamaran a y L, es decir;

a(u,v) = /D/{(x)Vu(x)Vv(x) dx, (6.3)

L(v) = /D F@)o(z) dr. (6.4)

La formulacién variacional del problema consiste en encontrar u € Hj(D) tal que
a(u,v) = L(v), para todo v € Vj'(D), (6.5)
o de manera matricial, de la siguiente forma
Au = b.

Y teniendo en cuenta que toda forma bilineal se puede escribir por medio de matrices,

se sigue que para todo u,v € V(D) se tiene que

u' Av = a(u,v) = /Dm(ac)Vu(x)Vv(x) dz, (6.6)

vTh = L(v) = /Df(x)'u(x). (6.7)

A continuacién se verifica que la formulacién variacional asociada a la ecuacion de

Darcy satisface las hipotesis establecidas en la definicion [2.6
Considérese la ecuacion 6.1,

ademés, supongase que el coeficiente de permeabilidad satisface

0< Kmin S /i(flj') S Kmsx < 00,
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para casi todo z € D.

A continuacién se verifican las propiedades fundamentales de la formulaciéon variacio-

nal.

Proposicion 6.1. La aplicacion a : H} (D) x H}(D) — R define una forma bilineal.

Demostracion. Sean u,w,v € H}(D)y «a, 3 € R.

Se tiene que

alau + pw,v) = / k(x)V(au + fw) - Vo dz.

D

Por linealidad del operador gradiente,

V(au+ fw) = aVu + fVw.

Sustituyendo esta expresion en la integral anterior, se obtiene

alau + fw,v) = / k(z)(aVu+ fVw) - Vo dz.

D

Aplicando la distributividad del producto interno,

a(ou + pw,v) = /

D

ak(z)Vu - Vodr + / Br(z)Vw - Vo dz.
D

Por linealidad de la integral,

a(au + pw,v) = a/

k(x)Vu - Vodr + B/ k(x)Vw - Vo de.
D D

Por lo tanto,

a(au + fw,v) = aa(u,v) + Ba(w,v).

De manera analoga se prueba la linealidad respecto de la segunda variable. Por lo

tanto, a(-, ) es una forma bilineal. O
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Proposicion 6.2. La forma bilineal a(-,-) es continua sobre H} (D) x H(D).

Demostracion. Sean u,v € H} (D).

Entonces,

|a(u, v)| =

/ k(z)Vu - Vodz|.
D

Aplicando la desigualdad triangular,

la(u,v)| < /D |k(z)Vu - V| du.

Usando la desigualdad

|a - 0] <al[b],

se obtiene

la(u, )] < /D ()| Vul| Vo] d.

Como

() < Kmax,
para casi todo x € D, se sigue que
la(u,v)| < /iméX/D |Vul||V| dz.
Aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz se tiene

1/2 1/2
/|vuuw\dxg (/ \Vu|2dx) (/ ]Vv|2dx) |
D D D

Por tanto,
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1/2 1/2
la(u,v)] < Fmax </ |Vu|2dm) (/ |VU|2dl’) .
D D

Utilizando la definicién de la norma L?(D),

‘a(u, U>| S K;méd)(”quLz(D)HVUHLQ(D)

Finalmente, dado que

[VullL2py < [Jullg1(p),

IVvllLzpy < |vlla(py,
se concluye que
|a(u,v)| < Emax|vll o) V][ 11D)-

Por lo tanto, la forma bilineal a(-, ) es continua sobre H}(D) x H} (D).

Proposicion 6.3. La forma bilineal a(-,-) es V-eliptica sobre H}(D).

Demostracion. Sea v € H} (D).

Por definiciéon de la forma bilineal,
a(v,v) = / k(x)Vv - Vode.
D
Usando la identidad

Vo - Vo = |Vol?,

se obtiene
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a(v,v):/ k(z)| Vol dz.
D
Como

K(Z) > Kmm > 0,

para casi todo x € D, se sigue que
a(v,v) > /ﬁ?ml’n/ |Vou|*dz.
D

Por lo tanto,

a(v,v) > Fomin||Vl|72(p)-

Ademas, dado que v € H} (D), por la desigualdad de Poincaré existe una constante

Cp > 0 tal que

[v][r2(p) < Cpl[V| 12(D).-
En consecuencia, la seminorma
vl m(p) = [[VVl 22(p)

es equivalente a la norma |[v|| g1 (p) sobre Hg (D).

Por equivalencia de normas, existe una constante o > 0 tal que
a(v,v) > oz||v||%{1(D), Vv € Hy(D).

Por lo tanto, a(-,-) es V-eliptica sobre H}(D), es decir coerciva. O

Proposicion 6.4. El funcional lineal L : H} (D) — R es continuo.
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Demostracion. Sea v € H(D).

Entonces,

[ L(v)| =

/D f(2)o(z) do

Aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

Lol < ([ 1rpas) " ([ 1) "

Por definicién de la norma L*(D),

[L)] < I Fll2oyloll 2 ()

Usando la desigualdad de Poincaré en la expresiéon anterior

v||lz2py < Cp|IVV|L2(D)-

Ademés,
Vol 2py < (o]l (o)
Por tanto,
[L(v)| < Cpllfllrzm 1ol 10y
En consecuencia, L(-) es un funcional lineal continuo sobre H} (D). O

Teorema 6.1. El problema variacional asociado a la ecuacion de Darcy posee una

tinica solucion débil u € H (D).

Demostracion. De las proposiciones anteriores se tiene que la forma bilineal a(-, -)
es continua y coerciva sobre HJ (D) x H}(D), mientras que el funcional lineal L(-)

es continuo sobre H} (D).

61



CAPITULO 6. METODO GENERALIZADO DE ELEMENTOS FINITOS
MULTIESCALA (GMSFEM) CON MALLA GRUESA

Por el teorema de Lax—Milgram, existe una tnica funciéon

u € Hy(D)

tal que

a(u,v) = L(v), Vv € Hy (D).

Por lo tanto, el problema variacional asociado a la ecuaciéon de Darcy estd bien
planteado. Ademaés, la soluciéon depende continuamente del término fuente f, lo cual

garantiza la estabilidad del problema variacional. O]

6.3. Construccion de funciones base multiescala

La construccion de las funciones base multiescala presentada en esta seccién sigue
el enfoque desarrollado en [15]. Al igual que en los métodos FEM clasico y Método
de Elementos Finitos Multiescala (MSFEM), para aproximar la funcion wu(z) se
considera una particion gruesa T del dominio D y asi, para dar una solucién u(x)
mas adaptada a la solucion real, se introduce una malla que refina la particion
y que se denota como T". Sean {z;} los nodos de la malla 7. Se formaran las
funciones base en cada uno de estos nodos. Sin embargo, para hacer estas funciones
mas robustas en su soporte, se toma la informaciéon mas importante relativa a la
vecindad que lo rodea, para ello se define la vecindad de dicho punto de la siguiente

forma.
wi= | J{K; eT" 2, € K} (6.8)

Las vecindades gruesas w; corresponden a las regiones asociadas a cada nodo de la
malla gruesa y son utilizadas para construir problemas espectrales locales [10]. En la

Figura [6.1] se muestra la vecindad del nodo z; en el dominio D.
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TH : malla gruesa

Figura 6.1: Vecindades del dominio D. Elaboracién propia en Matlab.

Asi, para hallar las funciones base que ayudaran a aproximar la solucion real, se
considera el siguiente problema de autovalores de alto contraste, tomando como

dominio a cada una de las vecindades w;.

—div(k(z)VY) = Ax(x)1. (6.9)

Este problema espectral local permite identificar los modos dominantes asociados a las
heterogeneidades del medio poroso. La seleccion de los autovectores correspondientes
a autovalores pequenos permite construir espacios reducidos capaces de capturar las

caracteristicas multiescala de la solucion [10].

Observe que nuevamente en la anterior ecuacion se tiene un problema parecido al
inicial, pero en un dominio mas pequeno, entonces se sigue que la formulacion débil
del problema pide encontrar autovectores ¢ y un ntimero real A tal que para cualquier

funcion de test z € Hj(w;) se tenga que
/ k(2)Vi(2)Vz(z) do :/ A&(x)z(x) de. (6.10)

Esto se puede representar andlogamente utilizando la forma bilineal a definida

previamente en [6.3] y la forma bilineal m, que se define;
m(z1, 22) = / k()21 (z)22(x) de. (6.11)
D

Entonces, la ecuacion [6.10] se puede expresar en términos de formas bilineales como
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un problema de autovalores y autovectores generalizados. Tal como se muestra a

continuacién

u, (¥, 2) = Amy,, (¥, 2)  con  z € H}(w;). (6.12)

Sin embargo, se esta trabajando con la formulaciéon de Galerkin, entonces realmente
se esta buscando una funcion de prueba z en Vj” (D), es decir, en un subespacio
de V(D) que solo tiene las funciones base de FEM definidas sobre los nodos de la

malla fina que se encuentren en la vecindad w;.

Para mayor claridad, los autovalores y autovectores resultantes de la solucion de
dicho problema se notardn como {A%"} y {¢;"} respectivamente. Como se menciono,
solo se escogeran los dominantes. Asi, al finalizar este procedimiento con todas las
vecindades, se conforma el espacio generado por todos los autovectores escogidos y
se procede a ordenar estos autovectores segtin su autovalor asociado (de menor a
mayor). A este espacio formado se le notard como Vs el cual sera el espacio de las

funciones base multiescala generalizadas.

Para la construccion del espacio grueso, se seleccionan los espacios correspondientes

a autovalores pequenos. Esta base se define como:

(Di,f = szz)l7 1<i< Nm 1<e< Li7

donde L; es el namero de autovalores seleccionados para el nodo ¢, y x; es una

particion de la unidad.

Finalmente, el espacio multiescala espectral local se define como

Viyms = span{®; ;} con 1 <i < N,y 1 < (< L,.

Entonces, la soluciéon en la malla gruesa

up(z) = Z P,
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del problema se encontrara tomando las funciones de prueba v(z) en el espacio Vs

y solucionando la ecuacion a(u,v) = L(v).

La matriz del sistema en malla gruesa se obtiene mediante la transformacion

Ag = RyAR?,

donde
RT = [CI)l? . '7(I)Nc]'

En este contexto, las funciones ®; corresponden a bases discretas definidas sobre la
malla fina. Para simplificar la notacién, se emplea el mismo simbolo para las bases

multiescala continuas.

La solucion multiescala de elementos finitos se obtiene proyectando la solucion fina

sobre el espacio Vs, lo cual se expresa mediante la ecuacion

Aoug = bo,

donde
bo = Rpb.

Finalmente, la solucién en la malla gruesa se mapea de vuelta a la malla fina mediante

u = Ruyg.

Con la construccion del espacio multiescala Vs y la formulacion del sistema reducido,
se obtiene una aproximacion eficiente de la solucion del problema fino mediante un
numero significativamente menor de grados de libertad. Sin embargo, dado que esta
aproximacion se basa en la seleccion de un subconjunto de funciones base locales, es

necesario evaluar la calidad de dicha reduccion y cuantificar el error introducido.

En particular, resulta fundamental analizar como la omisiéon de ciertos modos
espectrales en cada vecindad afecta la precision global de la soluciéon. Con este

proposito, en la siguiente seccién se desarrolla el analisis tedrico del error del método
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GMsFEM, incluyendo estimaciones a priori y a posteriori que permiten caracterizar

la convergencia del método y evaluar la eficiencia de las funciones base seleccionadas.

La eleccion del nimero de funciones base adicionales m se realiza a partir del
problema espectral local asociado al método GMsFEM. En general, se seleccionan
las funciones base correspondientes a los autovalores més pequenos, ya que estas
contienen la informacién dominante del comportamiento multiescala de la solucion.
Un criterio comin consiste en fijar un umbral espectral 7 y conservar tinicamente las

funciones base cuyos autovalores satisfacen
)\i <T.

De esta manera, el nimero de funciones base depende del comportamiento espectral

del problema y del nivel de precision deseado en la aproximacion [10].

6.4. Teoria del error del método generalizado de

elementos finitos multiescala (GMsFEM)

El Método Generalizado de Elementos Finitos Multiescala (GMsFEM) se basa en
resolver la ecuacion de Darcy eliptica de segundo orden. El método busca aproximar
la solucion fina u(z) por una solucion multiescala w,,s(x) sobre un espacio reducido
Vyms construido a partir de funciones base locales que capturan las heterogeneidades

del coeficiente x(z) [8].

Esta aproximacion se lleva a cabo sobre un espacio pequeno generado por las funciones

base que codifican los modos principales de cada vecindario grueso.

6.4.1. Espacio de Galerkin multiescala

Recordando la formulacion variacional,

a(u,v) = L(v), para todo v € Hy (D),
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donde
a(u,v):/D/ﬁz(a:) Vu-Vudez, L(v):/Df(x)v(x)das,

la solucion aproximada se busca en un subespacio multiescala Vy,,,s C Hg (D) generado

por las funciones base
(I)l,Z:Xszjlv 1§Z§Nv7 1§£§Lz;

donde ;" son los autovectores asociados a los menores autovalores locales A}
del problema espectral definido en cada vecindario w;. De esta forma, el espacio

multiescala local se define como
Vgms = span{®; ¢}, Ums(x) = Z cio®io().
il
El sistema algebraico global equivalente se obtiene como
Agug = by, Ao = RyARL, by = Ryb,
donde Rl = [®1,®,,..., Py, ] es la matriz que proyecta la solucion fina sobre la base

multiescala.

6.4.2. Norma de energia

Para medir el error entre la solucién fina y la aproximada se define la norma de

energia asociada a la forma bilineal a(-, ), definida por
1/2
v, = Va(v,v) = (/ k(z) Vv - Vo dx) , para todo v € Hy(D).
D

Esta norma es equivalente a la norma del espacio H'(D) y sirve para medir la energfa

del campo de presion. El error en norma de energia se escribe como

[t — Umsla = [ — Uns]a-
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6.4.3. Estimacion a priori del error

Continuando con los resultados de [8] y [1], el error de la solucion multiescala se
puede acotar en términos de los autovalores locales no capturados en el espacio V.
Si Aj 1,41 es el primer autovalor no tomado en cuenta en la vecindad w;, entonces se

tiene la siguiente estimacién a priori:
(N —1/2
o= tmslle < Cmdx A2 1120,

donde C' es una constante independiente del contraste de x(z) y del tamano de
la malla gruesa. Esto demuestra que el error se reduce a medida que se incluyen
més funciones base locales, ya que los autovalores \; 1,11 aumentan para cada modo

adicional.

6.4.4. Estimacion a posteriori del error

Ademés, el error global puede evaluarse mediante residuos locales asociados a cada

vecindario. Sea R;(v) el residuo definido por

Ri(v) = / fvdr — a(tms, v), para todo v € V"% (w;),

y sea ||R;lly+ su norma dual correspondiente. Entonces, el error total satisface la

estimacion a posteriori:

2
‘/7:*.

=tz < CY N IRl
%

El valor A, il 41 es un indicador de la calidad de las bases locales: valores pequenos
indican que la informacion local no esta totalmente capturada, y valores grandes

muestran una buena representacion multiescala.
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6.4.5. Discusién e interpretaciéon

Cuando se analizan estas estimaciones, se observa que la exactitud del método
depende en gran medida del comportamiento local de la solucion en cada vecindad [1].
La cota a priori nos da una idea teorica de como se propaga el error. |1, mientras
que la cota a posteriori sirve para localizar las dreas donde mas falla y, por lo tanto,
donde mas necesita enriquecerse el espacio. Vi, [8]. Fisicamente, esto implica que el
método es capaz de detectar cambios en la multiescala del campo de presion y localiza
el esfuerzo computacional en las zonas donde el contraste de permeabilidad x(x) es
mayor, |1,8]. Asi, el estudio del error no sélo verifica la estabilidad y convergencia
del método, sino que también proporciona una guia para ajustar y seleccionar

adaptativamente las funciones base [8].
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Capitulo 7

Experimentos numéricos

En este capitulo se presentan los experimentos numéricos realizados con el método
GMsFEM con malla gruesa, con el propoésito de evaluar su desempeno en la apro-
ximaciéon de la solucién del problema de flujo en medios porosos heterogéneos. En
particular, se analizan tanto la capacidad del método para capturar altos contrastes
en el coeficiente de permeabilidad como su comportamiento en términos de precision

y estabilidad al variar el nimero de funciones base multiescala.

Con este fin, se consideraron dos tipos de escenarios. En primer lugar, se estudia
un medio poroso sintético, cuya construcciéon permite un control directo sobre la
heterogeneidad del coeficiente y facilita la validacion de la implementaciéon. Poste-
riormente, el método se aplica a un caso de referencia mas complejo, correspondiente
al benchmark SPE10 capa 85, el cual presenta una estructura altamente heterogénea

y constituye un estandar en la literatura.

7.1. Caso de validaciéon: medio poroso sintético

Como primer experimento, antes de aplicar el GMsFEM al modelo SPE10, se realiz0
un caso de prueba con un campo de permeabilidad sintético. Este caso busca validar
la construccion adecuada de las matrices en la malla fina y gruesa y la estabilidad

de la formulacién en presencia de heterogeneidad inducida artificialmente.

El dominio tomado fue = [0,1] x [0, 1] con condicién de frontera p(x,y) = y* + 52,
con p = g sobre Jf2, discretizado en una malla gruesa de N, x N, = 10 x 10
subregiones. Cada una de ellas se discretiz6 en una malla de n, x n, = 4 x 4

elementos, generando 40 x 40 celdas en la malla fina.
El campo de permeabilidad k(z,y) se genero6 aleatoriamente, con valores entre 1y
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10001, segun la siguiente formula:

k(z,y) = 14 10" (z, y),

donde &(z,y) corresponde a una variable aleatoria con distribuciéon uniforme en (0, 1).
El siguiente fragmento de c6digo muestra como se crea la malla y como se define la

permeabilidad heterogénea.

begin
ax = 0; bx = 1; ay = 0; by = 1; intx = [ax, bx]; inty = [ay, by]
Nx = 10; Ny = 10; nx = 4; ny = 4; additional_basis = 6;
Elements, Boundary, vertex_list, mesh_parameter, h, boundary_nodes, free =

square_mesh(nx, ny, Nx, Ny, intx, inty)

K = 10000*rand (Nx*nx, Ny*ny)
println("size(X) = ", size(X))
coefficient_values_aux = 1 .+ K[1:Nx*nx, 1:Ny*ny]

end

El objetivo es verificar que el método se mantiene estable y converge a la soluciéon

fina.

Malla gruesa y coeficiente de permeabilidad

2000

6000

4000

2000

Figura 7.1: Distribucion del campo de permeabilidad heterogéneo. Elaboracion propia.
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Tabla 7.1: Errores relativos para diferentes ntmeros de bases adicionales en el caso
sintético (¢t =0, N, = 10, N, = 10, n, = n, = 4).

m L Ly le|"e  Tiempo (s)
6 0.05362 0.00416 0.01126 2.1
8 0.04081 0.00389 0.00966 2.5
10 0.04341 0.00346 0.00897 3.2
12 0.02907 0.00291 0.00794 2.6
24 0.00250 0.00061 0.00070 4.3

32 0.00250 0.00063 0.00077 6.5

A medida que aumentamos el nimero de bases adicionales m, los errores relativos en
norma Lo y en energia disminuyen considerablemente, lo que evidencia la convergencia
del método multiescala. La mayor disminucién se produce entre m = 12 y m = 24,

donde el error en energia se reduce en un factor de 10.

A partir de m = 24, las mejoras son muy pequenas, lo que sugiere una saturacion del
espacio multiescala con la particion gruesa utilizada. El coste computacional (tiempo
de ejecucion) crece linealmente con m por el crecimiento del tamano del sistema
global. Entonces, un equilibrioo etre exactitud y coste se obtiene para m € [12,24].
donde la mejora en la aproximacion todavia justifica el aumento de tiempo. El caso

m = 32 da el menor error, pero con mucho mayor costo computacional.

A continuacién se presentan las graficas obtenidas al ejecutar el experimento.

2.00 2.00

175 40 175
30
150 2 1.50
10
125 125
288
0 20 30 40

(a) Solucién de referencia (malla fina)  (b) Solucion GMsFEM reconstruida

Figura 7.2: Comparacion de la soluciéon a escala fina y la multiescala con m = 12. Ambas
se comportan de manera similar, lo que demuestra que el método multiescala reproduce
fielmente la solucion fina.

En la Figura se comparan la solucién multiescala generalizada con m = 12
bases adicionales y la soluciéon de referencia en escala fina. Se nota que la solucion

multiescala reproduce fielmente las caracteristicas globales del flujo, resolviendo
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correctamente las oscilaciones espaciales forzadas por el campo de permeabilidad

sintético.

En general, la soluciéon multiescala se comporta de manera consistente con la fisica
del problema, demostrando que con m = 12 funciones locales adicionales por ve-
cindad se puede aproximar eficientemente la solucién de la malla fina a un costo
computacional mucho menor. Este resultado verifica la construccién adecuada de las
bases multiescala y la habilidad del método para capturar la informacién del medio

sin tener que refinar la malla global.

La implementacién completa de este experimento en Julia se encuentra disponible

en el Apéndice A.

7.2. Caso de estudio: SPE10 — capa 85

En esta seccion se presenta el caso de estudio SPE10, capa 85, ampliamente utili-
zado como benchmark en simulaciéon de flujo en medios porosos debido a su alta

heterogeneidad y complejidad multiescala.

7.2.1. Metodologia de preparacion del dato SPE10

Se us6 como referencia el benchmark SPE10 (10th SPE Comparative Solution
Project), Modelo 2, que ofrece campos de permeabilidad y porosidad altamente
heterogéneos; la malla 3D original es 60 x 220 x 85, siendo la capa 85 la heterogénea
Upper Ness, un corte 2D muy contrastado, ampliamente utilizado como caso test
de flujo en medios porosos. La caracterizacion del benchmark y la descripcion de
uso comparativo se encuentran en Christie Blunt (2001) y en el material piblico de

SPE/SINTEF. [7,]

Para esta tesis se extrajo la capa 85 a partir de archivos CSV: SPE10_perm_ layer85.csv

y SPE10_phi_layer85.csv. Al leerlos se verificaron dimensiones (60, 220) y, si venian
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transpuestos (220, 60), se reordenaron. Se aplicaron aserciones para asegurar positi-
vidad de la permeabilidad y ausencia de NaN /Inf. Los valores de permeabilidad se
convirtieron de miliDarcy a m? usando 1mD = 9.869233 x 107! m?, y se regulariza-
ron con un minimo de 1 x 107% mD antes de la conversién. El dominio se reescald
afinmente a Q = (0,1)? y el campo k(z,y) se acomod6 a la malla numérica usada en

los experimentos.

7.2.2. Formulacién del problema y parametros numéricos

Se resolvio la ecuacion de Darcy en Q = (0,1)% con f = 0, condiciones de Dirichlet
p=prenx=0yp=pgenz=1,y flujo nulo (Neumann) en y = 0, 1. La soluciéon
de referencia pyef se obtuvo en malla fina (o con una configuracion multiescala muy
enriquecida). El ntimero de funciones base adicionales por parche se denota por m.
En esta seccién se fijo la malla gruesa en N, = 6, N, = 22 y la malla fina por celda

en n, = n, = 10, sin oversampling (¢t = 0).

7.2.3. Resultados numéricos y anélisis

Se analiz6 la sensibilidad del error con respecto a m en {6,8,10,12,24,32}. Se
informa del error relativo en L, error relativo en L, error relativo en norma de

energia y tiempo total de ejecucion. Se resuelve la ecuacion de Darcy en 2D

~V- (k(z,y)Vp(z,y)) =0 en Q= (0,1) x (0,1), (7.1)

con condiciones de frontera

p(0,y) =1,  p(ly) =0,  Oup(x,0) = Ipp(z,1) =0, (7.2)

y forzante nulo f = 0.

La permeabilidad & se toma de SPE10, capa 85 (malla 60 x 220), se convierte de

mD a m? y se aplanan los datos en orden z-first para coincidir con la numeracién de
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elementos. La malla fina es la misma que SPE10: Nyn, = 60 y Nyn, = 220.
Se emplea GMsFEM. Para cada vecindario grueso se resuelve un problema eigen

local A;p = X\ M;¢ y se seleccionan modos por salto relativo de autovalores,

Ner1/ Ak >, v =10,

con tope de 10 modos por vecindario. Las bases se normalizan dentro del parche
(enmascarando fuera de I, y dividiendo por el maximo local, umbral 1071%). Las
condiciones de Dirichlet se imponen en todas las bases asociadas a nodos de borde
x =0,1. En el ensamblaje grueso se aplica una tnica vez la correcciéon del término

de frontera: by = R'b — Ayzp.

Los errores se miden respecto a la solucion fina pp:

1/2
lelle = e =il el = (5 [ = pae) ", (73

) 1/2
(/k\wpms—ph)\ d:c)
el WU |

PrllA B 1/2
[[pn] (/k|Vph|2dx)
Q

Para analizar como se comporta el error en funciéon del ntiimero de bases anadidas, se
llevaron a cabo simulaciones fijando la malla gruesa (N, = 6, N, = 22) y la malla fina
(ny = n, = 10). En todos los casos se oper6 sin oversampling (¢ = 0). El ntamero de
funciones base adicionales m se aumenté gradualmente para m = 6, 8,10, 12,24, 32, y para

cada caso se calcularon los errores relativos en norma Lo, norma L., y norma de energia.

Los resultados se resumen en la Tabla[7.2] donde también se muestra el tiempo total

de ejecucion de cada caso.
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m Lo Ly le|"e  Tiempo (s)
6 0.11165 0.07733 0.02587 215
8 0.11129 0.07629 0.02355 222
10 0.11103 0.07567 0.02264 196
12 0.11086 0.07465 0.02206 233
24 0.11027 0.07220 0.01970 257

32 0.10866 0.07050 0.01769 304

Tabla 7.2: Errores relativos para diferentes ntumeros de bases adicionales (t = 0, N, = 6,
N, =22, n, = n, = 10).

Al aumentar m, los errores relativos Lo y de energia descienden de forma sostenida; el
mayor salto se observa entre m = 12 y m = 24. El tiempo total crece con m, por el coste
del pre-computo local y el tamano efectivo del sistema. Un compromiso razonable se sitta
en el entorno m = 12-24, donde la mejora de error atin compensa el incremento de tiempo;

m = 32 produce el menor error pero con el mayor coste.

A continuaciéon se presentan las graficas obtenidas al ejecutar el experimento.

(a) Solucion de referencia (malla fina)  (b) Solucion GMsFEM reconstruida

Figura 7.3: Comparacion visual entre la soluciéon fina y la solucién reconstruida mediante
GMSsFEM para la capa 85 del modelo SPE10. Ambas imagenes utilizan la misma escala
de color para resaltar las diferencias locales.

La soluciéon multiescala reproduce la caida global de presion de izquierda a derecha y

las variaciones locales debidas a la heterogeneidad.

Para corroborar los experimentos numéricos sobre nuestro método implementado

aplicado a SPE10 capa 85 se construye una curva logaritmica de convergencia.
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Curva log-log de convergencia (GMsFEM, t=0)

1012}

—0— el
—&— lel, (energia)

Error relativo (escala log)

101 00 101 25 101,30

Numero de bases m (escala log)

Figura 7.4: Comportamiento del error relativo en funciéon del nimero de bases adicionales
m en cada vecindad. Elaboraciéon propia.

En la Figura [7.4] se ilustra la curva log-log de los errores relativos en norma Lo y
en norma de energia en funcién del nimero de bases adicionales m. Se aprecia un com-
portamiento decreciente en ambas normas, mas acusado en la norma de energia, lo que
demuestra la convergencia del método GMsFEM. Por otro lado, el error en norma L, se
estabiliza, como es caracteristico de configuraciones sin oversampling (¢ = 0). La tendencia
aproximadamente lineal en escala logaritmica indica que el error se comporta como una

potencia de m.

La implementacion completa de este experimento en Julia se encuentra disponible en

el Apéndice A.
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Capitulo 8

Estudios adicionales: GMsFEM sin malla gruesa

En esta seccion se presenta una variante del método (GMsFEM) que evita la cons-
truccion explicita de una malla gruesa estructurada. Este enfoque, denominado Meshfree
Generalized Multiscale Finite Element Method (MFGMsFEM), permite construir espacios
multiescala utilizando tinicamente una nube de puntos distribuidos sobre el dominio y
vecindarios locales asociados. La principal ventaja del método consiste en su capacidad
para tratar medios altamente heterogéneos y geometrias complejas sin depender de una
particion gruesa conformante del dominio.

La idea fundamental del método es reemplazar la malla gruesa tradicional por una
coleccion de vecindarios superpuestos construidos alrededor de puntos gruesos seleccionados
en el dominio. En cada vecindario se resuelven problemas espectrales locales asociados
al coeficiente de permeabilidad k(z), obteniendo funciones base capaces de capturar las
principales caracteristicas multiescala del medio. Posteriormente, dichas funciones locales
son combinadas mediante funciones de particion de unidad para construir un espacio
multiescala reducido.

Finalmente, el problema original se proyecta sobre este espacio reducido, obteniendo un
sistema de menor dimensién computacional. Una vez calculada la solucion multiescala, ésta
puede reconstruirse en la escala fina mediante una matriz de proyeccion. Este enfoque ha
mostrado buenos resultados en problemas de flujo en medios porosos con altos contrastes

de permeabilidad y configuraciones geométricas complejas (véase [22]).

8.1. Modelo matematico

El modelo estudiado estd dado por acompanado de condiciones iniciales y de
frontera apropiadas. Aqui, k(x) representa un coeficiente de permeabilidad altamente
heterogéneo y multiescala, el cual sera utilizado para la construccion del método GMsFEM

sin malla gruesa. El objetivo es reducir la dimensién del problema mediante la construccion
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de funciones base multiescala sin requerir una malla gruesa estructurada.

8.2. Construccion de la escala gruesa sin malla

En lugar de utilizar una malla gruesa convencional, el dominio D se descompone en
una colecciéon de vecindarios gruesos superpuestos 5;, construidos alrededor de una nube

de puntos gruesos

N

Estos puntos pueden obtenerse mediante técnicas de teselaciones centroidales de Voronoi

o mediante distribuciones adaptadas al comportamiento espacial del coeficiente de per-

meabilidad x(x), ver Figura y Figura|8.1d

Cada vecindario grueso .S; se define como
S; = KM max ||y — x| <r;, KleTh}, 8.1
{8 iy =l <0 (5.1)

donde r; representa el radio de influencia asociado al punto grueso z;, y 7" corresponde a

una malla fina de referencia utilizada para resolver los problemas locales, ver Figura

log10(kappa) Cloud points and selected point

(a) Malla fina 7. (b) Coeficiente log;y(k(x)).  (c) Nube de puntos gruesos.

Figura 8.1: Construccion de la discretizacion meshfree utilizada en el método MFGMs-
FEM. Se muestra la malla fina de referencia, la distribucion heterogénea del coeficiente de
permeabilidad y la nube de puntos empleada para definir los vecindarios locales.

La construccion de esta discretizacion meshfree permite definir vecindarios locales
asociados a la heterogeneidad del medio. Sobre dichos vecindarios se construiran las

funciones base multiescala mediante problemas espectrales locales.
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8.3. Calculo de las funciones base multiescala

Para capturar las heterogeneidades locales del coeficiente k(z), se resuelven problemas
espectrales locales en cada vecindario grueso S;. En particular, se buscan autofunciones

Si v autovalores \Y' tales que
k k

—V - (k(2)VY2) = Nik(x)byt, x €S (8.2)

con condiciones de contorno de Neumann homogéneas sobre 0.5;.

Los autovalores se ordenan de menor a mayor y se seleccionan los primeros N, modos
dominantes para construir el espacio multiescala local. Estas funciones contienen la
informacion principal asociada a las variaciones multiescala de la permeabilidad.

Para garantizar continuidad global entre los vecindarios, se introducen funciones de

particion de unidad W;(z), definidas mediante funciones spline ctibicas de soporte compacto:

Wiz) = <240 (8.3)

25 ¢5(w)

Donde ¢;(x) es una funcion spline cibica de soporte compacto. Un ejemplo de funcion de

particion de unidad asociada a un vecindario local se muestra en la Figura [8.2a]

Las funciones base multiescala se construyen entonces como
s — Wt 1<i< Ny, 1<k<N,. (8.4)

Ejemplos de funciones base multiescala obtenidas mediante el método MFGMsFEM se

presentan en la Figura [8.2D]
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Partition of unity W25

1
0.9
0.25
0.8
GMSFEM basis 1 GMSFEM basis 2 <1073
0.7 0.2 1 1
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0.4 E -
0.1 .
03 X %103 0 05 1
02 0.05
0.1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Funcion de particion de unidad W;(x). (b) Funciones base multiescala obtenidas me-
diante MFGMsFEM.

=T S ] e
S

Figura 8.2: Construccion de funciones base multiescala en el método MFGMsFEM. Se
muestra una funcién de particiéon de unidad asociada a un vecindario local y ejemplos de
funciones base multiescala obtenidas mediante problemas espectrales locales.

Finalmente, el espacio multiescala reducido queda definido por

Vo = span {¢}"}. (8.5)

8.4. Formulacién variacional en la escala gruesa

El problema de Darcy se proyecta sobre el espacio multiescala V{, obteniendo la

formulaciéon reducida: encontrar p,,s € Vj tal que
a(Pms, V) = F(vms), Vv € Vg, (8.6)

donde

a(Pms, V) = /D/i(x)mes -Vvdz, F(v) = /vada:. (8.7)

Introduciendo la matriz de proyecciéon multiescala Ry, las matrices reducidas se obtienen
mediante

Ay = RyARY, bo = Rob. (8.8)
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Por tanto, el sistema reducido en la escala gruesa queda dado por
AOpms = bo. (89)
El sistema final en la escala gruesa es:

AOpms = bo. (810)

8.5. Recuperacion de la solucion a la escala fina

Una vez resuelto el sistema multiescala, la solucion en la escala fina se obtiene mediante

la interpolacion con RY:

P~ RY pns. (8.11)

De esta manera, el método permite aproximar eficientemente soluciones de problemas con
coeficientes altamente heterogéneos utilizando un nimero significativamente menor de
grados de libertad respecto al problema original.

Coarse GMsFEM solution Fine FE solution

0.035

0.05 0.05
004 0.03 008 0.03
0.03 0.025 0.03 0.025
2 S
2 002 0.02 0.02 0.02
0.01 0.015 0.01 0.015
0 0
; 0.01 b 0.01
! 0.005 ! 0.005
05 g 05 -
05 05
0 0
y 00 x y ) M

(a) Soluciéon multiescala obtenida me- (b) Solucion de referencia mediante ele-
diante GMsFEM. mentos finitos en malla fina.

Figura 8.3: Comparacion entre la soluciéon multiescala obtenida mediante el método
GMSsFEM vy la solucion de referencia calculada sobre una malla fina.

Las aproximaciones mostradas fueron obtenidas considerando un problema bidimensio-
nal de Darcy con coeficientes altamente heterogéneos. La solucion multiescala fue calculada
mediante el método GMsFEM sin malla gruesa utilizando funciones base construidas a

partir de problemas espectrales locales, mientras que la solucién de referencia fue obtenida
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resolviendo el problema completo sobre la malla fina.
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Capitulo 9

Conclusiones y trabajos futuros

En esta tesis se estudié el Método Generalizado de Elementos Finitos Multiescala
(GMsFEM) para la aproximaciéon numeérica de la ecuacion de Darcy en medios porosos
heterogéneos. El trabajo integro aspectos tedricos, variacionales y computacionales relacio-
nados con el método de elementos finitos clasico y su extension multiescala, enfatizando la
construccion de funciones base enriquecidas capaces de capturar informacion local asociada

a coeficientes altamente heterogéneos.

Desde el punto de vista teodrico, se presentaron fundamentos de analisis funcional,
formulacion variacional y métodos de Galerkin necesarios para justificar el marco mate-
mético del método de elementos finitos. En particular, la formulacion débil del problema
eliptico permitio establecer el problema en espacios de Sobolev apropiados y garantizar

propiedades de existencia, unicidad y estabilidad mediante el teorema de Lax—Milgram.

La formulacion multiescala desarrollada mediante GMsFEM mostré que la incorporacion
de funciones base obtenidas a partir de problemas espectrales locales permite construir
espacios de aproximacion enriquecidos capaces de representar las oscilaciones inducidas por
coeficientes de permeabilidad con altos contrastes. La seleccion de autofunciones asociadas
a los autovalores dominantes permitio reducir significativamente la dimensiéon del problema

global sin perder precisién en la aproximacion de la solucién fina.

Los experimentos numeéricos realizados sobre medios heterogéneos sintéticos y sobre el
benchmark internacional SPE10, especificamente en la capa 85, evidenciaron que el método
reproduce adecuadamente el comportamiento de la soluciéon de referencia calculada sobre
malla fina. En particular, se observo una disminucién mondétona de los errores relativos
en norma L? y norma de energfa al incrementar el niimero de funciones base adicionales
por vecindad, lo cual confirma numéricamente la convergencia del espacio multiescala

enriquecido hacia la solucién fina.

Los resultados obtenidos muestran ademés que el parametro correspondiente al niimero
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de funciones base adicionales influye directamente en la precision y el costo computacional
del método. Se identifico experimentalmente que valores de m € [12,24] proporcionan
un balance adecuado entre reduccion del error y eficiencia computacional para los casos
considerados. Aunque el incremento de funciones base mejora la aproximaciéon, también
incrementa el tamano del sistema multiescala y, por consiguiente, el tiempo de ensamblaje
y resolucion del sistema lineal global.

La implementaciéon computacional realizada en Julia permitié desarrollar de manera
eficiente tanto el método de elementos finitos clasico como el método GMsFEM. El uso de
Julia demostré ser adecuado para la manipulacion de estructuras matriciales dispersas,
el ensamblaje de sistemas lineales y la implementacion de problemas espectrales locales
asociados a métodos multiescala.

Los resultados obtenidosmuestran que GMsFEM establece un esquema multiescala ro-
busto y eficiente para la aproximaciéon de problemas con coeficientes altamente heterogéneos
ya que combina reducciéon de costo computacional y precisiéon numérica.

Adicionalmente, se presenté un estudio complementario relacionado con una formula-
cion del método GMsFEM sin malla gruesa. Este enfoque mostrd que es posible construir
funciones base multiescala utilizando vecindades locales definidas mediante nubes de
puntos, evitando la dependencia explicita de una malla gruesa estructurada. Esta formula-
cion constituye una alternativa prometedora para problemas definidos sobre geometrias
complejas o dominios donde la generacion de mallas resulta costosa.

Finalmente, los resultados obtenidos permiten concluir que el método GMsFEM
constituye una herramienta numérica eficiente para la simulaciéon de flujo en medios
porosos altamente heterogéneos. El método logra reducir significativamente el niimero de
grados de libertad respecto a discretizaciones finas globales, conservando una aproximacion
precisa de la solucion y capturando adecuadamente los efectos multiescala inducidos por
el coeficiente de permeabilidad.

El material presentado en este trabajo permitié ademas contribuir en la publicacion de
tres trabajos en donde se aplican de manera exitosa estas técnicas. En un primer traba-
jo |20], se realizo un estudio comparativo entre el método de elementos finitos clasico (FEM),

el método multiescala de elementos finitos (MsFEM) y el método generalizado de elemen-
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tos finitos multiescala (GMsFEM) para problemas de difusion en medios heterogéneos.
Asimismo, se desarrollaron implementaciones computacionales en FreeFem-++ y MATLAB,
analizando el comportamiento de los métodos en medios homogéneos, heterogéneos y de
alto contraste.

En un segundo trabajo, [22|, se propuso un enfoque combinado entre el método
generalizado multiescala de elementos finitos sin malla (MFGMsSFEM) y la integracion
temporal exponencial para resolver problemas parabélicos en medios porosos heterogéneos
multiescala. El trabajo desarrolla una aproximacion espacial robusta sin requerir una
malla gruesa estructurada, ademas de un analisis riguroso de convergencia y estabilidad.
Los resultados numéricos muestran reducciones significativas en el costo computacional y
mejoras en estabilidad para problemas multiescala de alto contraste.

En un tercer trabajo [23] se extendio el enfoque MEFGMsFEM con integracion expo-
nencial hacia problemas tridimensionales de adveccién-difusion en medios heterogéneos y
de alto contraste. El trabajo incorpor6 nuevas funciones base multiescala con efectos de
adveccion y mostro, mediante experimentos numeéricos, mejoras en estabilidad y eficiencia
para simulaciones multiescala tridimensionales.

La comunidad de investigadores que desarrolla y aplica el método GMsFEM continta
en crecimiento. Este método ha sido aplicado a distintos tipos de ecuaciones diferenciales en
medios heterogéneos o con parametros heterogéneos, debido a su capacidad para acelerar
el calculo de soluciones en este tipo de problemas. Ademés, GMsFEM es un método
flexible que puede adaptarse a diferentes discretizaciones y formulaciones numéricas. Por
ejemplo, podrian estudiarse versiones donde la discretizacion fina se construya mediante
esquemas de diferencias finitas o mediante discretizaciones no conformes. Varias de estas
ideas surgieron en conversaciones con el profesor Juan Galvis sobre posibles direcciones
interesantes de trabajo futuro.

Otra direccion es el uso de precision mixta en los célculos de las funciones base o en el
calculo de la solucién multiescala. Este enfoque todavia no ha sido explorado y representa
una direcciéon de investigacion interesante, ya que requiere analizar el efecto de la precision

numérica sobre la estabilidad y la precision del método.
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Apéndice A

Implementaciones

En este anexo se recogen las implementaciones realizadas a lo largo del trabajo para
distintos niveles del método de elementos finitos y extensiones multiescala. Cada una de
ellas se desarrolld para verificar los principios tedricos, la formulacion numérica y el analisis

de errores para los casos de estudio.

Autor: Yesy Karina Sarmiento

= Implementaciéon para: Método de elementos-finitos bases lagrangianas de grado 1

y grado 2.

» URL: https://github.com/Karinasarmientol/Metodo-de-elementos-finitos-Julia.
git

= Implementaciéon para: Uso de Gridap para la ecuacion de Poisson.

» URL:https://github.com/Karinasarmientol/FEM-multiescala-en-Julia/tree/
59a4d67efee290d9a56101292619195a4580449¢/Eq. %20Poisson’%20en,20Gridap

» Implementacién para: GMsFEM para ecuacién de Darcy-ermeabilidad sintética.

» URL:https://github.com/Karinasarmientol/FEM-multiescala-en-Julia/tree/
5fab5094c6081b62eef65621b402b9dab6f6163ac6/GMsFEM),20caso%20sintetico

= Implementacion para: GMsFEM para ecuacion de Darcy-SPE10 capa 85.

» URL:https://github.com/Karinasarmientol/FEM-multiescala-en-Julia/tree/
59a4d67efee290d9a56101292619195a4580449¢/GMsFEM-SPE10

= Implementaciéon para: GMsFEM sin malla.

» URL:https://github.com/Karinasarmientol/FEM-multiescala-en-Julia/tree/

152ea6052bel14abl1f798eab483f15073905c0867/GMsFEM}20sin%20malla
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APENDICE A. IMPLEMENTACIONES

Todos los codigos se probaron y estan disponibles en los repositorios de GitHub que se
enumeran en este apéndice para facilitar su revision, ejecucion y extension en trabajos

futuros.
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