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Introduccion

La teoria de control en las tltimas décadas se ha vuelto indispensable para entender el
mundo fisico, quimico, biolégico, econémico, etc, ya que éstos estan muchas veces enlazados
a un problemas de control y en su gran mayoria se modelan a través de una ecuaciéon de

estado

donde y es el estado o soluciéon de la ecuacion y u es el control a elegir de manera libre
para actuar sobre el mismo. Controlar la ecuaciéon anterior es hallar « en un conjunto de
controles admisibles U de manera que exista la solucion y, sin embargo no sblo se necesita
encontrar a u en el conjunto de controles admisibles U, sino que se busca el mejor control

o el control 6ptimo de manera que exista soluciéon de coste minimo.

Por su importancia hoy en dia la teoria de control a revolucionado el mundo ya que siempre
el hombre ha querido controlar su entorno, lo que sucede a su alrededor; ejemplo de esto
a sido la bisqueda de la automatizacién de procesos en la industria, en la tecnologia, en
la economia, en salud, en genética, etc. Hoy en dia la ley de causa-efecto no es estatica, es
dindmica; es decir, introducimos el control 6ptimo para obtener ciertos estados conforme
transcurre un determinado tiempo en algin tipo de proceso; dicho proceso lo vamos con-
trolando de manera sistematica para obtener un resultado deseado, pasando por diferentes
estados. Ejemplo de eso es la aviacion, cuando se quiere aterrizar un avién por medio de
la computadora cuando se pilotea a ciegas por las condiciones climaticas desfavorables.

En roboética tenemos un ejemplo simple acerca del control de un brazo rigido giratorio a
través de un motor puesto en el extremo de la estructura. Sea m la masa total localizada
en el extremo libre, asumimos que la barra tiene longitud 1 y no hay fricciéon, aplicando

las leyes de Newton a objetos giratorios obtenemos la ecuaciéon

mo(t) +mgb(t) = u(t),
donde 0 = 0(t) es el angulo del brazo medido desde la vertical en sentido antihorario, g es
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v

la constante de gravedad y u es el momento de torsiéon externo que se aplica al sistema.

En el problema anterior 6 es el que describe el estado del sistema y u es el control.

Otro ejemplo es la famosa ecuacion de la onda

Uy — Ugy = O, z e (0,L), t>0,
uw(0,t) = wu(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = wup(x), z e (0,L),
u(z,0) = w(x), z e (0,L).

El sistema anterior describe la vibracion de una cuerda de longitud L que permanece fija
en sus extremos x = 0y x = L, donde u = u(x,t) representa la altura a la que se encuen-
tra el punto x de la cuerda al instante de tiempo t. Mediante un control w(0,t) = wu(t)
queremos conducir a la particula de un punto inicial a un punto final, dicho problema a
sido objeto de muchos estudios a través de la historia de la matematica debido a su im-
portancia en ecuaciones de movimiento. Si consideramos la ecuacién bidimensional bajo

ciertas condiciones se vuelve el modelo perfecto para predecir y controlar terremotos.

Cabe mencionar que a medida que se avanza en la teoria de control, cada dia se atacan
problemas méas complejos con el fin de controlar aquellos fendémenos que parecen imposibles
de entender, es ahi donde la matematica entra en juego, ya que los distintos fenémenos
se representan por una ecuacion o un sistema algebraico o funcional (integral, diferencial
parcial u ordinario, etc), de ahi la relacion tan estrecha de la teoria de control con las
ecuaciones diferenciales. El presente trabajo de tesis tiene como objeto principal de estudio

el costo de la controlabilidad a cero de la siguiente ecuaciéon de transporte-difusion

Y+ My, — €Yz =0 si (t,z) € (0,7) x (0,L),
y(t,0) =wu(t) si te€(0,t),
y(t,L) = si te(0,t),
y(0,2) =wyo(z) si z€(0,L),

para L, T,e > 0, M # 0 constantes fijas, u € L*(0,T) la funcién de control y yo € L?(0, L)

el estado inicial del sistema.

En concreto, queremos estudiar el costo de controlabilidad a cero del sistema al tiempo T'
dado un estado inicial yo € L*(0,T), es decir, mostramos que existe una funcion de control

u € L*(0,T) tal que existe solucion tnica al problema en mencion y que satisface

y(T,x) =0, z €[0,L].
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Ademas queremos mostrar que sucede con dicho costo cuando € — 0.

Es conocido (ver [13]) que el costo de controlabilidad a cero al tiempo T' del sistema se
mide como la mejor constante C' = C(T, L, M, ) tal que para cada y, € L*(0, L) existe el
control v € L*(0,T) tal que

||“HL2(0,T) <C H?JO||L2(0,L) :

Notamos que si e — 0T, estudiar el costo de controlabilidad a cero al tiempo T' de nuestro
sistema es equivalente a estudiar el costo de controlabilidad a cero al tiempo T del siguiente

sistema de transporte

Y + Y. =0, te (0,7), x€(0,L),
y(t,0) =wu(t), te(0,7),
y(O,x) = yO(:E)7 YIS (07L)7

donde mostramos que el sistema anterior es controlable a cero al tiempo 7' si y s6lo si
T > L/|M|. Se ha querido emular dicho resultado para nuestro sistema en cuestion, sin
embargo lo que hasta ahora se ha obtenido son cotas para el tiempo T donde existe el
control exacto a cero, las cuales se han ido mejorando con los anos. En nuestro trabajo
de tesis realizamos las pruebas detalladas de estos resultados utilizando la teoria de los
semigrupos de operadores asi como el andlisis complejo, clarificando aquellos aspectos te-
diosos y haciendo ciertas correcciones, para asi proporcionar una guia para todas aquellas
personas que quieran abordar este tipo de problemas. A continuacién mostramos la orga-

nizaciéon de nuestro trabajo de tesis

En el capitulo 1 introducimos el problema que trataremos en nuestro trabajo de tesis, asi

como el planteamiento del mismo.

En el capitulo 2 tratamos aspectos preliminares que son relevantes para nuestro problema,
como la ecuacion de transporte y el método de los momentos que propone Fattorini en

[10] para la controlabilidad exacta para problemas de segundo orden de tipo parabdlicos.

En el capitulo 3 mostramos la existencia y unicidad de la soluciéon para nuestro problema
y planteamos la relacion que existe con el problema de transporte del capitulo 2, asi como

el significado del control a cero y su costo.

En el capitulo 4 damos una prueba detallada de los resultados de Glass para nuestro pro-
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blema esclareciendo y corrigiendo algunos detalles y proponiendo el lema 10 que es de

mucha importancia para la prueba de los resultados.

En el capitulo 5 damos una prueba detallada de la mejor cota que hasta ahora se conoce

para el caso M < 0. Ademas realizamos las conclusiones pertinentes de nuestro trabajo.
En conclusiones ponemos lo més relevante de nuestro trabajo de tesis.

En el apéndice A mostramos los elementos necesarios de la teoria de semigrupos de ope-
radores fuertemente continuos en un espacio de Hilbert H, aplicados a los sistemas de

ecuaciones diferenciales.

En el apéndice B mostramos algunos aspectos relevantes de los espacios de Sobolev que

utilizamos para nuestro problema.

En el apéndice C desarrollamos de ciertos detalles que utilizamos en su mayoria en el
capitulo 4, asi como una prueba completa de la formula (4.25) que es fundamental en el
capitulo 4 y de la formula (C.2) la cual es de mucha importancia en la prueba del lema
10.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema de

transporte-difusion

1.1. Ecuacién de transporte-difusion

Para constantes fijas L,T,e > 0,y M # 0, dadas u € L*(0,T) y yo € L*(0, L), considera-

mos el siguiente problema de transporte-difusion.

Y — EYpe + My, = 0,  t€(0,7)
y(t,0) = wu(t), te(0,7T),
y(t,L) = 0, te(0,7)
y(0,z) = yo(x), =€ (0,L).

1.2. Controlabilidad uniforme a cero

En general el problema (1.1)-(1.4) se dice que es controlable, si dadas las funciones yg, y; €
L*(0, L), podemos encontrar una funciéon v € L?(0,T) tal que la solucion y del problema
de Cauchy (1.1)-(1.4) satisface:

y(T,z) =y1(z), x€(0,L) (1.5)
y se dice que es controlable a cero o de controlabilidad nula cuando ¥, := 0, es decir
y(T,z) =0, z€(0,L). (1.6)

El costo de la controlabilidad a cero de la ecuacién de transporte-difusiéon se define como

1



Capitulo 1. Planteamiento del problema de transporte-difusion 2

£

la mejor constante C;

, > 0 tal que

» para cada yp existe u® € U(e, T, L, M,y) tal que y(T,-) = 0y ||[u°|| < Cllvoll,
donde U(e, T, L, M,y,) representa el conjunto de controles para (1.1).

El concepto de control uniforme a cero en (1.1)-(1.4) fue establecido por Fattorini y Russell
(ver [10]). Entonces es interesante hacernos la siguiente pregunta acerca del costo de la

controlabilidad a cero de nuestro problema en cuestién.

£

,Cual es el comportamiento asintotico de CF_,

, cuando € — 017

1.3. Formulacién del problema

Una vez planteado el problema de transporte-difusion, queremos encontrar la mejor cota
para la controlabilidad uniforme a cero de (1.1)-(1.4), ya que aunque muchos han dado

estimaciones de C:_,, todavia no son 6ptimas (ver [11, 19]) desde el punto de vista de la

cost?’
entropia. Otra motivacion para estudiar este problema es que F. Boyer muestra resultados

computacionales muy importantes en |5] para las ecuaciones no lineales de tipo parabolico.

La motivacion de estudiar la controlabilidad de (1.1), es que € representa la viscosidad de
fuga de una ecuacion de transporte-difusion, la cual queremos controlar en el limite hacia
cero de dicha viscosidad. Las soluciones de este problema son soluciones discontinuas, que
se obtienen a través del limite de viscosidad como se puede ver en |2, 3]. Un primer
ejemplo del resultado de controlabilidad de una ley de conservacién no lineal en el limite

de viscosidad de fuga fue dado en [12].

1.4. Ecuaciéon de transporte de primer orden

Sean T', L > 0y M # 0. Consideramos el problema de control de la ecuaciéon de transporte

uno-dimensional,

v+ My, = 0, te(0,T), z€(0,L), (1.7)
y(t,0) = wu(t), te(0,7), (1.8)
y(0>x) = yo(l’), LS (07L)7 (19)

donde yo € L*(0,L) y u € L*(0,T).
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Dicho problema es de interés debido a que si en (1.1)-(1.4), hacemos ¢ — 07 tenemos el
problema de transporte (1.7)-(1.9). Mas adelante probaremos que el problema de trans-

porte es controlable si y solo si T > L/|M]|

Para la ecuacion de transporte-difusion (1.1)-(1.4), Coron y Guerrero (ver [13]|) también

probaron que:

» SiT < L/M, entonces C:

cost

> exp(C - ¢71), para alguna constante C' > 0.

» SiT > K- L/M, entonces C:_,; < exp(—C -e71), donde

cost —

K=K(T,L,M)= sup {min{HuHLz(O,T) cueU(e, T, L, M, yo)}}

HyOHLQ(o,L)Sl

Mas atn, Coron y Guerrero en [13| probaron para (1.1)-(1.4) que
= si M > 0, el problema es uniformemente controlable a cero, para T' > 4.3L/M.

= si M <0, el problema es uniformemente controlable a cero, para T < 57.2L/|M|.

Probaremos los resultados propuestos en [11], los cuales desarrollaremos aplicando méto-
dos de anélisis armoénico, y haciendo ciertas precisiones para obtener los siguientes resul-

tados

= si M > 0, el problema es uniformemente controlable a cero para T' > 4.2L/M.
» si M < 0, el problema es uniformemente controlable a cero para 7' < 6.1L/|M]|.

Las estimaciones anteriores se encuentran a partir de dos enfoques diferentes; Coron y
Guerrero utilizaron una estimaciéon de Carleman, mientras que Glass utiliz6 un método
introducido por Russell que utiliza el analisis armoénico para resolver problemas de con-
trolabilidad (Ver [10]).

Aunque se ha avanzado en la teoria de control y en las ecuaciones diferenciales parcia-
les, todavia no se cuenta con las herramientas suficientes para enfrentar el problema de
controlabilidad uniforme a cero de la ecuacion de transporte-difusion, y las cotas que se
encuentran no son 6ptimas, es por eso necesaria una teoria mas sélida que pueda abordar
el problema de una forma mas concreta. Cuando el problema se plantea en dimensiones
arbitrarias la complejidad aumenta considerablemente, este problema se ha atacado desde
el andlisis funcional, el analisis armoénico, teoria de operadores, sistemas dinamicos y en la

actualidad también se esté utilizando el andlisis complejo como se puede ver en [19].



Capitulo 2

Ecuaciéon de transporte

2.1. Ecuacioén lineal de transporte de primer orden

Fijamos T, L > 0. Consideramos la llamada ecuacion de transporte

v+ vy, =0, t€(0,7), z€(0,L),
y(t,0) = u(t), (2.1)
y<07‘7:) = y0<m>’ YIS (07L)7

donde ¢ es el tiempo, u(t) € R es el control y y(¢,-) : (0,L) — R es el estado.
ult—x), 0<xz<t

Es facil verificar que la solucion para (2.1) esta dada por la funcion y(t, z) = ,
vz —t), 0<t<uz

siempre que u y yo sean funciones diferenciables.

Problema de Cauchy bien planteado
Para T', L > 0, en esta seccion damos sentido a la nociéon de soluciéon débil de la ecuaciéon
de transporte
Yt + Y = 0, te€(0,T7), ze€(0,L),
y(t,0) =u(t), te(0,7), (2.2)
y(0,2) = yo(x), x€(0,L),
donde yo € L*(0,7T), u € L*(0,T) son funciones dadas. Mostraremos que en tal sentido, el

problema esta bien planteado.

Primero supongamos que existe y € C*([0,T] x [0, L]) que satisface (2.2). Sean 7 € [0, T,

4
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¢ € C'([0,7] x [0, L]), entonces

/OT /OL[cbyt + Gy]dadt = 0.

Si integramos por partes obtenemos

[ ovisae+ [Contar— [ [0+ odue = [ 166 20r,2) 000, 2 (@)t

T

" / [6(t, L)yt ) — 6(t, 0)u(t)]dt

0r oL
_ /0 /0 (6 + Gulydudt = 0.
)

Lo anterior motiva la definicién de una soluciéon débil de (2.2).

Definicion 1 Para T, L > 0, consideramos yo € L*(0,L) y u € L*(0,T). Una solucion
débil de (2.2) es una funcion y € C°([0,T] x [0, L]) tal que para cada T € [0,T] y para toda
¢ € CH[0,7] x [0, L]) con ¢(t,L) =0 t € [0, 7], satisface que

/OT /OL(¢t + ¢, )ydxdt = /OL o(r, x)y(r, z)dx — /OL (0, 2)yo(z)dr — /OT o(t, 0)u(t)dt.
(2.3)

Cabe destacar que la definicién anterior motiva la siguiente observacion. Si y es una solu-

cion débil de (2.2) de clase C' en [0, 7] x [0, L], entonces se cumplira que
i yo € CH([0, L)),
ii. we CY([0,T]),
iii. y(0,2) = yo(x) para todo z € [0, L],
iv. y(t,0) = u(t) para todo t € [0,T],
v. y(t,x) + y.(t,x) =0 para todo (t,z) € [0,T] x [0, L].

El siguiente resultado muestra que las soluciones de (2.2) dependen continuamente de los

datos.

Teorema 1 Para T,L > 0, consideramos yo € L*(0,L), u € L?(0,T). Entonces (2.2)

tiene una unica solucion débil; ademds dicha solucion, denotada por y, satisface que

[y (7, ')HL?(O,L) < ||y0||L2(0,L) + Hu||L2(0,T) para todo T € [0, T]. (2.4)
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Prueba Para la existencia, es facil verificar que tal solucion de (2.2) estd dada por la
funcion
u(t—x), (t,x)€[0,T] x[0,L], z <t
y(t,z) = (2.5)
yo(x —1t), (t,x)€[0,T]x[0,L], x >t.

Para deducirla podemos utilizar el método de las caracteristicas, el cual se puede encontrar

en [14]. Una vez que tenemos esta solucion es facil probar la desigualdad. EL resultado

general se sique de la densidad de las funciones diferenciables en L2.

Forma alternativa de la prueba de la existencia: Otra forma de probar la existencia
de la solucion es utilizando la teoria de semigrupos de operadores lineales del apéndice A
como Sigue.

Caso 1: Consideramos u € C*([0,T]) con u(0) =0, yo € H'(0,L) con yo(0) = 0. Defini-

mos el operador lineal

A:D(A) C L20,L) — L(0,L)

2.6
f = Af = —fo 20

donde D(A) :={f € H'(0,L)| f(0) =0}.
Se puede mostrar que D(A) es denso en L*(0,L) y que A es un operador cerrado en el
sentido de la definicion A.1.

Notamos que para f € D(A),

(Af, f) = /ffxdx_— by (2.7)

esto implica que A es disipativo (ver A.2).

Para f € D(A), g € H (0, L) notamos que por integracion por partes

(Af, g) / fogdz = —F(L)g(L) + /0 fouda. (2.8)

Definimos el conjunto D(A*) := {g € H(0,L)|g(L) = 0}, entonces el operador A* dado
por A*g = g, g € D(A*), es el operador lineal adjunto de A. Para g € D(A*), tenemos

que

L 2

0

(A%g, 9) =/ 9g.dx = _gé ) <0, (2.9)
0

lo cual implica que A* es disipativo.
Elteorema A.9 asegura la existencia de una funcion z € C([0,T]; L*(0, L)) N C°([0, T]; H*(0, L))
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tal que
dz , 9
il Az —u'(t), en L*(0,L), (2.10)
2(t,0) = 0, telo,T], (2.11)
2(0,7) = wo. (2.12)
Definimos la funcién y € C*([0,T]; L*(0, L)) (" C°([0,T]; H'(0, L)) como
y(t,x) == z(t,x) + u(t) para todo (t,x) € [0,T] x [0, L]. (2.13)

Veamos que (2.13) satisface (2.3).
Fijamos T € [0,T) y ¢ € C*([0,7] x [0, L]). Notamos por integracion en espacios de Sobolev

(ver [9]) y (2.6)

/OT/OLgbx(t,x)[Z(t,:v)+u(t)]d:vdt: / / At )z, (t, @ d:ndt+/ o(t, L)z(t, L)d

Ademds

oo
_ / / 60,004 :(0)dadt + [y Dyt Ly
t

(£, 0)dt.
’ (2.14)

/ / Ot x)[2(t, ) + u(t)]dtde = / / Gu(t, x)z(t, x)dtdx + /OL u(T)o(r, x)dx

//(bt:c t)dxdt.

(2.15)
Para cada n € L*(0,L) por (2.10) se cumple
d dz ,
Lo = (SWm) = (AGE) -vOmpe,. (210
12(0,1)

Ahora consideramos el conjunto de funciones

Sea ¢(t,x

V =14(t) (), con € CH[0,7]), n € C([0,L]) yn(L) = 0.

= ¢(t)n(xz) € V. Para la primera integral a la derecha de (2.15) por (2.16) e
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mntegracion por partes tenemos

//¢ 2(t, x)dxdt = /w 2(t), >L20L
/w 0,1 oy
_ /mx T:Cd:l:‘—/(b()x (0, 2)d

(2.17)
Se puede ver en [6] que V es denso en el espacio C*([0,7] x [0, L]). Entonces por (2.12),
(2.14), (2.15) y (2.17), para cada ¢ € C*([0,7] x [0, L]) tenemos

/OT /OL(¢t + ¢y )ydadt = /OL (7, 2)y (7, x)dx — /OL #(0, ) yo(x)dx + /OT o(t, L)y(t, L)dt

(¢, 0)u(t)dt

0

En particular si tomamos ¢ =y ‘[O7T]X[O7L} tenemos

/OT |y(t,L)|2dt+/OLIy(r,x)de:/0T|u(t)|2dt+/0L|y0(x)|2dx

y de esta ultima expresion se sigue (2.4).

Caso 2: Sean yo € L*(0,L) y u € L*(0,T) funciones arbitrarias. Eriste una sucesion
{Yontnen C D(A) tal que yo,, — yo en L*(0,L) cuando n — oo. También existe una
sucesion {u, tnen € C*([0,T)) tal que u,(0) =0 y u, — w en L*(0,T) cuando n — oo.
Para cada n € N procedemos como en el caso 1, entonces existe una sucesion {y, fnen de
funciones en C1([0,T); L*(0, L)) C°([0,T; H'(0, L)) dada por y,(t,x) := z,(t, ) +u,(t),

donde z, satisface

dz,

- = Az, —u,(t), en L*0,L), (2.18)
2,(t,0) = 0, t € 10,77, (2.19)
2,(0,9) = Yon, (2.20)

ademads

1yallcoo.mz200.)) < Nnllz2ory + vomll 200y 7 =1
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Mids aun, para n,m € N procedemos como en el caso anterior para obtener

[y — ymHC’O([O,T];LQ(O,L)) < lun — UmHLZ(o,T) + 1Yo, — yo,mHLz(o,L) :

Es decir {y,} es una sucesion de Cauchy en C°([0,T]; L*(0, L)), por lo tanto existe y €
C°([0,T7; L*(0, L)) tal que y,, — y en C°([0,T]; L*(0, L)) cuando n — oo.

En particular
0

?
/¢T$yn(7xdx —>/¢T:L° (1, z)d.

Dado que

/OT /OL(¢t + ¢ ) ypdadt = /OL O(1, )y, (7, x)dx — /OL #(0, 2)yo n(x)dr — /OT o(t, 0)u, (t)dt,

para toda ¢ € C([0,7] x [0, L]) con ¢(t,L) =0 parat € [0,7], n € N, se sigue que y es la
solucion de (2.2).

Unicidad Supongamos que y1,ys son soluciones de (2.2). Notamos que y := y; — yo es la

solucion del problema de Cauchy homogéneo

vty = 0, (t,$) € [OvT] X [07 L]v
y(t,0) = 0, te(0,7),
y(0,z) = 0, z€(0,x).

También observamos que si ¢ € C*([0,7] x [0, L]) con ¢(t,L) =0, t € [0,7], entonces

/OT /OL[@ + ¢y lydadt = /OL y(1, 2) (T, 2)d. (2.21)

Definimos una sucesion de funciones { f, }nen en C'(R) tal que

{ fn =0, en [L,4+00), para todon € N (2.2)

falor) = y(1,-) en L*(0, L) cuando n — oo

Para n € N consideramos ¢, € C'([0,7] x [0, L]) dada por

b = fu(T+x—1), (t,2) €]0,7] x [0, L].
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Notamos que ¢,(7, L) = f,(L) = 0 para toda n € N y se satisface que
Gt + P = 0 en [0, 7] x [0, L].

Asi tomando ¢ := ¢, en (2.21) junto con (2.22), entonces

/OL Y(7, 2)bp (7, x)dx = /OL y(T, ) folz)dz =0,

por lo tanto,
L

L
i [ y(raf(e)ds = [ (s =o
0

n—oo 0

entonces y(t,x) = 0 para todo x € [0, L].

Controlabilidad exacta

Decimos que el sistema (2.2) es exactamente controlable al tiempo T > 0, si para cuales-

quiera 4o, y; € L?(0, L), existe una funcion de control v € L?*(0,T) tal que el problema de

Cauchy (2.2) satisface y(T,z) = y1(x), = € (0, L).

Teorema 2 FEl sistema (2.2) es controlable al tiempo T > 0 si y sélo si T > L.

Prueba Necesidad: Supongamos que T < L, sean yo = 1,y1 = 0 en [0, L]. Supongamos
que existe u € L*(0,T) tal que la solucion y de (2.2) satisface y(T,x) =0, x € (0,L). Tal

solucion debe estar dada por

(t )— U(t—x), (tax)E[O,T]X[O,L]7l‘<t
e 1, (t,z)e[0,T]x[0,L], x>t

Como T < L entonces y(T,x) =1, para todo x € (T, L), lo cual es una contradiccion.

Suficiencia: Sean yo, y1 € L*(0, L) arbitrarios. Definimos la funcién control

u(t) = (T —t) site(I'—L,T)
0, site(0,T—0L)

Entonces la solucion y de (2.2) dada en (2.5) satisface

y(T,2) = u(T - 2) = (T — (T - @) = i (2), Vo € (0, ).

Controlabilidad nula

Para T > 0 el sistema (2.2) es controlable a cero al tiempo T si para cada yo € L?(0, L)

existe u € L*(0,T) tal que la solucion de (2.2) satisface que y(T',-) = 0 en [0, L.
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Lema 1 El sistema (2.1) es exactamente controlable al tiempo T', si y sdlo si es controlable

a cero al tiempo T.

Prueba Necesidad: Es claro.

Suficiencia: Sean yo, y1 € L*(0, L) dadas.

a) Supongamos que existen yi € L*(0,L) y u* € L?(0,T) tal que la solucion y* €
C°([0,T7; L?[0, L)) del sistema

y; +yp =0, te (0,7), < (0,L),
y*(t,0) =u*(t), te€(0,7),
y*(0,2) = y5(x), =€ (0,L),

satisface
y'(T,z) = yi(z),x € L(0, L)

b) Por hipdtesis, para la funcion yo(z) — y; existe u € L*(0,T) tal que la solucion y €
C°([0,T); L*(0, L)) del sistema

U + Yy = 0, te(0,7), x € (0,L),
y(t,0) = a(t), te (0,7T)
Q(O,I> - yo(fL’) - yg(x), LS (OvL)

satisface
y(T,z) =0, x € (0,L).

¢) Definimos u(t) = u*(t) + u(t), t € (0,7) y ponemos
y(t,x) = y*(t,x) + g(t,z), para todo (t,z) € (0,T) x (0, L).
Fs evidente que dicha funcidn y satisface (2.2) y
y(T',x) = y(z), = €(0,L).

A continuacion mostramos la existencia de v y u*. Sea z € C°([0,T]; L*(0, L)) la solucion

del sistema

2tz = 0, te(0,T),z€(0,L), (2.23)
z(t,0) = 0, te(0,7), (2.24)
2(0,z) = yi(L—x), x€(0,L), (2.25)
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la cual esta dada por (ver 2.5)

A1) = { 0, (t,2) € [0,T] x [0, L], z < t (226

(L —z+1t), (t,x)e[0,T)x[0,L], 2>t

Definimos y; € L*(0, L) y u € L*(0,T) como sigue

yo(x) =2(T,L —x), z€(0,L),
u*(t) = 2(T —t,L), te(0,T).

Entonces se puede verificar que la solucion y* del sistema en (a) esta dada por
y'(t,x)=2(T —t, L —x), t € (0,T), = € (0,L).

Dualidad entre controlabilidad y observabilidad
Sean T, L > 0. Dada u € L*(0,T), consideramos la tnica solucion y € C°([0, T|; L*(0, L))
para (2.2) con yo = 0.

Definimos el mapeo lineal,

Fr: LX0,T) — L*0,L)

y o (T, (2.27)

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 2 FEl sistema (2.1) es exactamente controlable al tiempo T si y solo si Fr es sobre-

yectivo.

Prueba Necesidad: Es claro.
Suficiencia: Sean yo,y1 € L*(0,L). Sea § € C°([0,T7]), L*(0, L)) la solucidn del problema

gt"—gx:Oa t€(0>T)>$€<OaL)
y(t,0) =0, te (0,7)
?)(O,l’) = yO(I)7 HS (O7L>

Ponemos yo = (T, ) y y3 = y1 — ya. Por hipdtesis existe u € L*(0,T) tal que Fr(u) = y3
y g€ C[0,T]; L*(0, L)) que satisface

Ji+9:, =0, te(0,T), ze(0,L)
g(t,0) =u(t), te(0,7)
7(0,2) =0, =€ (0,L)
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yy(T,x) =ys(x), € (0,L). Entonces y(t,x) = y(t,z)+y(t, x) es la solucion del sistema

vy +y. =0, t€(0,T), z€(0,L)
y(t,0) =u(t), te(0,7)
y(0,$) = yo(m)’ YIS (OaL)

y satisface y(T,ﬁ) = Q(Tv x) + g(Tv l‘) = Q(T, ZL‘) + yl(x) - Q(Tv {E) = yl(x)’ LS (07 L)

Ahora recordamos que para una aplicacion lineal y continua F : Hy — H,, con H; y Hy
espacios de Hilbert, se tiene que F es sobreyectiva si y solo si existe una constante ¢ > 0,
tal que

| F*(@2) || g, = cll@ally, , para todo xo € Hy (2.28)

donde F* es el operador adjunto de Hilbert de F.
A (2.28) se le llama la desigualdad de observabilidad al considerar el operador (2.27).
Dicha ecuaciéon estd muy relacionada con el problema adjunto del sistema (2.2) como se

muestra en el siguiente resultado.

Lema 3 Sea zT € HY(0, L) tal que 27 (L) = 0. Sea z € C*([0, T]; L*(0, L)) N C°([0, T]; H'(0, L))

la solucion del sistema

2+ 2y 0, te (0,T), x € (0,L)
z(t,L) = 0, te(0,7) (2.29)
2(T,x) = 2T(x), € (0,L)
Entonces
F* (1) = 2(:,0). (2.30)

Prueba Observamos que la existencia y unicidad de la solucion de (2.29) se muestra de

manera similar o la ezistencia y unicidad de la solucion de (2.2).
Sea z € C'([0,T]; L*(0, L)) N C°([0,T]; H*(0, L)) la solucién de

Z = Az en L*(0, L),
2(75,0) = 0, te ((),T),
2(0,2) = ZI(L—1x), 2€(0,L),
entonces

2(t,x) =Z2(T —t,L — x), (t,x) €[0,T] x [0, L].

Sea u € C*([0,T]) con u(0) =0 yy € C[0,T]; L*(0, L)) C°([0,T); H(0, L)) solucidn
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del sistema

Y + Y =0 en L*(0, L), (2.31)
y(t,0) =u(t), te€[0,T] (2.32)
y(0, z) =0, x € [0, L] (2.33)

De (2.29), (2.31)-(2.33) e integrando por partes, tenemos que

L
<zT>«7:T(U)>L2(0,L) - / 2 (@)y(T, x)dx
0 . T L
= (zy)dtdz :/ / (2ey + 2ye)dxdt
Jo Jo
_ W+ zya)drdt — Vodad
v [ o
= /0 (t,0)u(t)dt = (2(-,0), W) 2o 1) -

Dado que el conjunto D = {u € C?*(0,T) : u(0) = 0} es denso en L*(0,T) se concluye la

prueba.

Finalmente de la desigualdad (2.28) se puede ver que el sistema (2.2) es controlable a cero

si y solo si se satisface la siguiente desigualdad de observabilidad

T L
/ 2(t,0)%dt > 02/ 2(T, x)*dx (2.34)
0 0

donde z es la solucion del sistema (2.29).

2.2. El método de los momentos

En esta seccion el objetivo es dar una descripcion del método de los momentos propuesto
por H. Fattorini y D. Russell en [10].

Para X, T € R", consideramos la ecuacion parabolica en [0, 7] x [0, X]

dy _ 0

dt Oz (W)g—i) +a(z)y +b(z) f (1), (2.35)

con condiciones de frontera

0
Agy(t,0) + Bo—y<t,o> — go(t), A24+B2+£0
S2(6X) = gu(t), AT+ B #0

(2.36)
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donde p(x) € C?[0, X], p(z) > 0, x € [0, X], b € L?[0, X], q(x) € C[0, X]. Las funciones
fy90 v g1 son interpretadas como las funciones de control y son admisibles si f, g;, 9] €
L?[0,T]. Dado un estado inicial

y(0,7) := yo(x) € L*[0, X] (2.37)

el problema (2.35), (2.36) y (2.37) tiene solucion tunica en el siguiente sentido:

i) Para cada t € [0,T], y(¢,-) € L?[0,X] y para t > 0, %(t,~), %(t,) existen en el
sentido de distribuciones (ver [14]) y estan en L?[0, X].

ii) La funcion ¢t — y(t,-) definida en [0,7] y con valores en L?[0, X], es continua en
[0,7] y es continuamente diferenciable en (0,7, en ambos casos, con respecto a la

norma en L?[0, X]. Ademés (2.37) se satisface en el siguiente sentido
tl_l/gi ly(t, ) — yOHLQ[O,X] = 0.

ili) Para cada t € (0,7] la ecuacion (2.35) se satisface en casi todos los x € [0, X] a

excepcion de un conjunto de medida cero.
iv) La condicion (2.36) se satisface para t € (0, 7.

El problema de control
Dada yr € L?[0, X], jes posible encontrar controles f, go y g1 tal que y(¢, z) sea la solucion
de (2.35)-(2.37) y que cumpla

y(T,z) = yr(x), = €[0,X]? (2.38)

A este problema se le conoce como el problema de control exacto, ya que se quiere llegar
del estado inicial (2.37) al estado final (2.38).
Cuando

yr =0 en [0, X], (2.39)

se le llama el problema de controlabilidad nula. Sea A el operador definido en L?[0, X]|

(Ay)(x) = (p(2)y ()" + q(x)y(x) (2.40)

con dominio D(A) consistente de todas las funciones y € L?[0, X] tal que ¢ y 3/ existen en
el sentido de distribuciones y son elementos de L?[0, X|; ademas cumplen las condiciones
iniciales Agy(0) + Boy'(0) = A1y(X) + B1y'(X) = 0.
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Es facil ver que A es un operador lineal auto-adjunto, es decir, A* = A.
Se puede probar que A posee una sucesion de autovalores {—\,, },,en reales y diferentes tal
que Ay < -+ <Ay < Apg1 < -+, y lim A, = oo, (ver [24])

n—oo

Es més, si
X
L= / p(z) 2dr < oo (2.41)
0
es conocido (ver [23]) que existe una constante real « tal que
2

A= Z5(n+a)’ + O(1). (2.42)

Asociados a los autovalores existe una sucesion de funciones {¢, }nen en L?[0, X] que son
ortonormales y que forman una base para L*[0, X|; es decir, cada funcion z € L?[0, X] se

puede escribir como una serie convergente en L?[0, X|, asi

e X
2= Cudn, donde ¢, = / (@) ()

n=1

Esto nos permite escribir

b= Butn, (2.43)
n=1
n=1

y(t,) =D ) én, (2.45)

Yyr = Z Un¢n7 (246)
n=1
con - - . .
Zﬂg<oo> Z,UEL<OO7 Zni(t)<oo, ZUZ<OO.
n=1 n=1 n=1 n=1

Se sigue que la condicion (2.38) es equivalente a
Na(T) = v,, n € N. (2.47)
Notamos ahora que para cada n € N la funcion

w(t,z) = gbn(x)e’\"(t_T) (2.48)
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es una solucion C*° de la ecuacion diferencial adjunta

w =5 (s ) - atau (2.49)

en el conjunto D = [0,7] x [0, X] con condiciones de frontera homogéneas (go = g1 = 0)
de la forma (2.36).

Entonces dicha solucion w(t, ) de la ecuacion adjunta, junto con la solucion y(t,z) de
(2.35)-(2.37) satisfaciendo (2.38), debe satisfacer

0= //  pe)ya)e — ala)y — @) FO)] + oy fwr + (p(@)wn)s + qlx)w]} dedt

- //{ax ) (yws — wy,)] + gyw }dazdt_// F(t)dudt

_ / / (1) (2)dadt + /O (T, 2)w(T, z) — (0, 2)w(0, 2)|dz

/ {p(X)[y(t, X)w.(t, X) — w(t, X)y.(t, X)] — p(0)[y(t, 0)wx(t,0) — w(t, 0)y.(t,0)] }dt

Usando (2.43)-(2.45), (2.48) y suponiendo que la solucion y(t, z) es de la forma (2.45) para

el problema (2.35)-(2.37) en el sentido antes mencionado en i)-iv), obtenemos

T T T
n(T) = e py, = / e MT0B F(t)dt+ / e =30 g0 (t)dt + / eI 3] gy ()dt
0 0 0

donde 0
B0 s B0,
By = p@) (2.50)
_A_O n(O) S1 BO = U,
p(X)¢n(X) si By #0,
=1 o (2:51)
e On(X) si By =

Ahora introducimos las siguientes sucesiones

T T T
= / e Mt (T —t)dt, ¢ = / e Mtgo(T — t)dt, ¥ = / e Mg (T — t)dt.
0 0 0
(2.52)
El problema (2.35) es exactamente controlable si y solo si 7,(T) = v, si y solo si existen

sucesiones 67(11), 57(12), 57(13) tales que

Uy — e, =& 462 4 &® 0 neN, (2.53)
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donde
&) = Back), &P = Bpe?, &P =Byl neN. (2.54)

?’LTL7 n-n

Como consecuencia, resolver el problema de controlabilidad exacta es equivalente a encon-

trar una soluciéon del siguiente problema de los momentos.

Para T > 0 fija, dada una sucesion {c, }n,eny queremos encontrar una funcion h € L?[0, T

tal que
T
/ e *!h(t)dt = c,, para todo n € N. (2.55)
0

Para resolver (2.55) notamos que si podemos construir una sucesion de funciones {1, },en

en L?[0,T)] biortogonal al conjunto de funciones {e~**}, oy, es decir
T
/ Un(t)e ™ mtdt = 6, para todo n,m > 1, (2.56)
0

entonces el problema (2.55) tendria una solucion de la forma

o0

h(t) = enthnl(?), (2.57)

n=1

siempre que la serie (2.57) converja en L?[0,T). Sin embargo, este problema es muy com-

plicado ya que debemos caracterizar las sucesiones {c,} para las cuales converge (2.57).
Si

o0

Z |nl "¢n|lL2[o,T] < o0, (2.58)

n=1
entonces la serie en (2.57) converge en L?[0, T]. Asi que debemos estimar 190l 120,77 cayo

valor depende de la sucesion de autovalores {\,} del operador (2.40).

En el trabajo de Fattorini y Russell se asume que los autovalores del operador (2.40) son
positivos, ya que A\, < A\,11, n > 1, {\,}nen esta acotada por abajo y A, — oo; asi que
existe A < 0 tal que A\, + A > 0.

a) Sea A = {)\, : n € N} el conjunto de autovalores del operador (2.40). Ponemos
E(A,T) :=span{e *'},cny C L2[0,T).
Entonces E(A,T) C L?[0,T] si y solo si

> Ai (2.59)

n=1""
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b) Sean A, :={\, :m #n}y E(A,,T) =span{e ' : m # n}.
Si se cumple (2.59) entonces E(A,,,T) C L?[0,T] para todo n € N.

¢) Si se satisface (2.59), entonces para cada n € N existe una tunica funcion r, €
E(A,,T) tal que

—Ant

e ) =inf{|le™" —r[|: r € B(A,,T)}.

- T"HLQ(O,T
Ademés (e=*! — r,) Lr para todo r € E(A,,T).

d) Se define la funcion ¢, (t) por
, te€(0,7T), (2.60)

donde .
di(T):/O [e™nt — 1, (1)]2dt. (2.61)

Entonces {1, }nen es el conjunto optimal biortogonal al conjunto {e '}, cy ya que

—Ant

e —r,Lr, para todo n € N.

e) Se puede notar de (d) que
[nll 2027 = (D). (2.62)

Ademas Kaczmarz y Steinhaus en [22] probaron que

LR (a2 I (1)

dy(00) = 55 E (Aj + )\n> Y I, (1 N §_>2 ) (2.63)

donde []’ denota el producto omitiendo el factor correspondiente a j = n.

f) Se puede ver que para cada T' > 0, existe una constante K7 > 0 tal que
d2(T) > K;2d2(00). (2.64)
Combinando (2.62), (2.63) y (2.64) tenemos
Mk 12 (1 + i_">

el oy < =5 f (2.65)

H;ill (1 - Ln)
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g) Sise cumple la condicion (2.41), entonces la relacion en (2.42) y el lema 3.1 en [10]

implican que existen constantes P, y ()2 tales que

H (1 + %) < exp[(K~V2Py + o(1)AY?], n — oo, (2.66)
j=1 J
T (1 - i—) < expl(K72Qs + o)AV, 1 — oo, (2.67)
i=1 7

donde K = 7°/L* y P, — Qy = 7.
De (2.66) y (2.67) se sigue que existe 7; > 0 tal que

HwnHm[o,T] < eXp[(Kil/QW + 771))‘}/2}-

La condicion (2.58) se satisface sin >n; y

o0

> " leal exp[(L + n)AY/?] < oc. (2.68)

n=1

h) Retomando el problema de control se puede notar que la sucesion {c,} esta dada
por (2.54), y es evidente que el comportamiento asintotico de {c,} depende del
comportamiento asintotico de las sucesiones {3,}, {8°} v {8.}. En [23] se prueba
que

0 o . \1/2 1 1/2
Bn ~ aO)\n/ 5 /Bn ~ al)\n/ )

donde ag # 0 y a; # 0 son constantes adecuadas.

A partir de lo anterior enunciamos el resultado principal de Fattorini en [10] sobre la
controlabilidad exacta de (2.35).

Teorema 3 Un estado final (2.38) puede ser alcanzado desde un estado inicial (2.37)
en el tiempo T > 0 por medio de los controles gy, g1 y f continuamente diferenciales y

acotados si existen constantes M,n > 0 tales que
| — e | < M exp[—(L +n)n], para todo n € N. (2.69)
Observamos que el sistema (2.35)-(2.37) es controlable a cero si se satisface que
e |y, < Mexp[—(L +n)n] para todo n € N. (2.70)

para ciertas constantes M,n > 0.



Capitulo 3

La ecuacion de transporte-difusion

Fijamos las constantes L, T > 0, ¢ > 0 y M # 0. Consideramos la siguiente ecuacion de

transporte-difusion:

Yi + My, — €Yy =0 si (t,z) € (0,T) x (0, L),
y(t,0) =wu(t) si te(0,7), (3.1)
y(t,L) =0 si te(0,7T),

donde ¢ es el parametro de viscosidad dado. En esta seccién vamos a mostrar que (3.1)

tiene una soluciéon cuando imponemos la condicién
y((),x) = yO(x)7 YIS [OvL]7 (32)

con yo € L?(0,L). Ademas mostraremos que el sistema (3.1)-(3.2) es controlable a cero
al tiempo T. Es decir, para cada condicion inicial iy € L*(0, L) mostramos que existe un

control v € L*(0,T) tal que la solucion y del sistema (3.1)-(3.2) satisface
y(T,z) =0 para todo z € [0, L. (3.3)

Nuestro objetivo principal es determinar el costo del control u(t) en (3.1). Cuando hacemos
tender ¢ — 01 en (3.1), obtenemos la ecuaciéon de transporte (2.1), la cual es controlable
al tiempo T' > L/|M]|.

21
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3.1. Problema de Cauchy bien planteado

Ahora consideramos el siguiente problema de Cauchy:

Y + My, — €Ype =0 si (t,z) € (0,T) x (0, L),
y(t,0) =wu(t) st te(0,7),
y(t,L) =0 si te(0,7T)
y(0,2) =yo(z) si ze€(0,L).

(3.4)

Probaremos la existencia y unicidad de la solucion utilizando el teorema A.12. Para esto
introducimos los operadores A, B y verificamos que satisfacen la definicion A.11 y la
desigualdad (A.3) para la controlabilidad.

Denotamos por H}(0,L) :== {f € H'(0,L) : B(0) = B(L) = 0}. Es conocido que H}(0, L)

es un espacio de Hilbert sobre el campo real dotado con el producto interior

L
<aaﬁ>Hé(07L) = /0 O‘mﬂwdx (35)

Denotamos por H~'(0,L) el dual normado de Hj(0,L). Dado f € H'(0,L), por el

teorema de representacion de Riesz existe o € H} (0, L) tal que

f(ﬂ) = <ﬁ7 a>H&(0,L) para tOdO 5 c Hé(oa L)

Por otro lado,

L
1) = [ aupuds = ~aue) para todo 6 € DO, L). (3.6)
0

Como D(0,L) = H}(0,L) y aze € H (0, L) se sigue que f = —ay, (ver el apéndice B).

Definimos al siguiente mapeo sobreyectivo

J: HY0,L) — H0,L)

3.7
f > a (3.7
De (3.7) se cumple
Jaz, = —a paratodo o € H}(0, L),
(Jf)ee = —f paratodo fe H'(0,L), (3.8)

(Jfe)e = —f paratodo f e L*0,L).
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Dotamos al espacio H~1(0, L) con el siguiente producto escalar:

<fvg>H*1(O,L) ::/0 (Jf)2(Jg)adz = (] f, Jg>H1(OL frge H(0,L). (3.9)

Por lo tanto, J es un isomorfismo isométrico entre los espacios de Hilbert H1(0,L) y
H}(0,L).
Consideremos f € H'(0,L), g € L?(0, L). Usando integracion por partes y (3.8) tenemos

(fs9)u ~1(0,L) Jf7Jg>H10L)

(
= (JH)as (J9)x) 20,1
= (Jf

(Jf

Jf (Jg):ca:>L2(o L)

Jf9 >L2 (0,L)

Asi

L L
(f-9) 10,1 ::/0 (Jf)x(Jg)xdxz/O (Jf)gdz, si f € H'(0,L), g € L*(0, L).
(3.10)

Sea A el siguiente operador lineal

A: DA C HY0,L) — HY0,L)
f

(3.11)
= gfa:x - Mf:ra

donde D(A) := Hy(0, L). Es conocido que A es un operador densamente definido y cerrado
(ver apéndice A).
Sea f € D(A)N H?*(0,L) y a = Jf, entonces por (3.10) tenemos

L
<Af7 f>H—1(0,L) = /(; (Efmc - fo)C(diL‘
L

= —6/ fda:—M/ Oy Oprd

_ _g/ frd — = [a2(L) — 02(0)] .

Es decir . o
(S, Pgsoy = —= /0 fPdz = = [03(L) = 2(0)] (3.12)
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Sia € D(A)NH*(0, L), existe n € [0, L] tal que a,(n) = 0 debido a que a(0) = (L) =0,
entonces la funcion « alcanza un maximo(minimo) en [0, L], de donde se cumple para

s€[0,L]

«

24— 2 |fsn amamd:c} si s €[0,7]
v 2 ‘fns axamd:v‘ sis e (n, L]

Por lo tanto,

L
02(s) < 2 / s (3.13)
0

2
a

Para a,b > 0 se tiene 2ab < a? + b?, en particular 2ab < — + e2b? para todo € > 0.
€

Entonces

L L
2 € 2 |M|+1/ 2
< d d L. .14
az(s)_|M|+1/0 fedx + . i azdx, s €0, L] (3.14)

Consideramos el caso cuando M > 0. Por (3.14) con s = 0 tenemos

M 9 M L 9 M(M + 1) L 2
a:(0) o 1)5/0 fedx + e /0 ogdr

L M(M+1) [F M
< e/ dex—l—g/ ozidx+?ai(L)
0 € 0

Por lo tanto,

L M M M(M+1) [* M+1
S P == [ Plo= a2+ o) < MO [ atar - a1 ).

Cuando M < 0 usamos (3.14) con s = L y multiplicar por —M /2.
Asi para M # 0 tenemos

|M|+1
g

(Af, f>H*1(0,L) < |M]| ”f”?f*l(O,L) , para todo f € D(A). (3.15)

Dado el operador identidad Id en H~1(0, L), definimos el operador A, = A — kId, para

M| +1
algin k € R+, Sik > ||
g

, entonces (A f, f) -1 ) < 0, es decir, Ay es disipativo.

Ahora calculamos el operador adjunto de A. Dadas f € D(A)(\H*(0,L) y g € H*(0, L)
tal que —eg(0) + M(Jg).(0) = —eg(L) + M(Jg).(L) = 0, en particular —eg + M (Jg), €
H;(0,L). Entonces por (3.10) y (B.6)
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L

<Af7 g>H*1(0,L) = 5fm Mfz Jgdzx

Sfx Mf)(Jg)zd

<5f(Jg)xx +Mf(Jg)s)da
L
(—ég +M(Jg)o) fdx
= <f7 J(‘] Z-:g + M(Jg >L2(0 L)
= <f7 J_l[_€g+M(Jg)I]>H71(O7L) )
por lo tanto g € D(A*) y A*g = J[—eg + M(Jg).).
Para g € D(A*), existe h € H~1(0, L) tal que

c\o\éhc\

(Af, 9>H—1(07L) = ([, h>H—1(0,L)’

para toda f € D(0, L).

Por (3.10)
L
/thd:B =
0

L
= () Diony oy + M / J(Jg)uda
= (—eg + M(Jg)a, f)D’(O,L)—D(O,L)

5fxz - ]\4.}%&)‘]9(&7
5fw - Mf)(Jg>xd$

X
- [

para toda f € D(0, L), por lo tanto —eg+ M (Jg), = Jh € H}(0,1) y el resultado se sigue

de la parte anterior.

Lo anterior nos permite definir formalmente al operador adjunto de A como sigue

A*: D(A*) C HY(0,L) — HY(0, L)

) (3.16)
g = J [—eg + M(Jg).],

donde D(A*) :={g € H'(0,L): —eg(0) + M(Jg),(0) = —eg(L) + M(Jg).(L) = 0}.
Se puede probar que A* es densamente definido y cerrado.
Ademas para f € D(A*)( H?(0, L) procedemos como en (3.12) y obtenemos

L M
(AT i = —< /0 fRdz — = [a3(L) - 2(0)], (3.17)
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entonces A* satisface la desigualdad (3.15).
Para k € R* el operador A} := A* — kld es disipativo si k > | M|

adjunto de Ay. Sea k € R™ que cumple todo lo anterior. Por el teorema A.8 el operador A,

M|+1
¢ y es el operador

es el generador infinitesimal de un semigrupo de operadores lineales fuertemente continuos
denotado por Sy, := {Sk(t) : t > 0} sobre H(0, L).

Definimos entonces la familia S = {S(t) : ¢ € [0,00)} de operadores lineales como sigue

Sit): H — H

(3.18)
o S)f = ekS(t) f

Claramente S es una familia de operadores lineales fuertemente continua con generador

infinitesimal A (ver apéndice A, definiciones A.5 y el teorema A.7), ya que
i) S(0)f := Sk(0)f = f para todo f € H, es decir S(0) = Id.
ii) Para t1,t, € RT y f € H tenemos que
Sty + o) f = G (1) + 1) f = 1Sy (t)e2 Sy (ta) f = S(11)S(L2)

es decir, S(t; + t2) = S(t1)S(t2) para todo ty,ts € [0, 00).

iii) Dado f € H. tenemos

_ kt _
lim ()f f— lim ekt-—sk(t)f f+1im ¢ 1~f:(A—kId)f+k’f:Af.
t—0+ t—0+ t t—0+

Ahora llega el turno de definir al operador B. Como motivaciéon para su definicién consi-
deramos f € H?(0,L) con f(L) =0y g € D(A*). Entonces usando (3.8), (3.9) y (B.6)

tenemos

(€ fow — foag>H*1(O,L) - (€ fow — M fa, Jg>L2(O,L)

= — (efe = Mf,(J9): >L2(0L)
e/, (Jg)m:>L2(0L (f,—M(Jg)s >L2 o) T ef(0)(J9(0)):
(f, JA*G) 1201y +€F(0)(Tg(0))e
(Fs A"9) 10,0y +€5(0)(J9(0))s

Asi por (3.10) y (3.16)
(efae = M fa; 9) 10,0y = €£(0)(J9)2(0) + {(f; A"9) 0.1 (3.19)

De la definicion A.11, si y € C'([0,T); H=*(0, L)) C°([0,T]; H'(0, L)) es una solucion
de (3.1) ysi z € CY([0,T); H ') C°([0,T]; D(A)) es una solucion de z, = A*z. Ponemos
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f=y(0), g =2(0) en [0, L]. Notamos que f(L) = y(0,L) =0y por (3.19) se cumple

(€ fax — Mfz7g>H—1(o,L) = ef(0)(J9).(0) + (, A*g>H*1(O,L) : (3.20)

Sea D(A*)" el espacio dual de D(A*). Definimos el operador lineal B como sigue:

B: R — D(A*

3.21
U T, ( )

donde
T,: DA*) — R

g = eu(Jg).(0)

Por convencion Bg := (B1)(g), g € D(A*). Es claro que B es un operador lineal bien
definido y continuo. El operador adjunto de B esta dado por

B*: D(A*) —» R

s o 0) 2
Ahora mostramos que se satisface (A.3).
Sean T > 0, 2y € D(A*) y z € CY([0,T]; H-1(0, L)) N C°([0,T]; D(A)) dada por
2(t) = S(t) 2. (3.23)
Sea p € C'([0,T]; HL(0, L)) N C°([0, T; H*(0, L)) dada por
o(t) = J=(t), te0,T). (3.24)
Ponemos ¢(t, x) := ¢(t)(z), = € (0,L). Entonces
p(t,) € Hy(0,L) ¥ pualt, ) = (J2(t))aw = —2(t,°) (3.25)

Claramente
oi(t) == J(ze(t)) = J(A%2(t)) = —ez(t) + M(J2(t))r = €paa(t) + Mp,(1). (3.26)

Multiplicamos (3.26) por —¢,, y usamos (3.25) para obtener

1d

g 2 L 2 M s, M 2
—— lpz(t, x)|*dx = —¢ |0z (t, )| "dr — — | (t, L)|* + —|p.(t,0)]*.  (3.27)
24t J, ; 2 2
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Usamos (3.14) con a := ¢(t, ), entonces para s € [0, L] se sigue que

L L
£ M| +1
Lt 8)F < / wr(t, T 2dm+—/ L(t, ) 2dx. 3.28

Supongamos M > 0. De (3.27) se sigue que

L

d L
G | lestta)ias < <2¢ [t o) s + Miea(t,0)7
0 0

y utilizando (3.28) con s = 0, tenemos

M+1
€

d [t L L
d_/ | (t, 7)|?dr < —6/ e (t, )| Pdx + M / | (t, 7)|*dx
L Jo 0 0

La desigualdad anterior es valida para M < 0. En (3.27) s6lo consideramos el término con
@.(t, L) y usamos (3.28).
Por lo tanto, para M # 0,

d [t L L
—/ | (t, 2))?dr < —01/ |g0m(t,:c)]2dx+02/ o (t, 7)|*dx (3.29)
dt Jo 0 0
con
M|+1
e e ML (3.30)
L
Ponemos n(t) := / | (t, z)[2dz. De (3.29) tenemos
0
c1T Td —cat
n(r) —en(0) = [ = e ()] <0 7€[0,7]
0
por lo tanto
L L
/ |l (t, )2 dx < eCQT/ l¢.(0,7)|*dz  para todo t € [0,T]. (3.31)
0 0

Si integramos (3.29) en [0,7] y usamos (3.31) obtenemos

T L ee2T L
/ / (Gualt, 2)Pdr < / 02 (0, 2)2de (3.32)
o Jo C1 Jo
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Usando (3.28) con s = 0, junto con (3.31) y (3.32) tenemos

T CT L
/ foult, 0 < F / 000, 2)Pda (3.33)
0 0
donde |M| .
€ +
Cp = g2 + 7T ec2T', 3.34
4 <c1|M|+c1 . ) (3:34)

Por lo tanto se satisface la condicion (A.3) que es equivalente a (3.33), dado que

120/l 110,y = 120Dl 20,0y = 02 (0, )| 20,y ¥ B 2(t) = €(J2)2(0) = e (¢, 0)

Asi, por el teorema A.12 existe una tnica solucion para (3.1)-(3.2).

3.2. Problema de control nulo

Consideramos el sistema (3.1)-(3.2) el cual es controlable a cero al tiempo T debido al
teorema 3 de Fattorini (ver [10]). Es decir, para cada yo € H (0, L) existe u € L*(0,T)
tal que la solucion y de (3.1)-(3.2) satisface y(7,-) = 0.

Ahora introducimos algunos términos que seran necesarios para el desarrollo de nuestro

tema

» Para yo € H (0, L) denotamos por U(e, T, L, M,1,) al conjunto de controles u €
L*(0,T), tal que la solucion de (3.4) satisface y(T',-) = 0.

» El costo de la controlabilidad nula de (3.1) esta dada por

Ce,T,L,M) := sup f{||ul|r2001) : w € Ule, T, L, M, o)} (3.35)

HyOHH—l(o,L)Sl

» U(e, T, L, M,vy,) es un subespacio afin cerrado de L?(0,T), asi que existe el control
optimo wu,, € L*(0,7) donde se alcanza el infimo en (3.35). La prueba de este

resultado se encuentra en [13].

Estudiar el comportamiento asintotico de C(e, T, L, M) cuando ¢ — 07 esté relacionado

con estudiar el sistema (2.1).

Teorema 4 Fijamos T,L > 0 y M # 0. Sean yo € L*(0,L), {ex}nen C RT tal que
en — 0 cuando n — 00 y {untnen C L*(0,T) tal que, para alguna u € L*(0,T), u,
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converge débilmente a u en L*(0,T) cuando n — oo.
Para n € N, denotamos a y, € C°([0,T]; H (0, L)) la solucién del problema

Ynt = EnlYnaz + MYyne = 0, te(0,7), z € (0,L),
W(6,0) = u,(t), te(0,T),
yn(t, L) = 0, t e (0,7),
yn(0,2) = wyo(z), =€ (0,T).
Para M > 0, sea y € C°([0,T]; L*(0, L)) la solucién del problema
ye + My, = 0, te€(0,7), ze€(0,L),
y(t,0) = wu(t), te(0,T), (3.37)
y(0,2) = yolx), =€ (0,7).
Para M < 0, sea y € C°([0,T]; L*(0, L)) la solucién del problema
Y + Myx = 0, te (OaT)a T (O7L)>
y(t,L) = wu(t), te(0,T), (3.38)

y(0,2) = yolx), =€ (0,7).
Entonces y, — y débilmente en L*((0,T) x (0,L)) cuando n — .

Se puede probar del teorema 2 (ahi M = 1) y del teorema 4 que para cada tripleta
(T,L,M) con T < L/|M|, se satisface

lim C(e, T, L, M) = oc. (3.39)

e—0t

Los primeros resultados para estimar el radio de convergencia de (3.39), estén establecidos

en |7] y [13], y son los siguientes.

Teorema 5 Existe una constante Cy > 0 tal que, para cada e, T, L € RT, se tiene que

el M n2eT
C(E,T,L,M) > Cowexp (2_€(L_TM) — 12 ) (340)
para cada M >0, y
e T2 | M| n2eT
e

para cada M < 0.
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En cuanto a cotas superiores para C(e,T, L, M), en |7| se encuentran las siguientes ob-

servaciones

» SiM >0y T > L/M, la funcién de control u = 0 lleva al sistema (3.37) desde
cualquier estado inicial yo € L?(0, L) hasta 0 al tiempo T (ver la forma de la solucion
dada por (2.5)).

» SiM <0y T > L/|M]|, entonces la funcion y(t, x) en el teorema 4 satisface y(7),-) =
0 para cualquier yo € L*(0, L).

Lo anterior nos lleva a suponer que para T, L € RT, M € R* tal que T' > L/|M| se tiene

lim C'(e,T,L,M) = 0. (3.42)

e—0t+

Sin embargo a partir del teorema 2 se puede comprobar que tal resultado es falso cuando
M <0y T € (L/|M|,2L/|M]). El siguiente teorema muestra que (3.42) se cumple si
T|M|/L es suficientemente grande.

Teorema 6 Sean a, A,b, y B las siguientes constantes
a:=43, A:=2.61, b:=572, B:=18.1 (3.43)

Entonces existe C; > 0 tal que para cada €, T,L € R", y para cada M € R* con

MI|L
RMIL €| > Ch: (3.44)
s SiM >0y
L
entonces
L2 (3 (2TM 2
Cle, T,L, M) < Cie 32\ 2 M —— (== —-1) —A)|. (346
n SiM <0y
L
T> bm, (3.47)
entonces

L2 2T | M 2 T|M
Cle,T,L,M) < Cre *M"?exp <—2€T G ( 3|L | 1) - %)) (3.48)



Capitulo 4

Costo de la controlabilidad a cero

utilizando analisis armonico

En este capitulo analizamos el costo de la controlabilidad uniforme a cero del sistema
(3.1)-(3.2), utilizando métodos del analisis complejo de una forma original si se puede
decir, ya que la prueba rigurosa de este teorema no esta plasmada en ningtn lugar. Dicho
teorema propuesto por Glass en [11] mejora los tiempos del control propuestos por Coron
y Guerrero en el teorema 6. Sin embargo, en dicho articulo no se dan detalles rigurosos de
los resultados propuestos por Glass. Asi que en este trabajo presentamos de forma rigurosa
las pruebas de los resultados de Glass, ademéas hacemos ciertas correcciones y proponer el
lema 10, que es clave para la demostracion del Teorema 7.

A continuacién presentamos el teorema de controlabilidad uniforme a cero para el sistema

(3.1)-(3.2).

Teorema 7 Sean T, L >0 y M # 0 fijas. El sistema (3.1) es uniformemente controlable
a cero, en el sentido de que existe una constante k > 0 y una constante C' > 0, tal que
para cualquier yo € L*(0, L) y cualquier € € (0,1), existe u € L*(0,T) tal que la solucidn
de (3.1) satisface (3.2) y (3.3). Mds ain,

K
lull 2g0iry < Cexp (=) llvoll 2o, (4.1)
siempre que
L
T>42—  cuando M > 0, (4.2)
M
L
T > 6'1M cuando M < 0. (4.3)

Es conocido que la prueba del teorema 7 es equivalente a establecer una desigualdad de

observabilidad para el problema adjunto de (3.1), con las mismas constantes en (4.1), ver

32
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[16] y [21].

El sistema adjunto estd dado como sigue

(0,7) x (0, L),
¢ =0 si (t,x)€(0,T)x{0,L}, (4.4)
o(t,") =¢r si xe(0,L).

Or+ EQue + Mp, =0 si (t,x)

Es suficiente mostrar que existen constantes x, C' > 0, tal que para cualquiera ¢ € (0, 1),

or € L*(0, L), se cumple

K
100 M 2oy < Cexp (=) 10u0(, Ol oy - (45)

4.1. Diagonalizacion del operador —M9, — 07,
En adelante consideramos el operador
P:=—-Mo, —c0?,. (4.6)

De la identidad M A2
2 (eu) =e% (02 ut —0pu+ —u ), (4.7)
rx T € 4e2

se sigue que el operador P se descompone como sigue

e M
P=—ce2 00 oe 2 + (4.8)
£

Mz
13

en(x) = \/% exp (—Q—JZQU) sen (’”Tx) keN, (4.9)

y valores propios correspondientes

Lo anterior implica que P es diagonalizable en L?((0, L); exp ( ) dx), con vectores propios

2r2 )2
A =€ LZ +4—€, para k € N. (4.10)

En resumen, la sucesion {ex(z) : k € N} es una base ortonormal del espacio de Hilbert
L?((0, L); exp (#2) dz) dotado con producto interior

(u, v) = /0 ¥ exp (@) w(@)o(x)dz. (4.11)

€
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4.2. Construccion de la familia biortogonal

La estrategia para probar el Teorema 7 esta relacionada con el método de los momentos
descrito en la secciéon 2.2 (para mas detalles ver [10]). La idea es construir una familia de

funciones en L?(0,T) biortogonales a la familia de exponenciales
t— exp(—=Me(T —1)). (4.12)
Haciendo el cambio de variable t — T" — ¢, consideramos la familia de exponenciales
t — exp(—Agt). (4.13)

Queremos construir una familia adecuada Ji(z) de funciones enteras de tipo exponencial,

que satisfagan

donde ;5 es la delta de Kronecker.

Usando el teorema de Paley - Wiener construiremos la familia biortogonal {¢y }ren, defi-
nidas en términos de la transformada inversa de Fourier de las funciones Ji(z). La familia
Jr(z) se construye a partir de una funcion entera que tiene polos simples en {—i\; }ren;
dicha funcién se construye de forma natural utilizando un producto de Weierstrass y la
multiplicamos por una funciéon de correcciéon, para hacer que J; sea de tipo exponencial
con un comportamiento adecuado sobre el eje real.

Es claro que el siguiente producto infinito de Weierstrass

;f[l (1 - i) - % (4.15)

es una funcion entera con ceros simples en {k?; k € N}. Tomando esta idea introducimos
la funcion @, cuyos ceros simples son todos los elementos del conjunto {—i), k € N}, es

decir

sen (\/% 12 — %)
O(z) = , 2z€C (4.16)

Se puede ver que ® es de tipo exponencial y que satisface

|P(2)| < C(M,e)exp (%M) cuando |z| — oc. (4.17)
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La prueba se puede ver en el apéndice C, seccion 1).

Un candidato ideal para ser Ji(z), seria la funcion

d(z)
CI)/(—Z)\k)(Z + Z/\k) ’

(4.18)

sin embargo, se puede probar utilizando el método de Phragmen-Lindel6f que esta funciéon
no es acotada en la linea real. Asi que no podemos utilizarla directamente para construir
la familia de funciones {9 }ren. Debemos entonces multiplicarla por una funcion idonea

de manera que cumpla las condiciones deseadas.

4.2.1. Multiplicador de Beurling y Malliavin

Seguimos la construccion dada en [4] (también se puede ver Koosis Capitulo X). Fijamos

la constante

T L
“Taor TE (4.19)
v a las constantes
L:=L+ac"? y L:=L+2ae"? (4.20)

con « una constante real positiva independiente de € a escoger después.

Definimos ahora a la funciéon

L

T 2¢

Vt, (4.21)

s(t) = at —

la cual es creciente para valores de t mayores 6 iguales que

~\ 2
A L <£> . (4.22)
2 \ T
Ademas s(t) > 0 para t > B, donde

2 [T\’
Bi=4A=" (T) . (4.23)

En particular s(B) = 0. Consideramos la medida v en R dada por

v(A) = /00 xa(t)ds(t) con A € By,

B
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donde Bg es una o-algebra de Borel.

Lo anterior se denota por
dv(t) = X([B,o0) (t)ds(t).
Counsideramos ademaés la funcion

v(t) ::/0 dv(n) = { s(?) S? t25 (4.24)

0 si 0<t< B

Dado que s(t) es diferenciable en Rt tenemos

L dt

ds(t) = adt — ———.
(®) ECRTTE

Ahora consideramos la siguiente formula integral, la cual probamos en el apéndice C

seccion 3. Para x € R, tenemos

/ log
0

Lo anterior nos permite calcular la siguiente integral de Riemman-Stieltjes
ds(t) = ——=+/|z|, = €R. (4.26)

lo
/og 2z

Ahora introducimos los actores principales de nuestra construccion

2

1- ) dt"” = |z|"m cot (%) con 0 <y < 2. (4.25)

L

xXr
=%

s Para z € C definimos

w@:lﬂ%

» Para z € C\ R, definimos

g@y:kag(y—g)mwyzKjkg(y_§>@@) (4.28)

Claramente la funcién g(z) estd bien definida en C* \ R cuando consideramos la

2

2
L=
t2

7

| ds(0). (4.27)

@@:/ﬂ%

B

rama del logaritmo —7 < argz < 7. De la manera usual extendemos la definicién de
g(z) en C™\ R.

Ahora discretizamos la medida dv tomando la parte entera de v(t) y consideramos las

correspondientes funciones U y h.
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= Para z € C ponemos
U(z) := / log
0

» Para z € C\ R ponemos

hz) = /O T log (1 - j—j) dlv(t)] = /B " log (1 - j—j) d[s(t)] = flog <1 - ;—;) ,

(4.30)

2

z
=%

donde {1 }ren es el conjunto de discontinuidades de la funcion [v(t)], es decir, s(ug) = k
para cada k£ € N. Las funciones U y h estan bien definidas y son convergentes en sus
respectivos dominios [ver apéndice C, seccion 4].
Claramente

U(z) = Re(g(2)) v U(z) = Re(h(2)).

La ventaja de U sobre U es que exp(h(z)) es una funcion entera dada por

exp(h(2)) = [ | (1 — Z—2> . (4.31)

2
keN o

Finalmente consideramos la funcién multiplicadora

f(z) :=exp(h(z —1)). (4.32)

Ahora probaremos algunos lemas que seran ttiles para obtener ciertas propiedades de f,

las cuales son necesarias para construir la funcion Jy.

Lema 4 Para x € R tenemos que

L
U(z) < —\/—2—5M + ChaB, (4.33)

donde Cy > 0 estd dada por

2

1
= —min/o log |1~ T\ d(t — Vi) ~ 234 < 2.35. (4.34)

rz€eR
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Prueba Usando (4.25) y (4.26) tenemos
T
t

oo B
Ux) = /0 log 5 ds(t)—/o log |1 — —
L B z?
= ——=V/|7| — log |1 — —|ds(t).
VT = [ os |1 T ast)

ds(t)

Hacemos el cambio de variable T = t/B en la iltima integral y notamos que bBY/? = aB

por ( 4.19), para obtener

B
/ log |1
0

Para x € R\ {—1,1} en el apéndice C.5 probamos la siguiente igualdad
Viz[+1 x|+ 1
VT 1

2 2

X

L - B272

1 2
d(t—+/7)] > aB ml'n/ log |1 — I—2
0 T

z€R

1
— | ds(t) —aB/ log
0

d(T—/T).

2

1
/log 1——1d
0

—Vt) = —m/|z| —|—]:U|ln |z| arctan(4/|z|).

(4.35)
Por otro lado, tenemos
1 2 T
lim [ log|l— = |d(t—Vt) = —= —In(2) ~ —2.2639. (4.36)
rx—1 0 2
Luego utilizamos MATLAB para obtener el valor minimo de la funcion en (4.35).
Lema 5 Para Im(z) < 0 se cumple que
L [ Im(2)U(t)

Prueba Utilizamos el teorema G.1 que se encuentra en la pagina 47 de [15], el cual

reproducimos a conlinuacion.

» Teorema G.1: Sea f(z) una funcion analitica en Im(z) > 0 y en R. Supongamos

log |f(2)] < O(]2)),

para Im(z) > 0 y |z| grande, y que

00 1 +
[,
oo 1 a?
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Si f(2) no tiene ceros en Im(z) > 0, entonces
1 [T Im(z)log™ | f(t
log | £(2)] :.Almz—l——/ m(z)log /()] ;)
Tl T iR
donde | .
A = limsup M.
y—00 Yy
Aplicamos el resultado anterior a la funcion f;(z) = expg(—z —i7), Im(z) > 0 y con

7 > 0 suficientemente pequeno. Por un lado tenemos

o0

(2 +i7)?
t2

log |fr(2)| =U(—2z —ir) = /

B

log‘l—

Integramos por partes y usamos que

|z + a7 |?

—0; log (1 + 2

para tener

> z+ir|? oo
log | f-(2)| < a/ —0;log <1+’t—2|) tdt:2a/ v

B B t

B
= am|z +i7| — 2a|z + iT| arctan — .
|z +i7|

Entonces para |z| suficientemente grande y 7 > 0 suficientemente pequeno tenemos

log | f(2)] < O([2])-

ds(t) < /: log <1 +

> >0, y s(t) <at, paratodot> B,

ELE st

Del lema 4 tenemos log™ | f-(x)| < CiaB para 7 > 0 suficientemente pequerio, por lo tanto

% ] + . o0 B
[ < [" B0~ e <o
L 1422 1422

o0 —0o0

Ademds

| (1
A= lmsup 22l

y*}OO -
= limsup —U(—z(y + T))
y*}OO

Yy
B
< limsup (aw|y+7| — [y + 7l arctan (—)> = ar.

) Y y+T7

Y—00
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Entonces para Im(z) > 0

U(—z —1i1) = malmz +

1 /+°° Im(z)U(—t — Z'T)dt'

™ 00 "Z _tl2

Tomando el limite cuando 7 — 07 se obtiene el resultado.

Lema 6 Para x € R tenemos

Ulx —1) §7ra—|—ClaB—\/i2_€\/|a:]. (4.38)

Prueba Por los Lemas 4 y 5, tenemos

. 1 [ Ul(t) 1 [ Ul(t)
Ulx—1i) = ———dt = ————dt
(z=i) = ma+ 2 /Ooy(x—z)+t\2 et / 1+|x+t!2
< 7Ta—|—OlaB/ dt B
- T 1+ |z +t]? m/ 1+|:1:+t|2

Claramente

/°° dt B
oo L4 |z 4+ t?
Por otro lado

o0 |t 0 v—t o0 t
#dt — —dt_|_/ Ldt
o L |7+ 12 O T R Eh S R
1 1

+
VoVl +1—22 V222 + 1+ 22

donde hemos usado el método del residuo en el cdlculo de las ultimas integrales (ver apén-

dice C seccion 7). Observamos que se cumple

1 1
T + >/ |z], xeR.
VoVl +1—22  V2VaZ+ 1+ 22

Entonces

L
<——= ’mlv

dt
W\/_/ 1+|:I;—l—t]2 V2

de donde se sigue el resultado.
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Lema 7 Para z = x + iy € C, se cumple que

2
=%

max |z, y) ly )

2ly| 2méx (|zl, |y)
(4.39)

dw«w—um>Sbg(

() — U(z) = /0 " log

Prueba La prueba del lema se encuentra en [15], vol. II, pdg. 162.

Lema 8 Denotamos por

G(y) := /01 log (1 + i—j) d(t — V1), y € R. (4.40)
Se satisfacen las siguientes identidades para y € R,
/00 log (1 + Zj—j) dt = Ty, (4.41)
0
/OOO log (1 + i—j) dvVt = /2y, (4.42)
/OB log (1 + i—j) ds(t) = aBG <%> : (4.43)

Ademds la funcion G(y) es estrictamente decreciente en RT.

Prueba Para obtener las formulas (4.41) y (4.42) solo se utiliza integracion por partes.

Para mostrar ({.43) hacemos el cambio de variable T = t/B y usando que bB'/? = aB,

obtenemos
B 2 1 2
y (y/B) y
/0 log 1+t—2 cls(t):aB/O log 1+T d(T—\/F):aBG<E>.
Finalmente

1
1
G'(y) = —Q?J/O md(\/%— t) <0, yeRT,

puesto que \/t —t >0, parat € (0,1).

Lema 9 Para todo y € R tenemos

/: log <1 + i—j) d[s(t)] > /: log (1 + i—j) ds(t) — log (1 + 2—22) : (4.44)
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Prueba Utilizando integracion por partes y recordando que s(B) = 0 tenemos

/OO log (1 + ?z—j) d([s(t)] — s(t) = /OO o, {log (1 + i’—j) (s(t) — [s(1)])dt

B B
o] 2\ ] 2
Yy Yy

/B 8t |:10g (1+t_2)_ dt: —10g (1+§> .

La desigualdad se cumple debido a que 0 < s(t)—[s(t)] <1 y 0, —log (1 + ﬁ)] <0,t>B

de donde se sigue el resultado.

v

Proposiciéon 1 La funcion U dada en (4.29) satisface las siguientes propiedades

~ L

Ulx —1i) < —\/—2_6\/ lz| + aBCy + log™ (|z]) + 7a, = € R, (4.45)
~ I 2
Uliy) 2 waly| = —=/lu] — log <1 + %) — aBG (%) yeR". (4.46)

Prueba Para x € R se cumple

Alx) méx (|z|, 1) N 1 1, si |x] <1 < L, s jz] <1
xT) = ’ = xT . .
2 2méx (|x], 1) % + ﬁ, si |z]>1 lz], si |z| > 1.

Entonces log(A(x)) < log™(|z]) y por los lemas 6 y 7 se sigue el resultado, ya que U(z—i) <
U(x — i)+ log A(x).

Usamos el lema 9 con y € R™ para obtener

Uliy) = /Boo log (1 + i—j) d[s(t)] > /: log (1 + i—j) ds(t) — log (1 + %22) .

Por el lema 8, tenemos

/: log (1 + 3;—22) ds(t) = /Ooo log (1 + i—j) ds(t) — /OB log (1 + i—j) ds(t)

[ee) 2 T o) 2
y L y y
= log (1+Z ) dt — —— ] 1+ = )dvt—aBG (=
o (e )og [os (1 ) vi-or (3)

= vl - LB -apa(3).

de donde se sigue el resultado.
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Lema 10 Para Im(z) >0 y a > V2 se satisface

~ L
Uz —1) <aml|z| — \/7\/ |z| + aBCy + ma.
£

Prueba Mostraremos que (7(2 — 1) satisface las condiciones del teorema G.1 de la pdgina

48. En este caso nuestra funcion es f(z) = exp(h(z—1)), y se cumple log | f(2)] = U(z—1).

» Por (4.45) y la integral (C’ 2) tenemos
< log" f@) _ [* O(@—1) = /Rl
/Oowdx—/oo 1+ \/—_ / 1+x2d$+(CLBCl+a7T)7T
< V2

(

| .
A = lim sup M = lim sup

Y—00 y Y—00

1) 7+ m(aBCY + ar).

%\

s Calculamos ahora el valor de A, donde

Ui(y — 1))
—

Por el lema 7 y la prueba del lema 5 obtenemos

Uli(y — 1)) < Ui(y — 1)) < an(y — 1)_2a(y —1) arctan (
y - y Y Y

B
—) entonces A < ar.
y—1

s Que U es analitica en Im(z) > 0 se debe a (4.31) ( ver el apéndice C seccion 4),

por lo tanto, para Im(z) > 0 tenemos

U(z — i) = arIm(z) + Tm(2) /OO utt =) dt.

™ 00 |Z_t’2

Utilizando (4.45), (C.2) y (4.19) obtenemos

dt

/°° ﬁ(t—z’)dt< * (=b+1)\/]t] + aBC; + ax
. Y (t— ) +y?

S(b+1

—(aBC1 + an), .

(e )

donde z = x + 1y.
Por (4.20) y a > V2 tenemos

L+ ay/e L (
b+ l= - = (1
V2e V2e

Sl
N—
VAN
|
a8

m
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Ademds

7r 1 N 1 o7 ||
V2 \VIzl+2 Vg —2) vl

t—z L+/|z

de donde se sigue el resultado.

Por lo tanto

Procedemos a la construccion de la familia biortogonal .

Para cada k£ € N introducimos la funcion

®(2) f(2)

M GG v T(-ir)

z€C, (4.47)

donde ®(2) y f(z) estan dadas por (4.16) y (4.32) respectivamente. El siguiente resultado

presenta propiedades cualitativas y cuantitativas de jk

Proposicion 2 Para cada k € N la funcion J, es una funcion entera de tipo exponencial

wa. Mds ain, para € > 0 suficientemente pequeno e independiente de k se satisface

~

~ LiM| 1 * T L B
< (2 < _ =z 2 il 1 3/2 R
| J(2)] < CK? exp (—28 +—(Cr = G — g+ \/g\/)\k> (L+[z)™7, =z €R,

(4.48)
donde

Cy = —G(2) = 1.97 > 1.95. (4.49)

Prueba Notamos que jk es una funcion entera dado que ® sdlo tiene ceros de primer

orden en —i\ y f es una funcion entera con f(—iX\y) # 0. A partir de (4.17) y el lema
T

10 se sigue que jk es de lipo exponencial ma = —
Procedemos a mostrar (4.48). De (4.16) y C1 del apéndice C tenemos

exp ( |z| + L|M|)
‘1/4 ’

rzeR

2@ < ———— 1

De (}.45) obtenemos

~ exp (42 — L /7] + aBC) -+ log” (a) + ma)
@) exp(U(x —1))| < 2|
Le=1/2 |22 + 2|

16e2
a exp(L| |+ aBCY)
e

Le—1/2 LﬂQ |1/47

1662
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donde hemos usados

log*(\x!)—L;\/Q_gL lz| < (1—%) Vi]z] <0 sia> V2.

Por otro lado,
2

L
| (—iNg)| = keN.

 2ek2r?’
Dado que la funcion ﬁ(zy) es decreciente en R™ tenemos

|F(—=ixe)| = exp(U(—=i(1 + \p))) > exp(U(—iX)), k € N.

De (4.46) se sigue que
L by A
|f(=iAg)| > exp (wa)\k - ﬁ\/)\_k —log <1 + B—];) —aBG (ﬁ)) :

Si a > 6Y4T — L entonces B% > 24, por lo tanto log(1 + y?/B?) < log(1 + y?/4) < /|y|,

ast que
L A L L
——V A — 1 1+ = |>2—-[1+—= | VX >—FVA, EEN.
Vs (1) > (WE) L TVEY

Obteniendo que

~

| f(—=iA)| > exp (WG)\k - %\/)\_k_ aBG (%)) , keN.

Por lo tanto

26321212 exp (% +aBC, — wa), + \%\/ M\, + aBG (’\—B’“

[Ji(2)] < e )>, reR. (4.50)

12 ’.TQ + M4 {1/4

16¢2

22 4+ 22|

Ahora fijamos o > max{\/2,6Y*T — L}. Como T|M| > 4L consideramos 0 < £'/? <
(T|M| —4L) /.
Dado que N\ > M?/4e, de (4.23) obtenemos

2
ﬁzl % > 2.
B — 8 L
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A
Por lo tanto, G <§k) < G(2) :== —Cs, ya que G es decreciente. Entonces

A 1 72
aBCy +aBG <§k) <aB(C, —Cy) = ;(Cl - CQ)T_g'

Por dltimo, aplicando (C.3) a (4.50) tenemos

~

~ LiM| 1 * T L _
< (12 = _ L il 1 3/2
|Jk(2)| < Ck*exp < o + 7T(Cl CQ)T8 5 A+ \/g\/)\k> (14 |x])~%,

donde C = 2r2e™ 2,

Dado que j;g es una funcion entera de tipo exponencial wa := T'/2, por el teorema de
Paley-Wiener Jj, es la extension analitica de una funcion n € L*(R) con soporte compacto

en [—7/2,T/2]. Consideramos la siguiente funcion

_exp(—igz) ~ A s
Jk(Z) = —exp(—g)\k) Jk( ), € C, (451)

~

que es la extension analitica de la transformada de Fourier de la funcion

-1/
M e T

cuyo soporte esta en [0, 7.
De (4.48) y (4.51) tenemos la estimacion en R,

LIM| 1 2 I
|Jk($)| S Ck’Q €xXp (% + ;(Cl - CQ)T_E + %V >\k> (1 + |$|)_3/2. (452)
Claramente .
/ ni(t)exp(—N\t)dt = Ju(—iX;) = 0k, J. ke N (4.53)
0

Por la identidad de Parseval y (4.52) obtenemos

LIM| 1 > I
2y < Ok? _ - — — 4+ —\/ A 4.54
7] |2y < C eXP( 5 +7T<Cl C2)Tg+\/5v k>> (4.54)

donde C' = 872%™ L2,
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Finalmente ponemos ¢y (t) := 1, (T —t), entonces 1y, satisface (4.54) para k € Ny ademas

/OT Yp(t)exp(— (T —t))dt = 0,1, j, k € N. (4.55)

4.2.2. Las cotas para T

Proposicion 3 FEziste k1 > 0, tal que

LM L?
|28 | (01 Og) — T+ — \/ < —kiA, k€ N, (456)

stempre que M >0 y

L 4
™

Ezriste ko > 0 tal que

LIM L?
| | (Cl CQ) — Tl + — \/ < —lig/\k, ke N, (458)

3

stempre que M < 0 y

L 4
T > Mc_ donde c_ =3+ \/9 + —(C; — Cy) <6.1. (4.59)
T

L M?
Prueba La funcion r(z) = —Tx+—=+/x es decreciente en [L*/(4eT?),00), y \p, > — >

1 L2 Ve e
=72 bera todo k € N ya que T|M| > 4L, entonces
£
M2

M?
Ponemos P(X) = _TX2 + LIM|X + (C’l — Cy)L?, cuyas raices estin dadas por
X = W 2+ \/4 + —(C’1 — Cy)|. Consideramos T > WCJ” entonces

T

M?
—TT2 + LIM|T + — (C1 Cy)L* <0
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De estd ultima desigualdad obtenemos

MY LM L?
T(@)+QE ch@ﬂ<ﬁ

y por (4.60) concluimos

L|M\ L? L
Ci—Cy)m =T+ —=V A\ <0, keN. 4.61
2e ( b 2)T€ b NZASA © (4.61)
Como la condicion T|M| > Lcy es abierta, existe k1 > 0 tal que la disigualdad anterior

es vdida para T — Kk, en vez de T, de donde se sigue el resultado.

Para probar (4.58) y (4.59), procedemos de manera similar donde consideramos al polino-

mio M? 3LIM
Q(x) = x2Sy

1 5 (01 Cy)L?

4.2.3. Desigualdad de observabilidad

Consideramos la solucion ¢ de (4.4) y escribimos a @ en términos de la base (4.9), es

decir,
YT = chej (462)
j=1
entonces -
p(t,x) = cjexp(=Aj(T — t))e;(x). (4.63)
j=1
Asi, de (4.9) tenemos
Oy V2 —
%(t7 ) = L3/2 Zl CkJ €Xp (_/\](T - t))
=

Multiplicando por 9 e integrando en |0, T| tenemos

Vage= [ a0, (1.64)

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L?(0,T) se sigue que

3/2

cl <
|k‘_\/§ﬂ‘k3

192, O 20,y 19Kl 20,7 - (4.65)
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De (4.63) tenemos

0(0,z) = ch exp(—A;T)e;(z), (4.66)
j=1
Por lo tanto
1
(0, )||L2(0L < C|ose(, ||L2 0,T) Z E =N T) [lewl] (0,L) ||77Z}k||L2(0 T) (4.67)
k=1

Consideramos por separado los casos M >0y M < 0.

Caso 1: Sea M > 0. De (4.9) se tiene
HechL?(o,L) <1, kel
Por (4.54), (4.56) y (4.67) obtenemos

10, M 20,1

-~

1 r? L
< C0s(5 )l 20,7 ZkeXP ( ‘ ;(01_02>T_€_T)\k+%\/)\k>

! ’-1* L-L
< C |0l O)HL2(07T) Z kexp (—?/\k> exp ——)\k +— (C’l Cy) e + VG V|-
k=1

No es dificil mostrar que existe una constante C>0e independiente de ¢ tal que

[’—-1* L-1L . M2
——/\k+ (01 ) Uve \/Ak<C——>\k <o

Te 3 4e
Asi
> K1 ~ K M?
160,00y < C 0Oy S kexw (<50 exp (€ - 55 ).
k=1

Dado que e~ < 1/2? para z > 0. Entonces

K1 ERIT | 5 4L 1 41*  ~
k (——/\ ) < k — k) < —— —=—A. 4.68

Por lo tanto

C(T, L, M)
160, sy < <5 e () 1020 Ol
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asi queda probado el teorema 7 cuando M > 0.
Caso 2: Sea M < 0. De (4.9) tenemos

LIM]|
”6k”L2(07L) < exp (2—E> , k € N.
Usando (4.54), (4.58) y (4.67) tenemos

10(0, ')||L2(0,L)
> LM 1 L2 L

< ¢ ||8J1§0(7 O)HL2(0,T) Z kexp (% + ;(Cl - OQ)T_E - T)\k + %\/ /\k:)
k=1

L? — 2

> K K 1
< Cl9xp(+5 )l 20,7y Z kexp (_?2/\k> exp <—72)\k + ;(01 —Cy) Te
k=1

y procedemos como en el caso anterior para obtener el resultado.

+



Capitulo 5

Un limite relativo de la ecuacion de

transporte-difusion 1D

En este capitulo damos una prueba detallada del principal resultado que se conoce acerca
de una cota inferior para el costo de control a cero del problema (3.1)-(3.3) cuando la
rapidez M < 0. Esta cota es propuesta por Lissy en [19]. La idea central es similar a la

del método de los momentos (ver [10]).

5.1. Resultado principal

Fijamos M < 0. Recordamos que existe el control 6ptimo u € L?(0,T) que controla
uniformemente a cero al sistema (3.4), al tiempo T > 0. Es decir, existe la constante
optima C' = C(T; L; M;¢) > 0 tal que

HUHL2((0,T);R) <C HyOHH—l(D,L) para todo yo € H~'(0, L). (5.1)

Teorema 8 Para cada T,L,c € Rt y M <0 fijas, existe una constante E >0 tal que la

constante C' en (5.1) satisface

. (|M|3L3 +e3)1/2 L? (L|M| C|MpPT 7r25T> 52)
- eL? 27e/T (1 + —%(jfi)'f)z V2e 4e L)
2¢v/2L
Cuando T < tenemos que C' = C(T; L; M; ¢) explota cuando € — 0.

| M]

Observamos que en el caso de la rapidez positiva no se pueden aplicar las mismas ideas

para encontrar una mejor cota que las que se dieron en el capitulo 4.
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Prueba Consideramos el operador A definido en (3.11) y notamos que sus autovalores

estan dados por

kK*m? M?
—, keN 5.3
7 T FeEN (5.3)

Hi = —¢€

con funciones propias correspondientes

ex(x) = exp (2—]‘@;) sen (’%m) kEN. (5.4)

Para el sistema (3.4) en el capitulo 4 estudiamos el sistema adjunto (4.4) y en la secciéon
4.1.1 al operador P, cuyas funciones propias estan dadas en (4.9) con autovalores corres-
pondientes dados en (4.10).

Asi para cada k € N

M km
ox(t, ) :=exp (—2—5x> sen (f:ﬁ) exp (Axt) , (5.5)
es solucion de

O+ ep+Mp, =0 si (t,z) € (0,T) x (0,L),
¢ =0 si (t,z)e (0,T) x {0, L}.

Sea yo(x) la primer eigenfuncion de A, es decir
T Mz
yo(x) := sen (f) exp (2—6> , x € (0,L). (5.6)

Ahora estimamos la norma en H1(0, L). Sea z € H} (0, L) tal que z := J(y), puesto que

recordemos que J esta dada en (3.7) y es sobreyectivo, entonces.

) = o) = —son (2 xp (1) - SR LE+ D)) e (CF 4 ))

Por lo tanto,

(z) 1 i7r+]\/[ n 1 i M bt
Z2(r) = ———ex —+— |z )|+———5exp|— | —— — )z |+bz+a
2% (i_ﬂ+M)2 PANT " 2 2 (i_ﬂ_M)Q P L 2 ’

L 2¢e
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donde
7| M| 1
a= 2 212’
™ 1+ exp () a ML '
e e G d
(E + L2)
Sean
s M
d:= AR f= ~%0 (5.8)
entonces
ol -
fi 1(0,L)
~ [ s@)nla)da
oL olid—fla o—(id+f)e . plid=fe  o—(id+f)e ]
/0 {_Qi(id— 2 i Y T T T |
e [P P (e (e
A(f2 + d2)3 Af(f2 + d2)? (f2+ d2)?
Consideramos 0 < e < 1 para x > 0y desde que b < 0, y por (5.8) entonces
ol - 2e3|M3LS 8ePm2L? 64572 M| L*
Yollg=1(0,0) = (M2L2 +4¢272)3 ' |M|(M2L2 + 4e272)2  (M2L2? + 4<272)3
Dado que 0 < ¢ < 1 tenemos
H ”2 < OMAL* + 8SM?L%7? + 327* + 64m2 M2 L2 33
Yolla—r(0,0) = L|M)| (M2L2 + 4e272)3
Notamos que
|M|3L3 +€3 S (M2L2 +€2>3 S (M2L2 +4€27T2)3,
entonces existe una constante £ = E(M, L) > 0 tal que
373
2 e’ L
190 llzr-1(0,) < Em~ (5.9)
Asi utilizando (5.1) tenemos
£33 1/2
lu(®)ll < B C(T; L M) (—|M|3L3 . ) (5.10)

f2+d2
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Para cada k € N ponemos

24(t) = T (9u(t, ). (5.11)
Como ¢y (t,-) € H*(0, L) (" HL(0, L) entonces z(t) € L*(0, L) para t € [0,T].
Usamos (3.22) y (A.8) con 7 = T, para obtener

T
o0 g = | uOB a0 keN
0

Por (3.10) tenemos

L
o aon = | @I 0)ds
0
L
= —/0 sen (7TL—$> sen (k‘%m) dx, k € N.

Por (3.22)
/0 w(t) B ()t — /0 w(t)e] (5 (0)a(0)dt

T
u(t)eprs(t, 0)dt

I
S~

k T
= ig/ u(t)e'dt, k € N.
L Jo
Por lo tanto,
L T
k k
- /0 sen (%) sen <%$> dx = %8 i u(t)e'dt, ke N. (5.12)
Definimos la funcion
T/2 T )
v(z) == / u (t + —) e L. (5.13)
—T/2 2

Haciendo el cambio de variable 7 =t + 7/2 y usando (5.12) tenemos

T
v(iAg) = e’\’cg/ u(T)eTdr
0
L e_’\’“ig/Lse <7T$> < kmrx p
= —— n(—/)sen|—)dx
kme 0 L L

Asi,

L2 2T  M?*T
p( me ) (5.14)

vid) = —poep | —om T g

v(idg) = 0, k>2. (5.15)
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Dado que |e~*t| < M) entonces

[v(2)] < exp (Im(;)T) /_:;//22 u (t + g) ' dt, z € C.

Por el cambio de variable 7 = ¢t + T'/2, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (5.1) tenemos

Im(z)T r
pl < e (55) [ ular
Im(z)T
2

exp

\/THUHLQ(O,T)
Im(2)T
evTexp (5 ) ol

IA

Por (5.9) tenemos

L3 1/2 Im(2)T

Por lo tanto v es una funcién entera de tipo exponencial T/2.

Definimos la funcién f : C — C tal que

f(Q)=v (4%) (5.17)

y consideramos by, := ide)y, k > 1. Por (5.16) es claro que f es de tipo exponencial y

373 1/2
fQI<E-CVT <|M‘§Lﬁ) exp (Imég)T) , CeC. (5.18)

Ahora enunciamos el siguiente resultado sobre la descomposicion de una funcion de tipo
exponencial, para aplicarlo a nuestra funcion f, el cual se puede encontrar en [15] tomo

1, pag. 56.

» Teorema: Dada ( = x+iy con z,y € Ry g(¢) una funcion entera de tipo exponencial

/OO M < 00, (5.19)

1+ 22

tal que

sea {a;}jen el conjunto de ceros de g en Im¢ > 0 y supongamos
| .
A :=limsup log|g(iy)| < 00, (5.20)
Yy

Y—00
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entonces
1-¢/ay > Im¢log |g(t)]
log|g(¢)] = AIm( + ) log — ——== Lt
o)1= Z iy B
Entonces por (5.18) tenemos log™ | f(z)| < D, por lo tanto
+o0 1 +
[l
e L2
donde
n \/_ LB 1/2
D=1 E-C _— :
o (20 (s
Notamos que by € {iy: f(iy) =0, cony >0}, k> 2,y por (5.18) obtenemos
A = lmsup 8@
y—00 Y
D T T
A < hmsup( + )——.
Y00 8¢ 8¢
Asi que podemos escribir a log | f| de la siguiente manera
1—¢/oy /°° Im(¢) log | f (1)
1 = Al 1 :
I At +; | =gl L
Tomamos ¢ = by y notamos que Im(by) = |b;|, entonces
_ by — Ibll * log|f(t)]
log | f(by)| = Zlog ( | ]bll + — _Eip ’2 (5.21)

Estimamos cada uno de los términos a la derecha de (5.21) comenzando con la serie y

mostrando que es convergente. Para z1, zo € C se puede probar que se cumple la siguiente

desigualdad

|21 =zl <1 siysolosi Im(z)Im(ze) > 0.
|21 — 22

(5.22)

Entonces cada cero en el semiplano superior diferente de los ceros del conjunto {b;} se

puede remover de la serie, asi obtenemos

|b1—ozk|) = (|bl—bk|> > < 48271'2(]{72—1) )
Z (]bl | 2 AN ; S\ onPL t 422 (k2 1 1)

(5.23)
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De las desigualdades

4’m?(k* — 1) < 4e’mk* y MPL?)2 4 4e’m%k? < 2MPL* + 47 (K + 1),

> 422 k?
S < 1 . 0.24
= z:: o8 (M2L2/2 + 4527r2k2) (5.24)
b+ az? . o
Cuando a,b € RT funcion h(zx) := >— = 1+ —5 > 1, h es decreciente, positiva y
azx azx

continua en R*, entonces por el criterio de la integral sabemos que

/ log(h(z))dz converge si y solo si Zlog(h(k)) converge.
2 k=2

Més atn, sabemos que

2

/ log(h(z))dz < " log(h(k))
k=2
Ponemos a = 4¢?mw%, b = M*L?/2, entonces
> 4527.‘.2]{;2 [ee] 452 2,2
<Nl < 1 d
= ; o8 <M2L2/2 + 4527r2k2> = /2 o8 (M2L2/2 + 4527T2:E2> g

\M|L /°° | at N
0 u,
V2erm L‘Aff‘sgr & 1+ u?

donde hicimos el cambio de variable u = ——

(5.25)

Por integracion partes tenemos

l%li /M < 2) du = %Li (ulog(1fu2> —2tan—1(u))

o0

2v2em
[M]L

1 82m2/M2L2) T e

Dado que tan'(z)/x < 1 para x > 0, tenemos

by — |M|L M?2L?
1 < - 2log 1+ —— ) + 4. 2
Z 8 (|b1 —a,l V2e el gam )t (5:26)

|M|L 01 8e2m? /M2 L2 2|M|L o 2v/2em
| ML

)
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Ahora estimamos la integral del lado derecho de (5.21), entonces

Ibll/“ 8170 4t < 1og (E Cf(—Lg>l/2). (5.27)

+ |y |? |M3L3 4 €3
por tltimo en (5.21) usamos (5.26) y (5.27) y obtenemos

(L2> el M*T
log — —

2me 212 8e

|M|L M2L2 S\ TM? en?T
< - 21og ( 1 Atlog|E-CVT [ .
ST TR ) TR VT IMPL? 1 &3 TR T

Asi finalmente tomando la exponencial a ambos lados y despejando se deduce (5.2) donde
= 4

E.= <.



Conclusiones

A continuacién presentamos las conclusiones mas relevantes de esté trabajo de tesis.

= Se ha desarrollado la prueba del teorema 7 de forma rigurosa proponiendo el lema

10 y utilizando herramientas del anélisis complejo.

= Las cotas dadas en los capitulos 4 y 5 para la controlabilidad uniforme a cero del
sistema (3.1)-(3.2) son las mejores cotas que hasta el momento se conocen y estas se

podrian mejorar en un trabajo futuro como motivacion para los lectores.

= Para el caso M > 0 la mejor cota que se conoce esta dada por el teorema 7, ya que
todavia no se ha podido emular un resultado parecido al del teorema 8, debido a que

no se puede acotar la norma de y, en H~1(0, L) cuando M > 0.
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Apéndice A
Semigrupos de operadores lineales

En este apéndice mostramos algunos resultados clasicos de semigrupos de operadores li-
neales que sirven de apoyo a este trabajo. Cabe mencionar que omitimos las pruebas pues
no es el objetivo de la tesis ahondar en este campo, es decir, solo hacemos uso de los
resultados que se necesitan para aplicarlos a las ecuaciones diferenciales.

Dada un operador lineal continuo A € L(R",R") planteamos el siguiente sistema para

t >0, con g € R™ un vector inicial dado

r'(t) = Ax(t), =z(t) € R",
z(0) = xo.
Es conocido que al ser A un operador acotado la solucion del problema anterior es de la

— (tA)*
J!

forma z(t) = ez, donde e = es convergente para t > 0.

k=0
Ahora jqué pasa si A es un operador lineal no acotado definido en un subespacio de un es-
pacio de Hilbert H (ya que el caso acotado en H es similar cuando consideramos el espacio
Mxn(R)) iserd que la solucion es parecida a la dada para el caso acotado? estudiamos a
los operadores lineales densamente definidos, cerrados y disipativos, ya que estos generan
semigrupos de operadores fuertemente continuos, los cuales son la herramienta idonea para

cuando tenemos operadores no acotados asociados a un sistema de ecuaciones diferenciales.
Sea H un espacio de Hilbert complejo con producto interior (-,-) y sea A : H — H un

operador lineal con dominio D(A) C H, tal que A es densamente definido, es decir, D(A)

es denso en H.
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Definicién A1 El operador lineal A : H — H es cerrado si el conjunto {(z, Az) : = €

D(A)} es un subconjunto cerrado en H x H.

Definicién A2 El operador lineal A es disipativo si
Re (Az,z) <0, para todo xz € D(A).

Definicion A3 El adjunto A* del operador lineal A es un operador lineal dado por

A*: DAYCH — H
y = A%y

donde D(A*) es el conjunto de todos los y € H tales que el mapeo

D(A)CH — C
x = (Az,y)

es continuo; es decir, existe una constante C' > 0 dependiente de y que satisface | (Azx,y) | <
C|lz|| para todo x € D(A). Para cada y € D(A*), A*y es el unico elemento de H que
cumple (Azx,y) = (x, A*y) para todo x € D(A).

Definicién A4 Un conjunto S no vacio con una operaciéon binaria cerrada * es llamado
un semigrupo, si la operacién binaria es asociativa, es decir, para x,y,z € S se cumple

que x * (y*z) = (x *y) * 2.

Un ejemplo sencillo seria el conjunto de matrices M,,,(R) con la operacién usual de

multiplicaciéon de matrices.

Definicion A5 Una familia uni-paramétrica S = {S(t) : H — H |t € [0,00)} de opera-

dores lineales continuos es un semigrupo de operadores continuos sobre H si
i) S(0) =1d, donde Id : H — H es el operador identidad en H.
11) S<t1 + tz) = S(tl) o S(tz), ti1,10 € (0, OO)

iii) Ademas decimos que S es un Cg-semigrupo o un semigrupo de operadores lineales

fuertemente continuos sobre H si

lim S(t)xr =« para todo x € H.

t—0t
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Denotamos por L(H) al espacio de operadores lineales continuos en H dotado con la nor-
ma de operador ||[[ -
Teorema A.6 Sea {S(t): H— H|t € [0,00)} una familia de operadores lineales fuerte-

mente continua, entonces existe C' > 0y A € R tal que

IS ey < Ce* para todo t € [0,00).

Teorema A.7 Sea § = {S(t) : H — H|t € [0,00)} un Cy-semigrupo. Entonces el
generador infinitesimal de S es un operador lineal A : D(A) C H — H densamente
definido y cerrado, tal que

t —
M, x € D(A).

t—0t t—0t

D(A) = {:l: € H: lim M existe} y Az:= lim

Si ponemos z(t) = S(t)xo con xg € H, entonces z(t) € C([0,00); H); mas ain, si xg €
D(A) entonces z € C([0,00); D(A)) (N C([0,00); H) y satisface

2(t) = A(x(t)), te]0,00),

z(0) = . (A1)

Ademas el conjunto de operadores adjuntos {S(t)* | t € [0,00)} de S es un Cy-semigrupo

con generador infinitesimal A*, donde A* es el adjunto de A.

Notamos que el teorema anterior nos dice que si tenemos un Cyp-semigrupo y calculamos
su operador infinitesimal, entonces el semigrupo proporciona la solucion del sistema (A.1).
En la practica, por lo general nos dan el sistema asociado con el operador A, entonces
nos preguntamos si existe un Cy-semigrupo cuyo generador infinitesimal coincida con A.
En este sentido el teorema de Hille — Yosida nos dice cuando un operador lineal A es el
generador infinitesimal de un Cy-semigrupo. Nos enfocaremos en el resultado de Lumer-
Phillips para operadores densamente definidos, cerrados y disipativos que mencionamos a

continuacion.

Teorema A.8 Sea A un operador densamente definido y cerrado, tal que tanto A como
A* son disipativos. Entonces A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo y para
cada Ty € D(A), existe una tnica (solucion) x € C*([0,00); H) N CY([0,00); D(A)) tal que

2(t) = Ax(t), te€[0,00),
z(0) = xo
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d
d—f(t)H — || Az(t)|| < ||Azo|| para todo t €

ademas ||z(t)|| < ||zol| para todo t € [0,00)y ’
[0, 00).

Ahora enunciamos un resultado que resuelve el problema de Cauchy no homogéneo ( [8]).

Teorema A.9: Sea A un operador lineal densamente definido y cerrado. Si A y A* son
disipativos, entonces para cada xg € D(A), T € [0,00), y f € C*([0,T]; H), existe una
tinica (solucion) z € C([0,T); H) N C°([0,T); D(A)) del sistema,

2'(t) = Az(t) + f(t), t€[0,T7,
x(0) = g

dada por
t
x(t) = S(t)xo + / S(t—7)f(r)dr, para todo t € [0,T].
0

Al espacio de Hilbert U dotado con el producto interior (-,-),;, lo llamaremos el espacio
de controles, es decir, u € L*((0,T);U) serd una funcion de control para cierto problema
de Cauchy definido més adelante.

Para el operador adjunto A* de A, dotamos a D(A*) con el producto interior
(21, 22) prary 1= (21, 22) y + (A2, A"20) yy, con 21,20 € D(AY).
Entonces D(A*) con este producto es espacio de Hilbert e induce la norma
12l peasy = Nzl + 11472l -

Sea D(A*) el espacio dual normado de D(A*) con espacio pivote H, es decir, D(A*) C
H C D(A*). Consideramos el operador lineal B : U — D(A*) que satisface las siguientes
condiciones

(a) Existe una constante C' > 0, tal que
[(Bu)z| < Cllully ||2][ pa-y para todo u € U, z € D(A"). (A.2)

(b) Para todo T' > 0 existe C'r > 0 tal que se cumple la siguiente condicion de regularidad

T
/ IB*S(t)* 2|1 < Cr |12|l,; para todo z € D(A"), (A.3)
0
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donde B* : D(A*) — U es el operador adjunto de B, es decir,
(Bu,g) = (u,B"g), g € D(A"),u e U. (A4)

(c) Dado que S*(t),t € [0,00) es una familia de semigrupos fuertemente continua se puede
probar que (A.3) es equivalente a la existencia de algin T > 0 y una constante Cr > 0

tal que
T
/ IB*S(6)*2|1% < Cr |12ll,, para todo = € D(A). (A.5)
0

Definiciéon A.10 Para T > 0, yo € H, y u € L*((0,T);U) consideramos el siguiente
problema de Cauchy para los operadores Ay B,

y = Ay + Bu(t), te€ (0,7), (A.6)
y(0) = vo. (A7)

Ahora presentamos la motivaciéon para la definicion de solucion del sistema (A.6)-(A.7).
SeaT € [0,T]y ¢:[0,7] - H una funcion diferenciable, si tomamos el productor interior

en H de (A.6) con ¢ e integramos sobre [0, 7] tenemos

()9 = (i 6O = [ (u(0).000)+ A'0(0)) e = [ Gute). Bote),

Ponemos ¢(t) := S(7 —t)*zr para cada zp € H. Es claro que ¢(t) + A*¢(t) = 0. Entonces
definimos la solucion del problema de Cauchy (A.6)-(A.7) como sigue.

Definicién A.11 Sean T > 0, yo € H y u € L?((0,T); U). Una solucién para el problema
de Cauchy (A.6)-(A.7) es una funcion y € C°([0,T); H) tal que

W), () — (W0, 6(0))yr = / " {ult), B*S(r — t)ar)y dt (A8)

para cualesquiera 7 € [0,T], zr € H.
Por la propiedad de regularidad del operador B, el lado derecho de la igualdad (A.8) esta
bien definido.

Teorema A.12 Fijamos T' > 0. Para cualesquiera yo € H y u € L*((0,T);U), el problema

de Cauchy (A.6)-(A.7) tiene una tnica solucion y. Més ain, existe una constante C' =
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C(T) > 0, independiente de yo y u, tal que
(M)l < C | llyollz + HUHB((O,T);U) para todo 7 € [0, T (A.9)

Para el sistema (A.6) el concepto de control es el siguiente:
Dadas yo,y1 € H, decimos que (A.6) es controlable desde el estado inicial y al estado
final y; si existe un control u € L*((0,T);U) tal que la solucion y del sistema (A.6)-(A.7)

satisface y(T') = y;. Ademas se dice que es controlable a cero si y(7') = 0.

Teorema A.13 Fijamos 7" > 0. El sistema (A.6) es controlable a cero al tiempo 7T siy

solo si existe una constante ¢ > 0 tal que
g 2
By sl dn = cs@ya, (A10)

Para mayores detalles la prueba de los resultados anteriores se pueden encontrar en |8,
18, 20].



Apéndice B

Ciertas propiedades en espacios de
Sobolev

En esta secciéon consideramos al intervalo I = (a,b) C R con a < b, y fijamos 1 < p < 0.
Sea D(I) :={¢ € C(I) : suppp C I} = C(I), es decir, consideramos a las funciones de
clase C'*° de soporte compacto en I. A este conjunto también se le conoce como conjunto de
funciones de prueba. Por analogia, para k € N se define C*(I) = {¢ € C*(I) : suppp C I}.

El espacio W'P(I)
Definimos al espacio de Sobolev W?(I) como aquel conjunto de funciones u € LP(I) tal

que existe g € LP(I) que satisface

b b
/ uw(z)¢' (x)dr = —/ g(x)é(x)dx para toda ¢(x) € CL(I). (B.1)

A la funcién g se le llama la derivada débil de u, ademas se puede mostrar que g es la

tnica funcion con la propiedad anterior. Cuando p = 2, ponemos
HY(I) :== W"2(I). (B.2)

La motivacion de la definiciéon anterior es que si u € CY(I)(LP(I) y ¢ € C}(I), entonces
existe K = [¢,d] C I tal que supp¢ C K, asi que por la formula de integracion por partes

se tiene

b b b
[ w@)s @i = u@ote)l - [ w@oade =~ [ w@o(s
por lo tanto g = ' (aqui ' es la derivada en el sentido usual).

66
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Se tienen las siguientes propiedades de los espacios de Sobolev

P.1)
P.2)

P.3)

P.4)

P.5)

P.6)

P.7)

WHP(I) es un subespacio vectorial de LP(I).
Si u,v € WP(I), entonces (cu + v)' = cu’ + v’ para cualquier ¢ € R.

WP es un espacio de Banach dotado con la norma
ullyrs = llull gy + 101 oy -

HY(I) es un espacio de Hilbert dotado con el producto interior

!/

<U>U>H1(1) = (u, U>L2(1) + (u ’UI>L2(I) ) (B.3)

el cual induce la norma
[l 1y = Nl g2y + 191 Loy - (B.4)

Los espacios WP son separables para 1 < p < 0o y son reflexivos para 1 < p < oo.

Si {up }nen es una sucesion en WHP(I) convergente a v € LP(I) y ademas {u), }nen
también converge en LP(I), entonces u € WP(I) y {u,}nen converge a u con la
norma dada para W1?(7).

Siu € WHP(I) con 1 < p < oo, entonces existe {u, fnen € D(R) tal que {uy,|; bnen

converge a u en WHP(T).

Lema B.1: Existe una constante C' > 0 que so6lo depende de |I| tal que

el ooy < Cllullragy »

para todo u € W'P(I) y para todo 1 < p < co. Es decir W'P(I) C L>(I).

Teorema de la derivada producto y la formula de integracién por partes B.2:
Dadas u,v € WP(I) con 1 < p < oo fijo. Entonces uv € WP(I) y

(uwv) = v'v + uv'. (B.5)

Ademas se verifica la formula de integracién por partes

/ o (z)v(x)de = u(z)v(z)|” —/ u(x)v'(z)dx para todo ¢,d € [a, b]. (B.6)
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Prueba.

Consideramos primero el caso 1 < p < 0o. Por el lema B.1 u € L>([), asi que uv € LP(I).
Ahora por la propiedad P.7 existen {u, }nen, {Un }nen € D(R) tales que w,|; — u, v,|; = v
en W1P(I). Asi tenemos que u,, — u, v, — v en L>(I), por lo tanto u,v, — uv cuando
n — oo tanto en L*(I) como en LP([).

Entonces

(unvn) = ul, v, + upv), = v'v +uv' cuando n — oo,
en LP(I) y por P.6 se obtiene que uv € W1P(I). Para (B.6) solo integramos (B.5).

En el caso p = oo podemos encontrar una prueba detallada en |6, 17].

El espacio W, (1)
Para 1 < p < oco. Se define a W, ? como la cerradura de C1(I) en W'P(I).
En particular
HY(I) == WyA(I). (B.7)

A continuacién enunciamos algunas propiedades de estos espacios.

] Wol’p(]) con la norma inducida por W1? es un espacio de Banach separable y es

reflexivo para 1 < p < oc.
» H}(I) es un espacio de Hilbert separable.
= D(I) = W, P(I).
» Siue W (1) C.(I) entonces u € W, (I).
= Siue WH(I) entonces u € Wy (I) siy solo si u = 0 sobre OI.

Lema B.3: Si [ es acotado, existe C' > 0 que depende solo de |I| tal que

[ull i < C ||U,||Lp(1) para todo u € Wy (I). (B.8)

Prueba Fijamos u € D(I), x € (a,b) y ¢ =p/(p—1). Entonces

/j o' (T)dT

b—a

||U||Lp(1) < plT HUIHLP(I)‘

u(2)] = u(z) — ula)] = < (2 = )" ||| o)

por lo tanto
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El Lema B.3 nos indica que la norma inducida por W'?(I) para el subespacio Wy (I) es

equivalente a la norma
lull, = 1l oy para we WE(I). (B.9)
Asi H}(I) es un espacio de Hilbert con el producto interno

el cual induce una norma equivalente a la norma heredada como subespacio de H'(I).

El espacio dual de H}(I).

Denotamos al espacio dual de H(I) como H~'(I) y tenemos las siguientes inclusiones
Hy(I) c L*(I) c H'(I).

Se puede ver que cada f € L?*(I) induce una distribucién identificada por la misma f

como sigue

fla) = {f, )2 / f(z)a(x)dr para todo o € L*(I),

es decir, L*(I) C D'(I). Ademés en el conjunto de distribuciones se cumple la siguiente
propiedad
(9, ) = = (g2, ) para todo g € D'(I), a € D(I).

Ademas al ser D(I) denso en H}(I) se puede probar que
(g,0a,) = — (gs,a) para todo g € D'(I), o € Hy(I). (B.11)

Por el teorema de representacion de Riesz para f € H~'(I) existe un tnico o € Hj(I) tal

que
f(B) = <a,ﬁ>Hé(I) para todo 3 € Hy([).

Ademas al pensar a a como una distribucion, para 8 € Hj(I) utilizando (B.10) y (B.11)

tenemos

f(ﬁ) = <ax7ﬁx>L2([) = — <05mc75> = _a:c:c(ﬁ)a

esto ultimo nos permite identificar de manera tinica a f con —ay,.

Todos los resultados se encuentran en [6] y [17].



Apéndice C

Algunos resultados de analisis armoénico

y algunas integrales complejas

C.1) La funcion ®(z) es de tipo exponencial.

Para w € C se cumple
| sen(w)|? = cosh?(Im(w)) — cos?(Re(w)) < exp(2|Im(w)]). (C.1)

Si Re(w) > 0, ponemos w = re? conr = |w|, —7/2 < 6 < 7/2. Entonces w'/? = £r1/2e¥/2,

por lo tanto
0
[Tm(w?/?)| = /2 sen( ) \/_| w2

|senw!/?| < exp (\/_\w\l/2>

e (C.1) se tiene

L2 2
Aplicamos lo anterior a w = — (zz — 4—) con Im(z) < 0, asi que
€ €

- 1/2
sen(\[ iz—l‘f—a) ﬁexp( (\z|+ ) )

<o (12) o ().

De manera similar se prueba la desigualdad anterior con Im(z) > 0. Para € > 0 se sigue

que

0(:)) < OO exp (=)

— oo cuando |z| — 0.

cuando |z| — oo

1/2
. ]\/[2
ya que ’zz — e

70
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oo ,a—1
C.2 Calculo del valor principal de la integral / 4 1du con 0 <a< 1.
0o u-—
Observamos
/m“ald /Oo “R(u)du, donde R(u) !
u = u’R(u)du, donde R(u) = ——.
o u—1 0 ’ w(u —1)

Notamos que R(u) tiene polos simples en 0 y 1, entonces podemos seguir [1]. Comenzamos

con el cambio de variable u = t? el cual transforma a la integral en
2 / 2t R(%)dt.
0

Para la funcién 22 escogemos la rama donde el argumento vive entre —7a y 3ma; la funcion
estd bien definida y es analitica en la region que se obtiene de omitir el eje imaginario
negativo lo cual nos permite aplicar el teorema de los residuos a la funcion 22t R(z?) en

la region semicircular centrada en el origen que rodea a los puntos z =0y z = 1.

Se puede probar que la integral sobre los semicirculos tienden a cero cuando el radio del
semicirculo grande tiende a oo y los radios de los semicirculos pequenos tienden a cero.

Entonces tenemos
/ Z2a+1R<Z2>dZ — / (ZQa—i-l + (_Z)2a+1) R(ZQ)dZ,
—00 0

no obstante, (—z)** = e*™ 22 entonces

o0 o
(1 . eZma) / 22a+1R(22)dZ — / ZQa—HR(ZQ)dZ
0 —00
Para la integral de la derecha se requiere determinar los residuos de z**™'R(2%) en el
semiplano superior complejo. Estos son los mismos que los residuos de z*R(z) en todo el
plano complejo, es decir,
LT

(1 o e2i7ra)/0 ZQaJrlR(ZZ)dZ — 7(1 + eQifra)’

de donde obtenemos que

o8] uafl
/ du = —m cot(ar).
0 u — 1
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C.3 La formula integral (4.25).

Para = € R probamos la siguiente formula integral:

00 ZL‘2
/0 logll—t—Q

Fijamos x > 0, para t > 0 tenemos

dt” = |z|"m cot (%) para 0 <y < 2.

2

x
‘1—t—2 <1 siysolosi t>

T
\/57

[e%e) 1’2
dt7+/x 10g‘1 -5
V2

entonces

2

2
o
t2

1—”;—2 dt

" = /ﬁlog
0

= I(z)+ J(x).

o0
/ log
0
Integrando por partes tenemos

7 z? x?
= / log (t_2 — 1) dt’ = t7 log (t_2 — 1)
0

9 [T/V2
— tW—ldt — 7—121—y/2$7—2’
T Jo

t=z/V2 z/V2 -1
Ny
—0 0 1.2 _ t2

1'2

donde usamos que lim t” log <t2

t—0t

—1):Ocuand07>0,x>0.

Por otro lado

T 2 oo 2
—J(z) = —/ log (x_2 - 1) at’ — / log (1 - f—) at”
I\/E t2 . ’ o] t2 .
= /m/\/ilog (352 — t2) N dt +/x log (t2 — 3:2) vt dt

< 2C,(x) /j\[ deH— 2xlog <t2t_2 >7t7 Ydt + / log<
< V20, (2)z +2V3D,(z)x — (22)" log(4/3) + 22 / T

2 _ 2 2
op VP — X

)

donde hemos usado integracion por partes,

2 2 12
lim ¢7 log (f— — 1) = lim i— =0,

t—o00 t—o0 y t2 — 1»2

con C,(z) = ya7 ™! max{2273 1}, D,(z) = vz ' max{2""" 1}.

) AL dt



Apéndice C. Algunos resultados de andlisis armonico y algunas integrales complejas 73

Ahora calculamos su valor principal para el caso x > 0.

o0 Tr—e€ 1'2 o0 [E2
/ log —|dt" = lim < / log ‘ dt” + / log ‘ dt”)
0 e=0" \Jo ate

Aplicando integracion por partes a la primera integral del lado derecho tenemos

r—e 2 2 r—¢€ r—e 2 2t 3
/ log |1 — | dt" = 'log [ = — 1 —/ T vy
0 2 2 0 0 1—

t2
2
= t7log <f—2 — 1)

2
1—

Tr—¢€ oo u77/2
+ |:13|7/ du.
0 2 u—1

(z—e)2

De manera andloga tenemos

o] 2 2
/ log |1 — | dt = lim ¢"log (1 — =
xr+e 3 Ao t2

Finalmente tenemos

I2 -
A (z+e)2 U /2
+ |z|” du.
z+e 0 -

1‘2 1 (‘%75)’y
o0 x? x? x? <( —e)? )
= v — £ Y _ _ 11 al _
/0 log ‘1 3 dt lim ¢7 log (1 ; ) 1g%t log (t ) + El_l}f(glJr log )(a;+s)v

 (z+e)?

00 u—'y/2
= \xP/ du = |x|77 cot (W;) con 0 <7y <2
0 U

C.4 Discretizacion de la medida dv y la convergencia de las series que definen a las fun-
ciones U(z) y h(z).

Dada la medida v en [B,00) definida en (4.24), consideramos su parte entera [v(t)]. No-
tamos que existe una tnica sucesion {py }bren tal que s(uy) = k para todo k € N, por lo
que la grafica de [v(¢)] en el intervalo [B,00) se ve como la grafica de abajo; es obvio que

dichos valores p, existen ya que s(B) = 0, s es continua, es creciente en [A,00) y B = 4A.

Grafica de [v/]

0 A B i i1 R — el - - -
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Para mostrar la convergencia de las series que definen a las funciones U(z) y h(z), utili-

zamos los siguientes resultados.

Lema 1 Si g(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y para ¢ € (a, b) consideramos
m si a<z<ec

a la funcion escalon F(z) = _ :
n si c<z<hb.

Entonces )
/gummmzm—mmw.

Prueba Consideramos una particion finita del intervalo [a,b],
P={xqg=a,z1,29,...,2, = b}

y tomamos para dicha particién los valores ¢; € [xj_1,2;] en la definicién de suma de
Riemann-Stieltjes respecto la particion P .

Entonces existe k € N tal que x,_1 < ¢ < xy, asi que

0 si j#k
n—m s j=

F(z;) — F(xj1) = {

Por lo tanto

n

> g(e)[F(x)) — Faj)] = (n—m)g(ck), con ¢ € [wp_q, z).

j=1

Tomando ||P|| — 0, es claro que ¢ — ¢ y por la continuidad de g se cumple que g(c;) —

g(c), es decir, .
/gummwzm—mmw.

Lema 2 Sea {ay}ren una sucesion de nameros complejos.
o oo

La serie Z log(1 + ax) converge absolutamente si la serie Z |ax| converge.

k=1 k=1
[o¢]

Prueba Como la serie Z |ax| es convergente, entonces |ax| — 0 cuando k — oo, es decir,
k=1
para 0 < § < 1 existe kg € N > |ag| <0 para todo k > k.

Ademés sabemos que
. log(1+ 2)
lim ———=

= 1’
z—0 z
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es decir, para € > 0 existe 0 < § < 1 tal que si |z| < § entonces

log(1+ z)
z

- 1‘ <e.
Por lo tanto,
(1 —¢)lz] <|log(l+2)| < (1+¢)lzl
Ponemos z = a; y sumando desde k = ky hasta infinito, obtenemos
[ee] oo o0
(1—2) Y ol <D log(1+ap)[ < (1+¢) Y Jaul,
k=ko k=ko k=ko

y notamos que ambas series son convergentes por hipotesis. Entonces

o) ko—1
Z |log(1 + ai)| < Z |log(1+ ag)| + (1 +¢)A < 0.
k=1 k=1

Ahora consideremos a la funcién
e’} 22
h(z) = /0 log (1 — t_2> dlv(t)], =€ C\R.

Aplicando el lema 1 y observando la grafica de [v(t)] tenemos

h(z) = /OOO log (1 - j-j) ()] = lim M og (1 - ‘Z—z) dls(t)] = glog (1 - %) |

B

Como s(uy) = k para cada k € N, entonces apy > k, k € N, asi
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C.5 La formula integral (4.35).

Primero consideraremos el caso cuando x > 1, entonces
2

1 1 LUQ 1 $2
/ log |1 — — d(t—ﬂ):/ log (t—2—1>dt—/ 10g<t_2_1> dv/t.
0 0 0

Integramos por partes en la primer integral de la derecha y hacemos el cambio de variable

u? = 2% /t? para obtener

1

t=1 00

1 2 2
1 1
/ log<x——1>dt—tlog<w——l> — x log _hu = log(2* — 1)+ zlog T :
0 t=0 1- T 1-
ya que, por la regla de L'Hospital se cumple
x? i 1+u i 1/u+1
gtion (7 1) =0 Jim s |15 | = Jim b 7T 1\ -

En la segunda integral de la derecha integramos por partes y hacemos el cambio de variable

u? = 22 /1? para obtener

1 2
/ log (f_? — 1) dvt = tlog < 1)‘ (1) —/x [log ‘ H“‘ — 2arctan(u)] ‘Oo_
0 t=

= log(z? — 1) + m/x + y/z log (H‘f) — 2/x arctan /.

Por lo tanto (4.35) se cumple para |z| > 1.
Consideramos 0 < x < 1y notamos que la funcién log |1—x?/t?| presenta discontinuidad en
t = x. Es suficiente calcular el valor principal de la integral, puesto que esta es convergente

(la convergencia es similar a (4.25)). Entonces

1
/ log
0

2

) T—€ IZ 1 ZE2
- d(t —V't) = Eli)r& [/0 log(t—Q—l)dt—i- /z+510g(1_t_2)dt]
T—€ 2 1 2
— lim [/ 1og(—2—1)d\/{s+/ log(l—m—)d\/f]
e=0* [ Jo x+e t2

Integrando por partes obtenemos

r—€ 2 1 2
lim [/ log (x_ — 1) dt +/ log (1 — I—) dt}
e—0t 0 T+e t

, 2 (xii)Q -1
- Elif(% log(1 — z°) + log (1 T ):H—E
z+1
—|-

1—

r+1
-1

2r — ¢
2r + ¢

+xlog

‘+xlog

=log(l —x )+xlog
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De igual forma tenemos

T—¢€ 2 1
lim U 1og(——1>d\/i+/ log(l——)d\/_}
e=0* [ Jo t2 x+e

;1;2 xr—€

L

@ )
= lfim |log(l —2?) +1 ( 1
lim 1 log(1 —2%) + log P )m +\/_0g’

(1- i
(@te)?

+ m/x — 2arctan(y/z) — 2v/7 arctan (\/E) + 2V arctan (\/z)}

1
= log(1 — 2%) + m/x + /x log 1 VIl 2v/z arctan(y/z).
-V

(VTTE+ V3P
(Va—e+ VoP

—Vlog

Por lo que (4.35) se cumple para |z| < 1.
C.6 Para z,y € R calculamos

o0 t o0 t 0 —t
[ [T [

Realizamos los célculos sélo para la primer integral de la derecha con z,y > 0. Considera-

mos el cambio de variable u = v/t. Entonces

/oo \/% dt—/oo 2u2
o (t—x)2+y> Jo (WR—a2)?2+y?

Puesto que el integrando de la integral resultante es par basta con encontrar el valor

principal de Cauchy, ya que si este existe entonces la integral converge a dicho valor.

Encontramos las raices de la funcién de variable compleja

222 222
= = con z € C.
(A s Rl e B
Si 22 = x + iy, ponemos 2% = re = r[cos® + isenf] y cos = ——=— para obtener que

las raices de 22 = z + iy estan dadas por

75 VR +iVE=a] vz == [Vl o + iV =],

tomando los conjugados de z; y 2o se tiene que Z; y Z, son las raices de 22 = z — iy.

Para el calculo de la integral consideramos el siguiente contorno semicircular definido por

|z| = R con R > 0 suficientemente grande para que en el interior estén z; y Za
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Entonces

/R (t—x)#—i—y?dt + / f(2)dz = 2mi[Resf(z) + Res f(z)].

Cr z=z1 2=Z2

Tenemos que

» Resf(z) = 22 = il
z=z (21— 2)(z1 = Z1)(z1 = Z2)  2iy/]2] —av/]2[ + 2
__ 275 - Za
ii?f(Z) ()@ - 2)(—7) 2i\/|2] — z/]2] + @

Sabemos que |z| = Ren Cry (2| — |z])? — y* < |(2* — 2)? + y?|, entonces

2R2 2R37T
< dz < R = '
< LR’f(Z)’ 2> (R2 — |z])2 _y27r R* — 2R?|x| + |x|? — y?

f(2)dz
Cr

Tomando R — oo, la integral en el contorno C'y tiende a cero, asi

Sdt = 2mi[Resf(z) + Resf(z)] =

/°° Vit 2
oo (=) +y =n =7 V2/lel -

Por lo tanto

o t
o (t—2)+y NeNVIEEY:
De manera analoga se puede probar que
0
V=t
/ ﬁdt — ;7 x7y E R.
o (t—2)? 4y NeNIEET:

Por lo tanto,

VAU Y 1 )
/m<t—x>2+y2dt‘ﬁ<¢|zy+x+¢|z|_x)’ yeRk o (C2)

Tomamos y = 1 y x por —z, entonces

o0 ¢ 1 1
oo L[z + VovVaZ +1-22  V2Va? +1+2x
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Esta altima expresion nos es de utilidad en el Lema 6 del capitulo 4.

C.7 Desigualdad para (4.49)
2

M
Para M +# 0 existe § > 0 tal que § < e Entonces para cada ¢ > 0 con ¢ < 9 tenemos

1/4
y oot 4 1)V < a4 A2

4
+——

2 1/4
1 <
" + 1177 < 162

De lo anterior se sigue

1/4
22 + X212

4

162

(:L‘2—|—1)3/4§ 12_'_

Tenemos que (22 + 1)* < (Jz| +1)%2, z € R,

(x2 + 1)3/4
W S 1 para todo x € R.
: (a? + 1) : 3(z —1)
Para > 0 definimos f(z) = w1 entonces f'(z) = 2w 1) L A Nota-
1
mos que f(z) alcanza su valor minimo en x = 1, es decir, miﬂg flz) = S
Te
Tomamos ¢ < — entonces
V2
e (|o + 1)%2 < |2 + 1P/,
Finalmente si ¢ = min{é, 1/v/2} obtenemos
3/2 1
c (C.3)

< .
a2 4 2] a2 4 azrz (el 1)
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