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Introducción

La teoría de control en las últimas décadas se ha vuelto indispensable para entender el

mundo físico, químico, biológico, económico, etc, ya que éstos están muchas veces enlazados

a un problemas de control y en su gran mayoría se modelan a través de una ecuación de

estado

A(y) = f(u),

donde y es el estado o solución de la ecuación y u es el control a elegir de manera libre

para actuar sobre el mismo. Controlar la ecuación anterior es hallar u en un conjunto de

controles admisibles U de manera que exista la solución y, sin embargo no sólo se necesita

encontrar a u en el conjunto de controles admisibles U , sino que se busca el mejor control

o el control óptimo de manera que exista solución de coste mínimo.

Por su importancia hoy en día la teoría de control a revolucionado el mundo ya que siempre

el hombre ha querido controlar su entorno, lo que sucede a su alrededor; ejemplo de esto

a sido la búsqueda de la automatización de procesos en la industria, en la tecnología, en

la economía, en salud, en genética, etc. Hoy en día la ley de causa-efecto no es estática, es

dinámica; es decir, introducimos el control óptimo para obtener ciertos estados conforme

transcurre un determinado tiempo en algún tipo de proceso; dicho proceso lo vamos con-

trolando de manera sistemática para obtener un resultado deseado, pasando por diferentes

estados. Ejemplo de eso es la aviación, cuando se quiere aterrizar un avión por medio de

la computadora cuando se pilotea a ciegas por las condiciones climáticas desfavorables.

En robótica tenemos un ejemplo simple acerca del control de un brazo rígido giratorio a

través de un motor puesto en el extremo de la estructura. Sea m la masa total localizada

en el extremo libre, asumimos que la barra tiene longitud 1 y no hay fricción, aplicando

las leyes de Newton a objetos giratorios obtenemos la ecuación

mθ̈(t) +mgθ(t) = u(t),

donde θ = θ(t) es el ángulo del brazo medido desde la vertical en sentido antihorario, g es
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Introducción iv

la constante de gravedad y u es el momento de torsión externo que se aplica al sistema.

En el problema anterior θ es el que describe el estado del sistema y u es el control.

Otro ejemplo es la famosa ecuación de la onda
utt − uxx = 0, x ∈ (0, L), t > 0,

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, L),

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, L).

El sistema anterior describe la vibración de una cuerda de longitud L que permanece �ja

en sus extremos x = 0 y x = L, donde u = u(x, t) representa la altura a la que se encuen-

tra el punto x de la cuerda al instante de tiempo t. Mediante un control u(0, t) = u(t)

queremos conducir a la partícula de un punto inicial a un punto �nal, dicho problema a

sido objeto de muchos estudios a través de la historia de la matemática debido a su im-

portancia en ecuaciones de movimiento. Si consideramos la ecuación bidimensional bajo

ciertas condiciones se vuelve el modelo perfecto para predecir y controlar terremotos.

Cabe mencionar que a medida que se avanza en la teoría de control, cada día se atacan

problemas más complejos con el �n de controlar aquellos fenómenos que parecen imposibles

de entender, es ahí donde la matemática entra en juego, ya que los distintos fenómenos

se representan por una ecuación o un sistema algebraico o funcional (integral, diferencial

parcial u ordinario, etc), de ahí la relación tan estrecha de la teoría de control con las

ecuaciones diferenciales. El presente trabajo de tesis tiene como objeto principal de estudio

el costo de la controlabilidad a cero de la siguiente ecuación de transporte-difusión
yt +Myx − εyxx = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = u(t) si t ∈ (0, t),

y(t, L) = 0 si t ∈ (0, t),

y(0, x) = y0(x) si x ∈ (0, L),

para L, T, ε > 0,M 6= 0 constantes �jas, u ∈ L2(0, T ) la función de control y y0 ∈ L2(0, L)

el estado inicial del sistema.

En concreto, queremos estudiar el costo de controlabilidad a cero del sistema al tiempo T

dado un estado inicial y0 ∈ L2(0, T ), es decir, mostramos que existe una función de control

u ∈ L2(0, T ) tal que existe solución única al problema en mención y que satisface

y(T, x) = 0, x ∈ [0, L].
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Además queremos mostrar que sucede con dicho costo cuando ε→ 0+.

Es conocido (ver [13]) que el costo de controlabilidad a cero al tiempo T del sistema se

mide como la mejor constante C = C(T, L,M, ε) tal que para cada y0 ∈ L2(0, L) existe el

control u ∈ L2(0, T ) tal que

‖u‖L2(0,T ) ≤ C ‖y0‖L2(0,L) .

Notamos que si ε→ 0+, estudiar el costo de controlabilidad a cero al tiempo T de nuestro

sistema es equivalente a estudiar el costo de controlabilidad a cero al tiempo T del siguiente

sistema de transporte 
yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

donde mostramos que el sistema anterior es controlable a cero al tiempo T si y sólo si

T ≥ L/|M |. Se ha querido emular dicho resultado para nuestro sistema en cuestión, sin

embargo lo que hasta ahora se ha obtenido son cotas para el tiempo T donde existe el

control exacto a cero, las cuales se han ido mejorando con los años. En nuestro trabajo

de tesis realizamos las pruebas detalladas de estos resultados utilizando la teoría de los

semigrupos de operadores así como el análisis complejo, clari�cando aquellos aspectos te-

diosos y haciendo ciertas correcciones, para así proporcionar una guía para todas aquellas

personas que quieran abordar este tipo de problemas. A continuación mostramos la orga-

nización de nuestro trabajo de tesis

En el capítulo 1 introducimos el problema que trataremos en nuestro trabajo de tesis, así

como el planteamiento del mismo.

En el capítulo 2 tratamos aspectos preliminares que son relevantes para nuestro problema,

como la ecuación de transporte y el método de los momentos que propone Fattorini en

[10] para la controlabilidad exacta para problemas de segundo orden de tipo parabólicos.

En el capítulo 3 mostramos la existencia y unicidad de la solución para nuestro problema

y planteamos la relación que existe con el problema de transporte del capítulo 2, así como

el signi�cado del control a cero y su costo.

En el capítulo 4 damos una prueba detallada de los resultados de Glass para nuestro pro-
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blema esclareciendo y corrigiendo algunos detalles y proponiendo el lema 10 que es de

mucha importancia para la prueba de los resultados.

En el capítulo 5 damos una prueba detallada de la mejor cota que hasta ahora se conoce

para el caso M < 0. Además realizamos las conclusiones pertinentes de nuestro trabajo.

En conclusiones ponemos lo más relevante de nuestro trabajo de tesis.

En el apéndice A mostramos los elementos necesarios de la teoría de semigrupos de ope-

radores fuertemente continuos en un espacio de Hilbert H, aplicados a los sistemas de

ecuaciones diferenciales.

En el apéndice B mostramos algunos aspectos relevantes de los espacios de Sobolev que

utilizamos para nuestro problema.

En el apéndice C desarrollamos de ciertos detalles que utilizamos en su mayoría en el

capítulo 4, así como una prueba completa de la fórmula (4.25) que es fundamental en el

capítulo 4 y de la fórmula (C.2) la cual es de mucha importancia en la prueba del lema

10.
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Capítulo 1

Planteamiento del problema de

transporte-difusión

1.1. Ecuación de transporte-difusión

Para constantes �jas L, T, ε > 0, y M 6= 0, dadas u ∈ L2(0, T ) y y0 ∈ L2(0, L), considera-

mos el siguiente problema de transporte-difusión.

yt − εyxx +Myx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (1.1)

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ), (1.2)

y(t, L) = 0, t ∈ (0, T ), (1.3)

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L). (1.4)

1.2. Controlabilidad uniforme a cero

En general el problema (1.1)-(1.4) se dice que es controlable, si dadas las funciones y0, y1 ∈
L2(0, L), podemos encontrar una función u ∈ L2(0, T ) tal que la solución y del problema

de Cauchy (1.1)-(1.4) satisface:

y(T, x) = y1(x), x ∈ (0, L) (1.5)

y se dice que es controlable a cero o de controlabilidad nula cuando y1 := 0, es decir

y(T, x) = 0, x ∈ (0, L). (1.6)

El costo de la controlabilidad a cero de la ecuación de transporte-difusión se de�ne como

1



Capítulo 1. Planteamiento del problema de transporte-difusión 2

la mejor constante Cεcost > 0 tal que

para cada y0 existe uε ∈ U(ε, T, L,M, y0) tal que y(T, ·) = 0 y ||uε|| ≤ Cεcost||y0||,
donde U(ε, T, L,M, y0) representa el conjunto de controles para (1.1).

El concepto de control uniforme a cero en (1.1)-(1.4) fue establecido por Fattorini y Russell

(ver [10]). Entonces es interesante hacernos la siguiente pregunta acerca del costo de la

controlabilidad a cero de nuestro problema en cuestión.

¾Cuál es el comportamiento asintótico de Cεcost cuando ε→ 0+?

1.3. Formulación del problema

Una vez planteado el problema de transporte-difusión, queremos encontrar la mejor cota

para la controlabilidad uniforme a cero de (1.1)-(1.4), ya que aunque muchos han dado

estimaciones de Cεcost, todavía no son óptimas (ver [11, 19]) desde el punto de vista de la

entropía. Otra motivación para estudiar este problema es que F. Boyer muestra resultados

computacionales muy importantes en [5] para las ecuaciones no lineales de tipo parabólico.

La motivación de estudiar la controlabilidad de (1.1), es que ε representa la viscosidad de

fuga de una ecuación de transporte-difusión, la cual queremos controlar en el límite hacia

cero de dicha viscosidad. Las soluciones de este problema son soluciones discontinuas, que

se obtienen a través del límite de viscosidad como se puede ver en [2, 3]. Un primer

ejemplo del resultado de controlabilidad de una ley de conservación no lineal en el límite

de viscosidad de fuga fue dado en [12].

1.4. Ecuación de transporte de primer orden

Sean T, L > 0 yM 6= 0. Consideramos el problema de control de la ecuación de transporte

uno-dimensional,

yt +Myx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (1.7)

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ), (1.8)

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L), (1.9)

donde y0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T ).
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Dicho problema es de interés debido a que si en (1.1)-(1.4), hacemos ε → 0+ tenemos el

problema de transporte (1.7)-(1.9). Más adelante probaremos que el problema de trans-

porte es controlable si y sólo si T ≥ L/|M |

Para la ecuación de transporte-difusión (1.1)-(1.4), Coron y Guerrero (ver [13]) también

probaron que:

Si T < L/M , entonces Cεcost ≥ exp(C · ε−1), para alguna constante C > 0.

Si T ≥ K · L/M , entonces Cεcost ≤ exp(−C · ε−1), donde

K = K(ε, T, L,M) = sup
||y0||L2(0,L)≤1

{
mı́n{||u||L2(0,T ) : u ∈ U(ε, T, L,M, y0)}

}
Más aún, Coron y Guerrero en [13] probaron para (1.1)-(1.4) que

si M > 0, el problema es uniformemente controlable a cero, para T > 4.3L/M .

si M < 0, el problema es uniformemente controlable a cero, para T < 57.2L/|M |.

Probaremos los resultados propuestos en [11], los cuales desarrollaremos aplicando méto-

dos de análisis armónico, y haciendo ciertas precisiones para obtener los siguientes resul-

tados

si M > 0, el problema es uniformemente controlable a cero para T > 4.2L/M .

si M < 0, el problema es uniformemente controlable a cero para T < 6.1L/|M |.

Las estimaciones anteriores se encuentran a partir de dos enfoques diferentes; Coron y

Guerrero utilizaron una estimación de Carleman, mientras que Glass utilizó un método

introducido por Russell que utiliza el análisis armónico para resolver problemas de con-

trolabilidad (Ver [10]).

Aunque se ha avanzado en la teoría de control y en las ecuaciones diferenciales parcia-

les, todavía no se cuenta con las herramientas su�cientes para enfrentar el problema de

controlabilidad uniforme a cero de la ecuación de transporte-difusión, y las cotas que se

encuentran no son óptimas, es por eso necesaria una teoría más sólida que pueda abordar

el problema de una forma más concreta. Cuando el problema se plantea en dimensiones

arbitrarias la complejidad aumenta considerablemente, este problema se ha atacado desde

el análisis funcional, el análisis armónico, teoría de operadores, sistemas dinámicos y en la

actualidad también se está utilizando el análisis complejo como se puede ver en [19].
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Ecuación de transporte

2.1. Ecuación lineal de transporte de primer orden

Fijamos T, L > 0. Consideramos la llamada ecuación de transporte
yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

(2.1)

donde t es el tiempo, u(t) ∈ R es el control y y(t, ·) : (0, L)→ R es el estado.

Es fácil veri�car que la solución para (2.1) está dada por la función y(t, x) =

{
u(t− x), 0 ≤ x < t

y0(x− t), 0 ≤ t < x
,

siempre que u y y0 sean funciones diferenciables.

Problema de Cauchy bien planteado

Para T, L > 0, en esta sección damos sentido a la noción de solución débil de la ecuación

de transporte 
yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

(2.2)

donde y0 ∈ L2(0, T ), u ∈ L2(0, T ) son funciones dadas. Mostraremos que en tal sentido, el

problema está bien planteado.

Primero supongamos que existe y ∈ C1([0, T ]× [0, L]) que satisface (2.2). Sean τ ∈ [0, T ],

4



Capítulo 2. Ecuación de transporte 5

φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]), entonces∫ τ

0

∫ L

0

[φyt + φyx]dxdt = 0.

Si integramos por partes obtenemos∫ L

0

φy|τ0dx+

∫ τ

0

φy|L0 dt−
∫ τ

0

∫ L

0

[φt + φx]ydxdt =

∫ L

0

[φ(τ, x)y(τ, x)− φ(0, x)y0(x)]dx

+

∫ τ

0

[φ(t, L)y(t, L)− φ(t, 0)u(t)]dt

−
∫ τ

0

∫ L

0

[φt + φx]ydxdt = 0.

.

Lo anterior motiva la de�nición de una solución débil de (2.2).

De�nición 1 Para T, L > 0, consideramos y0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T ). Una solución

débil de (2.2) es una función y ∈ C0([0, T ]× [0, L]) tal que para cada τ ∈ [0, T ] y para toda

φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) con φ(t, L) = 0 t ∈ [0, τ ], satisface que∫ τ

0

∫ L

0

(φt + φx)ydxdt =

∫ L

0

φ(τ, x)y(τ, x)dx−
∫ L

0

φ(0, x)y0(x)dx−
∫ τ

0

φ(t, 0)u(t)dt.

(2.3)

Cabe destacar que la de�nición anterior motiva la siguiente observación. Si y es una solu-

ción débil de (2.2) de clase C1 en [0, T ]× [0, L], entonces se cumplirá que

i. y0 ∈ C1([0, L]),

ii. u ∈ C1([0, T ]),

iii. y(0, x) = y0(x) para todo x ∈ [0, L],

iv. y(t, 0) = u(t) para todo t ∈ [0, T ],

v. yt(t, x) + yx(t, x) = 0 para todo (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L].

El siguiente resultado muestra que las soluciones de (2.2) dependen continuamente de los

datos.

Teorema 1 Para T, L > 0, consideramos y0 ∈ L2(0, L), u ∈ L2(0, T ). Entonces (2.2)

tiene una única solución débil; además dicha solución, denotada por y, satisface que

‖y(τ, ·)‖L2(0,L) ≤ ‖y0‖L2(0,L) + ‖u‖L2(0,T ) para todo τ ∈ [0, T ]. (2.4)
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Prueba Para la existencia, es fácil veri�car que tal solución de (2.2) está dada por la

función

y(t, x) =

{
u(t− x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], x < t

y0(x− t), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], x ≥ t.
(2.5)

Para deducirla podemos utilizar el método de las características, el cual se puede encontrar

en [14]. Una vez que tenemos esta solución es fácil probar la desigualdad. EL resultado

general se sigue de la densidad de las funciones diferenciables en L2.

Forma alternativa de la prueba de la existencia: Otra forma de probar la existencia

de la solución es utilizando la teoría de semigrupos de operadores lineales del apéndice A

como sigue.

Caso 1: Consideramos u ∈ C2([0, T ]) con u(0) = 0, y0 ∈ H1(0, L) con y0(0) = 0. De�ni-

mos el operador lineal

A : D(A) ⊆ L2(0, L) → L2(0, L)

f 7→ Af = −fx
(2.6)

donde D(A) := {f ∈ H1(0, L) | f(0) = 0}.
Se puede mostrar que D(A) es denso en L2(0, L) y que A es un operador cerrado en el

sentido de la de�nición A.1.

Notamos que para f ∈ D(A),

〈Af, f〉 = −
∫ L

0

ffxdx = −f
2(L)

2
≤ 0, (2.7)

esto implica que A es disipativo (ver A.2).

Para f ∈ D(A), g ∈ H1(0, L) notamos que por integración por partes

〈Af, g〉 = −
∫ L

0

fxgdx = −f(L)g(L) +

∫ L

0

fgxdx. (2.8)

De�nimos el conjunto D(A∗) := {g ∈ H1(0, L) | g(L) = 0}, entonces el operador A∗ dado
por A∗g = gx, g ∈ D(A∗), es el operador lineal adjunto de A. Para g ∈ D(A∗), tenemos

que

〈A∗g, g〉 =

∫ L

0

ggxdx = −g
2(0)

2
≤ 0, (2.9)

lo cual implica que A∗ es disipativo.

El teorema A.9 asegura la existencia de una función z ∈ C1([0, T ];L2(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L))
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tal que

dz

dt
= Az − u′(t), en L2(0, L), (2.10)

z(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ], (2.11)

z(0, ·) = y0. (2.12)

De�nimos la función y ∈ C1([0, T ];L2(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L)) como

y(t, x) := z(t, x) + u(t) para todo (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L]. (2.13)

Veamos que (2.13) satisface (2.3).

Fijamos τ ∈ [0, T ] y φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]). Notamos por integración en espacios de Sobolev

(ver [9]) y (2.6)∫ τ

0

∫ L

0

φx(t, x)[z(t, x) + u(t)]dxdt = −
∫ τ

0

∫ L

0

φ(t, x)zx(t, x)dxdt+

∫ τ

0

φ(t, L)z(t, L)dt

+

∫ τ

0

u(t)

∫ L

0

φx(t, x)dx

=

∫ τ

0

∫ L

0

φ(t, x)A (z(t)) dxdt+

∫ τ

0

y(t, L)φ(t, L)dt

−
∫ τ

0

u(t)φ(t, 0)dt.

(2.14)

Además∫ L

0

∫ τ

0

φt(t, x)[z(t, x) + u(t)]dtdx =

∫ L

0

∫ τ

0

φt(t, x)z(t, x)dtdx+

∫ L

0

u(τ)φ(τ, x)dx

−
∫ τ

0

∫ L

0

φ(t, x)u′(t)dxdt.

(2.15)

Para cada η ∈ L2(0, L) por (2.10) se cumple

d

dt
〈z(t), η〉L2(0,L) =

〈
dz

dt
(t), η

〉
L2(0,L)

= 〈A (z(t))− u′(t), η〉L2(0,L) . (2.16)

Ahora consideramos el conjunto de funciones

V = ψ(t) · η(x), con ψ ∈ C1([0, τ ]), η ∈ C1([0, L]) y η(L) = 0.

Sea φ(t, x) = ψ(t)η(x) ∈ V. Para la primera integral a la derecha de (2.15) por (2.16) e
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integración por partes tenemos∫ τ

0

∫ L

0

ψ′(t)η(x)z(t, x)dxdt =

∫ τ

0

ψ′(t) 〈z(t), η〉L2(0,L) dt

= ψ(t) 〈z(t), η〉L2(0,L)

∣∣∣τ
0
−
∫ τ

0

ψ(t)
d

dt
〈z(t), η〉L2(0,L) dt

=

∫ L

0

φ(τ, x)z(τ, x)dx−
∫ L

0

φ(0, x)z(0, x)dx

−
∫ τ

0

∫ L

0

φ(t, x)[A (z(t))− u′(t)]dxdt.

(2.17)

Se puede ver en [6] que V es denso en el espacio C1([0, τ ]× [0, L]). Entonces por (2.12),

(2.14), (2.15) y (2.17), para cada φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) tenemos∫ τ

0

∫ L

0

(φt + φx)ydxdt =

∫ L

0

φ(τ, x)y(τ, x)dx−
∫ L

0

φ(0, x)y0(x)dx+

∫ τ

0

φ(t, L)y(t, L)dt

−
∫ τ

0

φ(t, 0)u(t)dt.

En particular si tomamos φ = y
∣∣
[0,τ ]×[0,L] tenemos∫ τ

0

|y(t, L)|2dt+

∫ L

0

|y(τ, x)|2dx =

∫ τ

0

|u(t)|2dt+

∫ L

0

|y0(x)|2dx

y de esta última expresión se sigue (2.4).

Caso 2: Sean y0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T ) funciones arbitrarias. Existe una sucesión

{y0,n}n∈N ⊆ D(A) tal que y0,n → y0 en L2(0, L) cuando n → ∞. También existe una

sucesión {un}n∈N ⊆ C2([0, T ]) tal que un(0) = 0 y un → u en L2(0, T ) cuando n → ∞.

Para cada n ∈ N procedemos como en el caso 1, entonces existe una sucesión {yn}n∈N de

funciones en C1([0, T ];L2(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L)) dada por yn(t, x) := zn(t, x)+un(t),

donde zn satisface

dzn
dt

= Azn − u′n(t), en L2(0, L), (2.18)

zn(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ], (2.19)

zn(0, ·) = y0,n, (2.20)

además

‖yn‖C0([0,T ];L2(0,L)) ≤ ‖un‖L2(0,T ) + ‖y0,n‖L2(0,L) , n ≥ 1.
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Más aún, para n,m ∈ N procedemos como en el caso anterior para obtener

‖yn − ym‖C0([0,T ];L2(0,L)) ≤ ‖un − um‖L2(0,T ) + ‖y0,n − y0,m‖L2(0,L) .

Es decir {yn} es una sucesión de Cauchy en C0([0, T ];L2(0, L)), por lo tanto existe y ∈
C0([0, T ];L2(0, L)) tal que yn → y en C0([0, T ];L2(0, L)) cuando n→∞.

En particular ∫ τ

0

∫ L

0

(φt + φx)yndxdt →
∫ τ

0

∫ L

0

(φt + φx)ydxdt,∫ L

0

φ(τ, x)yn(τ, x)dx →
∫ L

0

φ(τ, x)y(τ, x)dx.

Dado que∫ τ

0

∫ L

0

(φt + φx)yndxdt =

∫ L

0

φ(τ, x)yn(τ, x)dx−
∫ L

0

φ(0, x)y0,n(x)dx−
∫ τ

0

φ(t, 0)un(t)dt,

para toda φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) con φ(t, L) = 0 para t ∈ [0, τ ], n ∈ N, se sigue que y es la

solución de (2.2).

Unicidad Supongamos que y1, y2 son soluciones de (2.2). Notamos que y := y1− y2 es la

solución del problema de Cauchy homogéneo

yt + yx = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L],

y(t, 0) = 0, t ∈ (0, T ),

y(0, x) = 0, x ∈ (0, x).

También observamos que si φ ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) con φ(t, L) = 0, t ∈ [0, τ ], entonces∫ τ

0

∫ L

0

[φt + φx]ydxdt =

∫ L

0

y(τ, x)φ(τ, x)dx. (2.21)

De�nimos una sucesión de funciones {fn}n∈N en C1(R) tal que{
fn = 0, en [L,+∞), para todo n ∈ N
fn|(0,L) → y(τ, ·) en L2(0, L) cuando n→∞

(2.22)

Para n ∈ N consideramos φn ∈ C1([0, τ ]× [0, L]) dada por

φn = fn(τ + x− t), (t, x) ∈ [0, τ ]× [0, L].
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Notamos que φn(τ, L) = fn(L) = 0 para toda n ∈ N y se satisface que

φnt + φnx = 0 en [0, τ ]× [0, L].

Así tomando φ := φn, en (2.21) junto con (2.22), entonces∫ L

0

y(τ, x)φn(τ, x)dx =

∫ L

0

y(τ, x)fn(x)dx = 0,

por lo tanto,

ĺım
n→∞

∫ L

0

y(τ, x)fn(x)dx =

∫ L

0

y2(τ, x)dx = 0,

entonces y(τ, x) = 0 para todo x ∈ [0, L].

Controlabilidad exacta

Decimos que el sistema (2.2) es exactamente controlable al tiempo T > 0, si para cuales-

quiera y0, y1 ∈ L2(0, L), existe una función de control u ∈ L2(0, T ) tal que el problema de

Cauchy (2.2) satisface y(T, x) = y1(x), x ∈ (0, L).

Teorema 2 El sistema (2.2) es controlable al tiempo T > 0 si y sólo si T ≥ L.

Prueba Necesidad: Supongamos que T < L, sean y0 ≡ 1, y1 ≡ 0 en [0, L]. Supongamos

que existe u ∈ L2(0, T ) tal que la solución y de (2.2) satisface y(T, x) = 0, x ∈ (0, L). Tal

solución debe estar dada por

y(t, x) =

{
u(t− x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], x < t

1, (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], x ≥ t

Como T < L entonces y(T, x) = 1, para todo x ∈ (T, L), lo cual es una contradicción.

Su�ciencia: Sean y0, y1 ∈ L2(0, L) arbitrarios. De�nimos la función control

u(t) =

{
y1(T − t) si t ∈ (T − L, T )

0, si t ∈ (0, T − L)

Entonces la solución y de (2.2) dada en (2.5) satisface

y(T, x) = u(T − x) = y1(T − (T − x)) = y1(x), ∀x ∈ (0, L).

Controlabilidad nula

Para T > 0 el sistema (2.2) es controlable a cero al tiempo T si para cada y0 ∈ L2(0, L)

existe u ∈ L2(0, T ) tal que la solución de (2.2) satisface que y(T, ·) = 0 en [0, L].
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Lema 1 El sistema (2.1) es exactamente controlable al tiempo T , si y sólo si es controlable

a cero al tiempo T .

Prueba Necesidad: Es claro.

Su�ciencia: Sean y0, y1 ∈ L2(0, L) dadas.

a) Supongamos que existen y∗0 ∈ L2(0, L) y u∗ ∈ L2(0, T ) tal que la solución y∗ ∈
C0([0, T ];L2[0, L]) del sistema

y∗t + y∗x = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y∗(t, 0) = u∗(t), t ∈ (0, T ),

y∗(0, x) = y∗0(x), x ∈ (0, L),

satisface

y∗(T, x) = y1(x), x ∈ L(0, L)

b) Por hipótesis, para la función y0(x) − y∗0 existe ũ ∈ L2(0, T ) tal que la solución ỹ ∈
C0([0, T ];L2(0, L)) del sistema

ỹt + ỹx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

ỹ(t, 0) = ũ(t), t ∈ (0, T )

ỹ(0, x) = y0(x)− y∗0(x), x ∈ (0, L)

satisface

ỹ(T, x) = 0, x ∈ (0, L).

c) De�nimos u(t) = u∗(t) + ũ(t), t ∈ (0, T ) y ponemos

y(t, x) = y∗(t, x) + ỹ(t, x), para todo (t, x) ∈ (0, T )× (0, L).

Es evidente que dicha función y satisface (2.2) y

y(T, x) = y1(x), x ∈ (0, L).

A continuación mostramos la existencia de y∗0 y u∗. Sea z ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) la solución

del sistema

zt + zx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L), (2.23)

z(t, 0) = 0, t ∈ (0, T ), (2.24)

z(0, x) = y1(L− x), x ∈ (0, L), (2.25)
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la cual esta dada por (ver 2.5)

z(t, x) =

{
0, (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], x < t

y1(L− x+ t), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L], x ≥ t
. (2.26)

De�nimos y∗0 ∈ L2(0, L) y u ∈ L2(0, T ) como sigue

y∗0(x) = z(T, L− x), x ∈ (0, L),

u∗(t) = z(T − t, L), t ∈ (0, T ).

Entonces se puede veri�car que la solución y∗ del sistema en (a) esta dada por

y∗(t, x) = z(T − t, L− x), t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L).

Dualidad entre controlabilidad y observabilidad

Sean T, L > 0. Dada u ∈ L2(0, T ), consideramos la única solución y ∈ C0([0, T ];L2(0, L))

para (2.2) con y0 ≡ 0.

De�nimos el mapeo lineal,

FT : L2(0, T ) → L2(0, L)

u 7→ y(T, ·).
(2.27)

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 2 El sistema (2.1) es exactamente controlable al tiempo T si y sólo si FT es sobre-

yectivo.

Prueba Necesidad: Es claro.

Su�ciencia: Sean y0, y1 ∈ L2(0, L). Sea ŷ ∈ C0([0, T ]), L2(0, L)) la solución del problema


ŷt + ŷx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L)

ŷ(t, 0) = 0, t ∈ (0, T )

ŷ(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L).

Ponemos y2 = ŷ(T, ·) y y3 = y1 − y2. Por hipótesis existe u ∈ L2(0, T ) tal que FT (u) = y3

y ỹ ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) que satisface
ỹt + ỹx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L)

ỹ(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T )

ỹ(0, x) = 0, x ∈ (0, L)
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y ỹ(T, x) = y3(x), x ∈ (0, L). Entonces y(t, x) = ŷ(t, x)+ ỹ(t, x) es la solución del sistema
yt + yx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L)

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T )

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L)

y satisface y(T, x) = ŷ(T, x) + ỹ(T, x) = ŷ(T, x) + y1(x)− ŷ(T, x) = y1(x), x ∈ (0, L).

Ahora recordamos que para una aplicación lineal y continua F : H1 → H2, con H1 y H2

espacios de Hilbert, se tiene que F es sobreyectiva si y sólo si existe una constante c > 0,

tal que

‖F∗(x2)‖H1
≥ c ‖x2‖H2

, para todo x2 ∈ H2 (2.28)

donde F∗ es el operador adjunto de Hilbert de F .
A (2.28) se le llama la desigualdad de observabilidad al considerar el operador (2.27).

Dicha ecuación está muy relacionada con el problema adjunto del sistema (2.2) como se

muestra en el siguiente resultado.

Lema 3 Sea zT ∈ H1(0, L) tal que zT (L) = 0. Sea z ∈ C1([0, T ];L2(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L))

la solución del sistema
zt + zx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L)

z(t, L) = 0, t ∈ (0, T )

z(T, x) = zT (x), x ∈ (0, L)

(2.29)

Entonces

F∗(zT ) = z(·, 0). (2.30)

Prueba Observamos que la existencia y unicidad de la solución de (2.29) se muestra de

manera similar a la existencia y unicidad de la solución de (2.2).

Sea z̃ ∈ C1([0, T ];L2(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L)) la solución de
z̃t = Az̃ en L2(0, L),

z̃(t, 0) = 0, t ∈ (0, T ),

z̃(0, x) = zT (L− x), x ∈ (0, L),

entonces

z(t, x) = z̃(T − t, L− x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L].

Sea u ∈ C2([0, T ]) con u(0) = 0 y y ∈ C1([0, T ];L2(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L)) solución
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del sistema

yt + yx = 0 en L2(0, L), (2.31)

y(t, 0) = u(t), t ∈ [0, T ] (2.32)

y(0, x) = 0, x ∈ [0, L]. (2.33)

De (2.29), (2.31)-(2.33) e integrando por partes, tenemos que

〈
zT ,FT (u)

〉
L2(0,L)

=

∫ L

0

zT (x)y(T, x)dx

=

∫ L

0

∫ T

0

(zy)tdtdx =

∫ T

0

∫ L

0

(zty + zyt)dxdt

= −
∫ T

0

∫ L

0

(zxy + zyx)dxdt = −
∫ T

0

∫ L

0

(zy)xdxdt

=

∫ T

0

z(t, 0)u(t)dt = 〈z(·, 0), u〉L2(0,T ) .

Dado que el conjunto D = {u ∈ C2(0, T ) : u(0) = 0} es denso en L2(0, T ) se concluye la

prueba.

Finalmente de la desigualdad (2.28) se puede ver que el sistema (2.2) es controlable a cero

si y sólo si se satisface la siguiente desigualdad de observabilidad∫ T

0

z(t, 0)2dt ≥ c2
∫ L

0

z(T, x)2dx (2.34)

donde z es la solución del sistema (2.29).

2.2. El método de los momentos

En esta sección el objetivo es dar una descripción del método de los momentos propuesto

por H. Fattorini y D. Russell en [10].

Para X,T ∈ R+, consideramos la ecuación parabólica en [0, T ]× [0, X]

dy

dt
=

∂

∂x

(
p(x)

∂y

∂x

)
+ q(x)y + b(x)f(t), (2.35)

con condiciones de frontera

A0y(t, 0) +B0
∂y

∂x
(t, 0) = g0(t), A2

0 +B2
0 6= 0

A1y(t,X) +B1
∂y

∂x
(t,X) = g1(t), A2

1 +B2
1 6= 0

(2.36)
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donde p(x) ∈ C2[0, X], p(x) > 0, x ∈ [0, X], b ∈ L2[0, X], q(x) ∈ C[0, X]. Las funciones

f, g0 y g1 son interpretadas como las funciones de control y son admisibles si f, g′0, g
′
1 ∈

L2[0, T ]. Dado un estado inicial

y(0, x) := y0(x) ∈ L2[0, X] (2.37)

el problema (2.35), (2.36) y (2.37) tiene solución única en el siguiente sentido:

i) Para cada t ∈ [0, T ], y(t, ·) ∈ L2[0, X] y para t > 0, ∂y
∂x

(t, ·), ∂2y
∂x2

(t, ·) existen en el

sentido de distribuciones (ver [14]) y están en L2[0, X].

ii) La función t → y(t, ·) de�nida en [0, T ] y con valores en L2[0, X], es continua en

[0, T ] y es continuamente diferenciable en (0, T ], en ambos casos, con respecto a la

norma en L2[0, X]. Además (2.37) se satisface en el siguiente sentido

ĺım
t→0+
‖y(t, ·)− y0‖L2[0,X] = 0.

iii) Para cada t ∈ (0, T ] la ecuación (2.35) se satisface en casi todos los x ∈ [0, X] a

excepción de un conjunto de medida cero.

iv) La condición (2.36) se satisface para t ∈ (0, T ].

El problema de control

Dada yT ∈ L2[0, X], ¾es posible encontrar controles f, g0 y g1 tal que y(t, x) sea la solución

de (2.35)-(2.37) y que cumpla

y(T, x) = yT (x), x ∈ [0, X]? (2.38)

A este problema se le conoce como el problema de control exacto, ya que se quiere llegar

del estado inicial (2.37) al estado �nal (2.38).

Cuando

yT ≡ 0 en [0, X], (2.39)

se le llama el problema de controlabilidad nula. Sea A el operador de�nido en L2[0, X]

como

(Ay)(x) := (p(x)y′(x))′ + q(x)y(x) (2.40)

con dominio D(A) consistente de todas las funciones y ∈ L2[0, X] tal que y′ y y′′ existen en

el sentido de distribuciones y son elementos de L2[0, X]; además cumplen las condiciones

iniciales A0y(0) +B0y
′(0) = A1y(X) +B1y

′(X) = 0.
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Es fácil ver que A es un operador lineal auto-adjunto, es decir, A∗ = A.

Se puede probar que A posee una sucesión de autovalores {−λn}n∈N reales y diferentes tal

que λ1 < · · · < λn < λn+1 < · · · , y ĺım
n→∞

λn =∞. (ver [24])

Es más, si

L :=

∫ X

0

p(x)−1/2dx <∞ (2.41)

es conocido (ver [23]) que existe una constante real α tal que

λn =
π2

L2
(n+ α)2 +O(1). (2.42)

Asociados a los autovalores existe una sucesión de funciones {φn}n∈N en L2[0, X] que son

ortonormales y que forman una base para L2[0, X]; es decir, cada función z ∈ L2[0, X] se

puede escribir como una serie convergente en L2[0, X], así

z =
∞∑
n=1

ζnφn, donde ζn =

∫ X

0

z(x)φn(x)dx

Esto nos permite escribir

b =
∞∑
n=1

βnφn, (2.43)

y0 =
∞∑
n=1

µnφn, (2.44)

y(t, ·) =
∞∑
n=1

ηn(t)φn, (2.45)

yT =
∞∑
n=1

υnφn, (2.46)

con
∞∑
n=1

β2
n <∞,

∞∑
n=1

µ2
n <∞,

∞∑
n=1

η2n(t) <∞,
∞∑
n=1

υ2n <∞.

Se sigue que la condición (2.38) es equivalente a

ηn(T ) = υn, n ∈ N. (2.47)

Notamos ahora que para cada n ∈ N la función

w(t, x) = φn(x)eλn(t−T ) (2.48)
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es una solución C∞ de la ecuación diferencial adjunta

wt = − ∂

∂x

(
p(x)

∂w

∂x

)
− q(x)w (2.49)

en el conjunto D = [0, T ] × [0, X] con condiciones de frontera homogéneas (g0 = g1 = 0)

de la forma (2.36).

Entonces dicha solución w(t, x) de la ecuación adjunta, junto con la solución y(t, x) de

(2.35)-(2.37) satisfaciendo (2.38), debe satisfacer

0 =

∫ ∫
D

{w [yt − (p(x)yx)x − q(x)y − b(x)f(t)] + y [wt + (p(x)wx)x + q(x)w]} dxdt

=

∫ ∫
D

{
∂

∂x
[p(x)(ywx − wyx)] +

∂

∂t
(yw)

}
dxdt−

∫ ∫
D

b(x)w(t, x)f(t)dxdt

= −
∫ ∫

D

f(t)w(t, x)b(x)dxdt+

∫ X

0

[y(T, x)w(T, x)− y(0, x)w(0, x)]dx

+

∫ T

0

{p(X)[y(t,X)wx(t,X)− w(t,X)yx(t,X)]− p(0)[y(t, 0)wx(t, 0)− w(t, 0)yx(t, 0)]}dt

Usando (2.43)-(2.45), (2.48) y suponiendo que la solución y(t, x) es de la forma (2.45) para

el problema (2.35)-(2.37) en el sentido antes mencionado en i)-iv), obtenemos

ηn(T )− e−λnTµn =

∫ T

0

e−λn(T−t)βnf(t)dt+

∫ T

0

e−λn(T−t)β0
ng0(t)dt+

∫ T

0

e−λn(T−t)β1
ng1(t)dt

donde

β0
n =


−p(0)

B0

φn(0) si B0 6= 0,

−p(0)

A0

φn(0) si B0 = 0,
(2.50)

β1
n =


p(X)

B1

φn(X) si B1 6= 0,

−p(X)

A1

φn(X) si B1 = 0.
(2.51)

Ahora introducimos las siguientes sucesiones

c(1)n :=

∫ T

0

e−λntf(T − t)dt, c(2)n :=

∫ T

0

e−λntg0(T − t)dt, c(3)n :=

∫ T

0

e−λntg1(T − t)dt.

(2.52)

El problema (2.35) es exactamente controlable si y sólo si ηn(T ) = υn si y sólo si existen

sucesiones c̃
(1)
n , c̃

(2)
n , c̃

(3)
n tales que

υn − e−λnTµn = c̃(1)n + c̃(2)n + c̃(3)n , n ∈ N, (2.53)
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donde

c̃(1)n = βnc
(1)
n , c̃(2)n = β0

nc
(2)
n , c̃(2)n = β1

nc
(3)
n , n ∈ N. (2.54)

Como consecuencia, resolver el problema de controlabilidad exacta es equivalente a encon-

trar una solución del siguiente problema de los momentos.

Para T > 0 �ja, dada una sucesión {cn}n∈N queremos encontrar una función h ∈ L2[0, T ]

tal que ∫ T

0

e−λnth(t)dt = cn, para todo n ∈ N. (2.55)

Para resolver (2.55) notamos que si podemos construir una sucesión de funciones {ψn}n∈N
en L2[0, T ] biortogonal al conjunto de funciones {e−λnt}n∈N, es decir∫ T

0

ψn(t)e−λmtdt = δnm para todo n,m ≥ 1, (2.56)

entonces el problema (2.55) tendría una solución de la forma

h(t) =
∞∑
n=1

cnψn(t), (2.57)

siempre que la serie (2.57) converja en L2[0, T ]. Sin embargo, este problema es muy com-

plicado ya que debemos caracterizar las sucesiones {cn} para las cuales converge (2.57).

Si
∞∑
n=1

|cn| ‖ψn‖L2[0,T ] <∞, (2.58)

entonces la serie en (2.57) converge en L2[0, T ]. Así que debemos estimar ‖ψn‖L2[0,T ], cuyo

valor depende de la sucesión de autovalores {λn} del operador (2.40).

En el trabajo de Fattorini y Russell se asume que los autovalores del operador (2.40) son

positivos, ya que λn ≤ λn+1, n ≥ 1, {λn}n∈N esta acotada por abajo y λn → ∞; así que

existe λ ≤ 0 tal que λn + λ > 0.

a) Sea Λ = {λn : n ∈ N} el conjunto de autovalores del operador (2.40). Ponemos

E(Λ, T ) := span{e−λnt}n∈N ⊆ L2[0, T ].

Entonces E(Λ, T ) ⊂ L2[0, T ] si y sólo si

∞∑
n=1

1

λn
<∞. (2.59)
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b) Sean Λn := {λm : m 6= n} y E(Λn, T ) = span{e−λmt : m 6= n}.
Si se cumple (2.59) entonces E(Λn, T ) ⊂ L2[0, T ] para todo n ∈ N.

c) Si se satisface (2.59), entonces para cada n ∈ N existe una única función rn ∈
E(Λn, T ) tal que

∥∥e−λnt − rn∥∥L2(0,T )
= inf{

∥∥e−λnt − r∥∥ : r ∈ E(Λn, T )}.

Además (e−λnt − rn)⊥r para todo r ∈ E(Λn, T ).

d) Se de�ne la función ψn(t) por

ψn(t) =
e−λnt − rn(t)

d2n(T )
, t ∈ (0, T ), (2.60)

donde

d2n(T ) =

∫ T

0

[e−λnt − rn(t)]2dt. (2.61)

Entonces {ψn}n∈N es el conjunto optimal biortogonal al conjunto {e−λnt}n∈N ya que

e−λnt − rn⊥rn para todo n ∈ N.

e) Se puede notar de (d) que

‖ψn‖L2[0,T ] := d−1n (T ). (2.62)

Además Kaczmarz y Steinhaus en [22] probaron que

d2n(∞) :=
1

2λn

∞∏
j=1

′
(
λj − λn
λj + λn

)2

=
2

λn

∏∞
j=1

′
(

1− λn
λj

)2
∏∞

j=1

(
1 + λn

λj

)2 , (2.63)

donde
∏ ′ denota el producto omitiendo el factor correspondiente a j = n.

f) Se puede ver que para cada T > 0, existe una constante KT > 0 tal que

d2n(T ) ≥ K−2T d2n(∞). (2.64)

Combinando (2.62), (2.63) y (2.64) tenemos

‖ψn‖L2[0,T ] ≤
λnKT

2

∏∞
j=1

(
1 + λn

λj

)
∏∞

j=1
′
(

1− λn
λj

) (2.65)



Capítulo 2. Ecuación de transporte 20

g) Si se cumple la condición (2.41), entonces la relación en (2.42) y el lema 3.1 en [10]

implican que existen constantes P2 y Q2 tales que

∞∏
j=1

(
1 +

λn
λj

)
≤ exp[(K−1/2P2 + o(1))λ1/2n ], n→∞, (2.66)

∞∏
j=1

′
(

1− λn
λj

)
≤ exp[(K−1/2Q2 + o(1))λ1/2n ], n→∞, (2.67)

donde K = π2/L2 y P2 −Q2 = π.

De (2.66) y (2.67) se sigue que existe η1 > 0 tal que

‖ψn‖L2[0,T ] ≤ exp[(K−1/2π + η1)λ
1/2
n ].

La condición (2.58) se satisface si η ≥ η1 y

∞∑
n=1

|cn| exp[(L+ η)λ1/2n ] <∞. (2.68)

h) Retomando el problema de control se puede notar que la sucesión {cn} esta dada

por (2.54), y es evidente que el comportamiento asintótico de {cn} depende del

comportamiento asintótico de las sucesiones {βn}, {β0
n} y {β1

n}. En [23] se prueba

que

β0
n ≈ a0λ

1/2
n , β1

n ≈ a1λ
1/2
n ,

donde a0 6= 0 y a1 6= 0 son constantes adecuadas.

A partir de lo anterior enunciamos el resultado principal de Fattorini en [10] sobre la

controlabilidad exacta de (2.35).

Teorema 3 Un estado �nal (2.38) puede ser alcanzado desde un estado inicial (2.37)

en el tiempo T > 0 por medio de los controles g0, g1 y f continuamente diferenciales y

acotados si existen constantes M, η > 0 tales que

|υn − e−λnTµn| ≤M exp[−(L+ η)n], para todo n ∈ N. (2.69)

Observamos que el sistema (2.35)-(2.37) es controlable a cero si se satisface que

e−λnT |µn| ≤M exp[−(L+ η)n] para todo n ∈ N. (2.70)

para ciertas constantes M, η > 0.



Capítulo 3

La ecuación de transporte-difusión

Fijamos las constantes L, T > 0, ε > 0 y M 6= 0. Consideramos la siguiente ecuación de

transporte-difusión:
yt +Myx − εyxx = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = u(t) si t ∈ (0, T ),

y(t, L) = 0 si t ∈ (0, T ),

(3.1)

donde ε es el parámetro de viscosidad dado. En esta sección vamos a mostrar que (3.1)

tiene una solución cuando imponemos la condición

y(0, x) = y0(x), x ∈ [0, L], (3.2)

con y0 ∈ L2(0, L). Además mostraremos que el sistema (3.1)-(3.2) es controlable a cero

al tiempo T . Es decir, para cada condición inicial y0 ∈ L2(0, L) mostramos que existe un

control u ∈ L2(0, T ) tal que la solución y del sistema (3.1)-(3.2) satisface

y(T, x) = 0 para todo x ∈ [0, L]. (3.3)

Nuestro objetivo principal es determinar el costo del control u(t) en (3.1). Cuando hacemos

tender ε→ 0+ en (3.1), obtenemos la ecuación de transporte (2.1), la cual es controlable

al tiempo T > L/|M |.

21



Capítulo 3. La ecuación de transporte-difusión 22

3.1. Problema de Cauchy bien planteado

Ahora consideramos el siguiente problema de Cauchy:
yt +Myx − εyxx = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

y(t, 0) = u(t) si t ∈ (0, T ),

y(t, L) = 0 si t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x) si x ∈ (0, L).

(3.4)

Probaremos la existencia y unicidad de la solución utilizando el teorema A.12. Para esto

introducimos los operadores A, B y veri�camos que satisfacen la de�nición A.11 y la

desigualdad (A.3) para la controlabilidad.

Denotamos por H1
0 (0, L) := {β ∈ H1(0, L) : β(0) = β(L) = 0}. Es conocido que H1

0 (0, L)

es un espacio de Hilbert sobre el campo real dotado con el producto interior

〈α, β〉H1
0 (0,L)

=

∫ L

0

αxβxdx. (3.5)

Denotamos por H−1(0, L) el dual normado de H1
0 (0, L). Dado f ∈ H−1(0, L), por el

teorema de representación de Riesz existe α ∈ H1
0 (0, L) tal que

f(β) = 〈β, α〉H1
0 (0,L)

para todo β ∈ H1
0 (0, L).

Por otro lado,

f(ϕ) =

∫ L

0

αxϕxdx = −αxx(ϕ) para todo φ ∈ D(0, L). (3.6)

Como D(0, L) = H1
0 (0, L) y αxx ∈ H−1(0, L) se sigue que f ≡ −αxx (ver el apéndice B).

De�nimos al siguiente mapeo sobreyectivo

J : H−1(0, L) → H1
0 (0, L)

f 7→ α
(3.7)

De (3.7) se cumple

Jαxx = −α para todo α ∈ H1
0 (0, L),

(Jf)xx = −f para todo f ∈ H−1(0, L),

(Jfx)x = −f para todo f ∈ L2(0, L).

(3.8)
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Dotamos al espacio H−1(0, L) con el siguiente producto escalar:

〈f, g〉H−1(0,L) :=

∫ L

0

(Jf)x(Jg)xdx = 〈Jf, Jg〉H1
0 (0,L)

, f, g ∈ H−1(0, L). (3.9)

Por lo tanto, J es un isomor�smo isométrico entre los espacios de Hilbert H−1(0, L) y

H1
0 (0, L).

Consideremos f ∈ H−1(0, L), g ∈ L2(0, L). Usando integración por partes y (3.8) tenemos

〈f, g〉H−1(0,L) = 〈Jf, Jg〉H1
0 (0,L)

= 〈(Jf)x, (Jg)x〉L2(0,L)

= − 〈Jf, (Jg)xx〉L2(0,L)

= 〈Jf, g〉L2(0,L)

Así

〈f, g〉H−1(0,L) :=

∫ L

0

(Jf)x(Jg)xdx =

∫ L

0

(Jf)gdx, si f ∈ H−1(0, L), g ∈ L2(0, L).

(3.10)

Sea A el siguiente operador lineal

A : D(A) ⊂ H−1(0, L) → H−1(0, L)

f 7→ εfxx −Mfx,
(3.11)

donde D(A) := H1
0 (0, L). Es conocido que A es un operador densamente de�nido y cerrado

(ver apéndice A).

Sea f ∈ D(A) ∩H2(0, L) y α = Jf , entonces por (3.10) tenemos

〈Af, f〉H−1(0,L) =

∫ L

0

(εfxx −Mfx)αdx

= ε

∫ L

0

αxxfdx+M

∫ L

0

αxfdx

= −ε
∫ L

0

f 2dx−M
∫ L

0

αxαxxdx

= −ε
∫ L

0

f 2dx− M

2

[
α2
x(L)− α2

x(0)
]
.

Es decir

〈Af, f〉H−1(0,L) = −ε
∫ L

0

f 2dx− M

2

[
α2
x(L)− α2

x(0)
]
. (3.12)
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Si α ∈ D(A)∩H2(0, L), existe η ∈ [0, L] tal que αx(η) = 0 debido a que α(0) = α(L) = 0,

entonces la función α alcanza un máximo(mínimo) en [0, L], de donde se cumple para

s ∈ [0, L]

α2
x(s) =

{
2
∣∣∫ η
s
αxαxxdx

∣∣ si s ∈ [0, η]

2
∣∣∣∫ sη αxαxxdx∣∣∣ si s ∈ (η, L].

Por lo tanto,

α2
x(s) ≤ 2

∫ L

0

|αxαxx|dx. (3.13)

Para a, b ≥ 0 se tiene 2ab ≤ a2 + b2, en particular 2ab ≤ a2

ε2
+ ε2b2 para todo ε > 0.

Entonces

α2
x(s) ≤

ε

|M |+ 1

∫ L

0

f 2dx+
|M |+ 1

ε

∫ L

0

α2
xdx, s ∈ [0, L]. (3.14)

Consideramos el caso cuando M > 0. Por (3.14) con s = 0 tenemos

M

2
α2
x(0) ≤ M

2(M + 1)
ε

∫ L

0

f 2dx+
M(M + 1)

2ε

∫ L

0

α2
xdx

≤ ε

∫ L

0

f 2dx+
M(M + 1)

ε

∫ L

0

α2
xdx+

M

2
α2
x(L)

Por lo tanto,

〈Af, f〉H−1(0,L) = −ε
∫ L

0

f 2dx−M
2
α2
x(L)+

M

2
α2
x(0) ≤ M(M + 1)

ε

∫ L

0

α2
xdx = M

M + 1

ε
‖f‖2H−1(0,L) .

Cuando M < 0 usamos (3.14) con s = L y multiplicar por −M/2.

Así para M 6= 0 tenemos

〈Af, f〉H−1(0,L) ≤ |M |
|M |+ 1

ε
‖f‖2H−1(0,L) , para todo f ∈ D(A). (3.15)

Dado el operador identidad Id en H−1(0, L), de�nimos el operador Ak = A − kId, para

algún k ∈ R+. Si k ≥ |M | |M |+ 1

ε
, entonces 〈Akf, f〉H−1(0,L) ≤ 0, es decir, Ak es disipativo.

Ahora calculamos el operador adjunto de A. Dadas f ∈ D(A)
⋂
H2(0, L) y g ∈ H1(0, L)

tal que −εg(0) +M(Jg)x(0) = −εg(L) +M(Jg)x(L) = 0, en particular −εg +M(Jg)x ∈
H1

0 (0, L). Entonces por (3.10) y (B.6)
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〈Af, g〉H−1(0,L) =

∫ L

0

(εfxx −Mfx)Jgdx

= −
∫ L

0

(εfx −Mf)(Jg)xdx

=

∫ L

0

(εf(Jg)xx +Mf(Jg)x) dx

=

∫ L

0

(−εg +M(Jg)x) fdx

=
〈
f, J(J−1[−εg +M(Jg)x])

〉
L2(0,L)

=
〈
f, J−1[−εg +M(Jg)x]

〉
H−1(0,L)

,

por lo tanto g ∈ D(A∗) y A∗g = J−1[−εg +M(Jg)x].

Para g ∈ D(A∗), existe h ∈ H−1(0, L) tal que

〈Af, g〉H−1(0,L) = 〈f, h〉H−1(0,L) ,

para toda f ∈ D(0, L).

Por (3.10) ∫ L

0

fJhdx =

∫ L

0

(εfxx −Mfx)Jgdx

= −
∫ L

0

(εfx −Mf)(Jg)xdx

= ε 〈(Jg)xx, f〉D′(0,L)−D(0,L) +M

∫ L

0

f(Jg)xdx

= 〈−εg +M(Jg)x, f〉D′(0,L)−D(0,L)

para toda f ∈ D(0, L), por lo tanto −εg+M(Jg)x = Jh ∈ H1
0 (0, l) y el resultado se sigue

de la parte anterior.

Lo anterior nos permite de�nir formalmente al operador adjunto de A como sigue

A∗ : D(A∗) ⊂ H−1(0, L) → H−1(0, L)

g 7→ J−1 [−εg +M(Jg)x] ,
(3.16)

donde D(A∗) := {g ∈ H1(0, L) : −εg(0) +M(Jg)x(0) = −εg(L) +M(Jg)x(L) = 0}.
Se puede probar que A∗ es densamente de�nido y cerrado.

Además para f ∈ D(A∗)
⋂
H2(0, L) procedemos como en (3.12) y obtenemos

〈A∗f, f〉H−1(0,L) = −ε
∫ L

0

f 2dx− M

2

[
α2
x(L)− α2

x(0)
]
, (3.17)



Capítulo 3. La ecuación de transporte-difusión 26

entonces A∗ satisface la desigualdad (3.15).

Para k ∈ R+ el operador A∗k := A∗− kId es disipativo si k ≥ |M | |M |+ 1

2
y es el operador

adjunto de Ak. Sea k ∈ R+ que cumple todo lo anterior. Por el teorema A.8 el operador Ak

es el generador in�nitesimal de un semigrupo de operadores lineales fuertemente continuos

denotado por Sk := {Sk(t) : t ≥ 0} sobre H−1(0, L).

De�nimos entonces la familia S = {S(t) : t ∈ [0,∞)} de operadores lineales como sigue

S(t) : H → H

f 7→ S(t)f := ektSk(t)f
(3.18)

Claramente S es una familia de operadores lineales fuertemente continua con generador

in�nitesimal A (ver apéndice A, de�niciones A.5 y el teorema A.7), ya que

i) S(0)f := Sk(0)f = f para todo f ∈ H, es decir S(0) = Id.

ii) Para t1, t2 ∈ R+ y f ∈ H tenemos que

S(t1 + t2)f = ek(t1+t2)Sk(t1 + t2)f = ekt1Sk(t2)e
kt2Sk(t2)f = S(t1)S(t2)f,

es decir, S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) para todo t1, t2 ∈ [0,∞).

iii) Dado f ∈ H. tenemos

ĺım
t→0+

S(t)f − f
t

= ĺım
t→0+

ekt · Sk(t)f − f
t

+ ĺım
t→0+

ekt − 1

t
· f = (A− kId)f + kf = Af .

Ahora llega el turno de de�nir al operador B. Como motivación para su de�nición consi-

deramos f ∈ H2(0, L) con f(L) = 0 y g ∈ D(A∗). Entonces usando (3.8), (3.9) y (B.6)

tenemos

〈εfxx −Mfx, g〉H−1(0,L) = 〈εfxx −Mfx, Jg〉L2(0,L)

= − 〈εfx −Mf, (Jg)x〉L2(0,L)

= ε 〈f, (Jg)xx〉L2(0,L) + 〈f,−M(Jg)x〉L2(0,L) + εf(0)(Jg(0))x

= 〈f, JA∗g〉L2(0,L) + εf(0)(Jg(0))x

= 〈f, A∗g〉H−1(0,L) + εf(0)(Jg(0))x

Así por (3.10) y (3.16)

〈εfxx −Mfx, g〉H−1(0,L) = εf(0)(Jg)x(0) + 〈(f, A∗g〉H−1(0,L) . (3.19)

De la de�nición A.11, si y ∈ C1([0, T ];H−1(0, L))
⋂
C0([0, T ];H1(0, L)) es una solución

de (3.1) y si z ∈ C1([0, T ];H−1)
⋂
C0([0, T ];D(A)) es una solución de zt = A∗z. Ponemos
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f ≡ y(0), g ≡ z(0) en [0, L]. Notamos que f(L) = y(0, L) = 0 y por (3.19) se cumple

〈εfxx −Mfx, g〉H−1(0,L) := εf(0)(Jg)x(0) + 〈f, A∗g〉H−1(0,L) . (3.20)

Sea D(A∗)′ el espacio dual de D(A∗). De�nimos el operador lineal B como sigue:

B : R → D(A∗)′

u 7→ Tu,
(3.21)

donde
Tu : D(A∗) → R

g 7→ εu(Jg)x(0)

Por convención Bg := (B1)(g), g ∈ D(A∗). Es claro que B es un operador lineal bien

de�nido y continuo. El operador adjunto de B esta dado por

B∗ : D(A∗) → R
g 7→ ε(Jg)x(0)

(3.22)

Ahora mostramos que se satisface (A.3).

Sean T > 0, z0 ∈ D(A∗) y z ∈ C1([0, T ];H−1(0, L))
⋂
C0([0, T ];D(A)) dada por

z(t) = S(t)∗z0. (3.23)

Sea ϕ ∈ C1([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C0([0, T ];H3(0, L)) dada por

ϕ(t) := Jz(t), t ∈ [0, T ]. (3.24)

Ponemos ϕ(t, x) := ϕ(t)(x), x ∈ (0, L). Entonces

ϕ(t, ·) ∈ H1
0 (0, L) y ϕxx(t, ·) = (Jz(t))xx = −z(t, ·) (3.25)

Claramente

ϕt(t) := J(zt(t)) = J(A∗z(t)) = −εz(t) +M(Jz(t))x = εϕxx(t) +Mϕx(t). (3.26)

Multiplicamos (3.26) por −ϕxx y usamos (3.25) para obtener

1

2

d

dt

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx = −ε
∫ L

0

|ϕxx(t, x)|2dx− M

2
|ϕx(t, L)|2 +

M

2
|ϕx(t, 0)|2. (3.27)
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Usamos (3.14) con α := ϕ(t, ·), entonces para s ∈ [0, L] se sigue que

|ϕx(t, s)|2 ≤
ε

|M |+ 1

∫ L

0

|ϕxx(t, x)|2dx+
|M |+ 1

ε

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx. (3.28)

Supongamos M > 0. De (3.27) se sigue que

d

dt

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx ≤ −2ε

∫ L

0

|ϕxx(t, x)|2dx+M |ϕx(t, 0)|2

y utilizando (3.28) con s = 0, tenemos

d

dt

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx ≤ −ε
∫ L

0

|ϕxx(t, x)|2dx+M
M + 1

ε

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx

La desigualdad anterior es válida para M < 0. En (3.27) sólo consideramos el término con

ϕx(t, L) y usamos (3.28).

Por lo tanto, para M 6= 0,

d

dt

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx ≤ −c1
∫ L

0

|ϕxx(t, x)|2dx+ c2

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx (3.29)

con

c1 := ε, c2 := |M | |M |+ 1

ε
(3.30)

Ponemos η(t) :=

∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx. De (3.29) tenemos

η(τ)− ec1τη(0) =

∫ τ

0

d

dt

[
e−c2tη(t)

]
≤ 0 τ ∈ [0, T ]

por lo tanto∫ L

0

|ϕx(t, x)|2dx ≤ ec2T
∫ L

0

|ϕx(0, x)|2dx para todo t ∈ [0, T ]. (3.31)

Si integramos (3.29) en [0, T ] y usamos (3.31) obtenemos∫ T

0

∫ L

0

|ϕxx(t, x)|2dx ≤ ec2T

c1

∫ L

0

|ϕx(0, x)|2dx (3.32)
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Usando (3.28) con s = 0, junto con (3.31) y (3.32) tenemos∫ T

0

|ϕx(t, 0)|2dx ≤ CT
ε2

∫ L

0

|ϕx(0, x)|2dx (3.33)

donde

CT := ε2
(

ε

c1|M |+ c1
+ T
|M |+ 1

ε

)
ec2T . (3.34)

Por lo tanto se satisface la condición (A.3) que es equivalente a (3.33), dado que

‖z0‖H−1(0,L) = ‖(Jz(0))x‖L2(0,L) = ‖ϕx(0, x)‖L2(0,L) y B∗z(t) = ε(Jz)x(0) = εϕx(t, 0)

Así, por el teorema A.12 existe una única solución para (3.1)-(3.2).

3.2. Problema de control nulo

Consideramos el sistema (3.1)-(3.2) el cual es controlable a cero al tiempo T debido al

teorema 3 de Fattorini (ver [10]). Es decir, para cada y0 ∈ H−1(0, L) existe u ∈ L2(0, T )

tal que la solución y de (3.1)-(3.2) satisface y(T, ·) ≡ 0.

Ahora introducimos algunos términos que serán necesarios para el desarrollo de nuestro

tema

Para y0 ∈ H−1(0, L) denotamos por U(ε, T, L,M, y0) al conjunto de controles u ∈
L2(0, T ), tal que la solución de (3.4) satisface y(T, ·) ≡ 0.

El costo de la controlabilidad nula de (3.1) esta dada por

C(ε, T, L,M) := sup
||y0||H−1(0,L)≤1

ı́nf{||u||L2(0,T ) : u ∈ U(ε, T, L,M, y0)} (3.35)

U(ε, T, L,M, y0) es un subespacio afín cerrado de L2(0, T ), así que existe el control

óptimo uopt ∈ L2(0, T ) donde se alcanza el ín�mo en (3.35). La prueba de este

resultado se encuentra en [13].

Estudiar el comportamiento asintótico de C(ε, T, L,M) cuando ε → 0+ está relacionado

con estudiar el sistema (2.1).

Teorema 4 Fijamos T, L > 0 y M 6= 0. Sean y0 ∈ L2(0, L), {εn}n∈N ⊂ R+ tal que

εn → 0 cuando n → ∞ y {un}n∈N ⊂ L2(0, T ) tal que, para alguna u ∈ L2(0, T ), un
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converge débilmente a u en L2(0, T ) cuando n→∞.

Para n ∈ N, denotamos a yn ∈ C0([0, T ];H−1(0, L)) la solución del problema

ynt − εnynxx +Mynx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

yn(t, 0) = un(t), t ∈ (0, T ),

yn(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),

yn(0, x) = y0(x), x ∈ (0, T ).

(3.36)

Para M > 0, sea y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) la solución del problema

yt +Myx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, T ).

(3.37)

Para M < 0, sea y ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) la solución del problema

yt +Myx = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L),

y(t, L) = u(t), t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, T ).

(3.38)

Entonces yn → y débilmente en L2((0, T )× (0, L)) cuando n→∞.

Se puede probar del teorema 2 (ahí M = 1) y del teorema 4 que para cada tripleta

(T, L,M) con T < L/|M |, se satisface

ĺım
ε→0+

C(ε, T, L,M) =∞. (3.39)

Los primeros resultados para estimar el radio de convergencia de (3.39), están establecidos

en [7] y [13], y son los siguientes.

Teorema 5 Existe una constante C0 > 0 tal que, para cada ε, T, L ∈ R+, se tiene que

C(ε, T, L,M) ≥ C0
ε−1T−1/2L1/2

1 + L5/2M5/2

ε5/2

exp

(
M

2ε
(L− TM)− π2εT

L2

)
(3.40)

para cada M > 0, y

C(ε, T, L,M) ≥ C0
ε−1T−1/2L1/2

1 + L5/2|M |5/2
ε5/2

exp

(
|M |
2ε

(2L− T |M |)− π2εT

L2

)
(3.41)

para cada M < 0.
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En cuanto a cotas superiores para C(ε, T, L,M), en [7] se encuentran las siguientes ob-

servaciones

Si M > 0 y T > L/M , la función de control u ≡ 0 lleva al sistema (3.37) desde

cualquier estado inicial y0 ∈ L2(0, L) hasta 0 al tiempo T (ver la forma de la solución

dada por (2.5)).

SiM < 0 y T > L/|M |, entonces la función y(t, x) en el teorema 4 satisface y(T, ·) =

0 para cualquier y0 ∈ L2(0, L).

Lo anterior nos lleva a suponer que para T, L ∈ R+, M ∈ R∗ tal que T > L/|M | se tiene

ĺım
ε→0+

C(ε, T, L,M) = 0. (3.42)

Sin embargo a partir del teorema 2 se puede comprobar que tal resultado es falso cuando

M < 0 y T ∈ (L/|M |, 2L/|M |). El siguiente teorema muestra que (3.42) se cumple si

T |M |/L es su�cientemente grande.

Teorema 6 Sean a,A, b, y B las siguientes constantes

a := 4.3, A := 2. 61, b := 57.2, B := 18.1 (3.43)

Entonces existe C1 > 0 tal que para cada ε, T, L ∈ R+, y para cada M ∈ R∗ con

|M |L
ε
≥ C1 : (3.44)

Si M > 0 y

T ≥ a
L

M
, (3.45)

entonces

C(ε, T, L,M) ≤ C1ε
−3/2L1/2M exp

(
− L2

2εT

(
3

4

(
2TM

3L
− 1

)2

− A

))
. (3.46)

Si M < 0 y

T ≥ b
L

|M |
, (3.47)

entonces

C(ε, T, L,M) ≤ C1ε
−1M1/2 exp

(
− L2

2εT

(
3

4

(
2T |M |

3L
− 1

)2

−BT |M |
L

))
. (3.48)



Capítulo 4

Costo de la controlabilidad a cero

utilizando análisis armónico

En este capítulo analizamos el costo de la controlabilidad uniforme a cero del sistema

(3.1)-(3.2), utilizando métodos del análisis complejo de una forma original si se puede

decir, ya que la prueba rigurosa de este teorema no está plasmada en ningún lugar. Dicho

teorema propuesto por Glass en [11] mejora los tiempos del control propuestos por Coron

y Guerrero en el teorema 6. Sin embargo, en dicho artículo no se dan detalles rigurosos de

los resultados propuestos por Glass. Así que en este trabajo presentamos de forma rigurosa

las pruebas de los resultados de Glass, además hacemos ciertas correcciones y proponer el

lema 10, que es clave para la demostración del Teorema 7.

A continuación presentamos el teorema de controlabilidad uniforme a cero para el sistema

(3.1)-(3.2).

Teorema 7 Sean T, L > 0 y M 6= 0 �jas. El sistema (3.1) es uniformemente controlable

a cero, en el sentido de que existe una constante κ > 0 y una constante C > 0, tal que

para cualquier y0 ∈ L2(0, L) y cualquier ε ∈ (0, 1), existe u ∈ L2(0, T ) tal que la solución

de (3.1) satisface (3.2) y (3.3). Más aún,

‖u‖L2(0,T ) ≤ C exp
(
−κ
ε

)
‖y0‖L2(0,L) (4.1)

siempre que

T > 4.2
L

M
cuando M > 0, (4.2)

T > 6.1
L

M
cuando M < 0. (4.3)

Es conocido que la prueba del teorema 7 es equivalente a establecer una desigualdad de

observabilidad para el problema adjunto de (3.1), con las mismas constantes en (4.1), ver

32
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[16] y [21].

El sistema adjunto está dado como sigue
ϕt + εϕxx +Mϕx = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

ϕ = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× {0, L},
ϕ(t, ·) = ϕT si x ∈ (0, L).

(4.4)

Es su�ciente mostrar que existen constantes κ, C > 0, tal que para cualquiera ε ∈ (0, 1),

ϕT ∈ L2(0, L), se cumple

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤ C exp
(
−κ
ε

)
‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T ) . (4.5)

4.1. Diagonalización del operador −M∂x − ε∂2
xx

En adelante consideramos el operador

P := −M∂x − ε∂2xx. (4.6)

De la identidad

∂2xx

(
e
Mx
2ε u
)

= e
Mx
2ε

(
∂2xxu+

M

ε
∂xu+

M2

4ε2
u

)
, (4.7)

se sigue que el operador P se descompone como sigue

P = −εe
−Mx
2ε ◦ ∂2xx ◦ e

−Mx
2ε +

M2

4ε
Id. (4.8)

Lo anterior implica que P es diagonalizable en L2((0, L); exp
(
Mx
ε

)
dx), con vectores propios

ek(x) :=

√
2

L
exp

(
−M

2ε
x

)
sen

(
kπx

L

)
, k ∈ N, (4.9)

y valores propios correspondientes

λk := ε
k2π2

L2
+
M2

4ε
, para k ∈ N. (4.10)

En resumen, la sucesión {ek(x) : k ∈ N} es una base ortonormal del espacio de Hilbert

L2((0, L); exp
(
Mx
ε

)
dx) dotado con producto interior

〈u, v〉 :=

∫ L

0

exp

(
Mx

ε

)
u(x)v(x)dx. (4.11)
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4.2. Construcción de la familia biortogonal

La estrategia para probar el Teorema 7 está relacionada con el método de los momentos

descrito en la sección 2.2 (para más detalles ver [10]). La idea es construir una familia de

funciones en L2(0, T ) biortogonales a la familia de exponenciales

t 7→ exp(−λk(T − t)). (4.12)

Haciendo el cambio de variable t→ T − t, consideramos la familia de exponenciales

t 7→ exp(−λkt). (4.13)

Queremos construir una familia adecuada Jk(z) de funciones enteras de tipo exponencial,

que satisfagan

Jk(−iλj) = δjk, (4.14)

donde δjk es la delta de Kronecker.

Usando el teorema de Paley - Wiener construiremos la familia biortogonal {ψk}k∈N, de�-
nidas en términos de la transformada inversa de Fourier de las funciones Jk(z). La familia

Jk(z) se construye a partir de una función entera que tiene polos simples en {−iλk}k∈N;
dicha función se construye de forma natural utilizando un producto de Weierstrass y la

multiplicamos por una función de corrección, para hacer que Jk sea de tipo exponencial

con un comportamiento adecuado sobre el eje real.

Es claro que el siguiente producto in�nito de Weierstrass

∞∏
k=1

(
1− z

k2

)
=

sen(π
√
z)

π
√
z

(4.15)

es una función entera con ceros simples en {k2; k ∈ N}. Tomando esta idea introducimos

la función Φ, cuyos ceros simples son todos los elementos del conjunto {−iλk, k ∈ N}, es
decir

Φ(z) =

sen

(
L√
ε

√
iz − M2

4ε

)
L√
ε

√
iz − M2

4ε

, z ∈ C (4.16)

Se puede ver que Φ es de tipo exponencial y que satisface

|Φ(z)| ≤ C(M, ε) exp

(
L√
2ε

√
|z|
)

cuando |z| → ∞. (4.17)
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La prueba se puede ver en el apéndice C, sección 1).

Un candidato ideal para ser Jk(z), sería la función

Φ(z)

Φ′(−iλk)(z + iλk)
, (4.18)

sin embargo, se puede probar utilizando el método de Phragmen-Lindelöf que esta función

no es acotada en la línea real. Así que no podemos utilizarla directamente para construir

la familia de funciones {ψk}k∈N. Debemos entonces multiplicarla por una función idónea

de manera que cumpla las condiciones deseadas.

4.2.1. Multiplicador de Beurling y Malliavin

Seguimos la construcción dada en [4] (también se puede ver Koosis Capítulo X). Fijamos

la constante

a :=
T

2π
, b :=

L̃

π
√
ε

(4.19)

y a las constantes

L̃ := L+ αε1/2 y L̂ := L+ 2αε1/2, (4.20)

con α una constante real positiva independiente de ε a escoger después.

De�nimos ahora a la función

s(t) = at− L̃

π
√

2ε

√
t, (4.21)

la cual es creciente para valores de t mayores ó iguales que

A :=
1

2ε

(
L̃

T

)2

. (4.22)

Además s(t) ≥ 0 para t ≥ B, donde

B := 4A =
2

ε

(
L̃

T

)2

. (4.23)

En particular s(B) = 0. Consideramos la medida ν en R dada por

ν(A) =

∫ ∞
B

χA(t)ds(t) con A ∈ BR,
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donde BR es una σ-álgebra de Borel.

Lo anterior se denota por

dν(t) = χ[B,∞)(t)ds(t).

Consideramos además la función

ν(t) :=

∫ t

0

dν(η) =

{
s(t) si t ≥ B

0 si 0 ≤ t < B
(4.24)

Dado que s(t) es diferenciable en R+ tenemos

ds(t) = adt− L̃

2π
√

2ε

dt

t1/2
.

Ahora consideramos la siguiente formula integral, la cual probamos en el apéndice C

sección 3. Para x ∈ R, tenemos∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ = |x|γπ cot
(πγ

2

)
con 0 < γ < 2. (4.25)

Lo anterior nos permite calcular la siguiente integral de Riemman-Stieltjes∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t) = − L̃√
2ε

√
|x|, x ∈ R. (4.26)

Ahora introducimos los actores principales de nuestra construcción

Para z ∈ C de�nimos

U(z) :=

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ dν(t) =

∫ ∞
B

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ ds(t). (4.27)

Para z ∈ C \ R, de�nimos

g(z) :=

∫ ∞
0

log

(
1− z2

t2

)
dν(t) =

∫ ∞
B

log

(
1− z2

t2

)
ds(t). (4.28)

Claramente la función g(z) está bien de�nida en C+ \ R cuando consideramos la

rama del logaritmo −π < argz < π. De la manera usual extendemos la de�nición de

g(z) en C− \ R.

Ahora discretizamos la medida dν tomando la parte entera de ν(t) y consideramos las

correspondientes funciones Ũ y h.
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Para z ∈ C ponemos

Ũ(z) :=

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ d[ν(t)] =

∫ ∞
B

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ d[s(t)] =
+∞∑
k=0

log

∣∣∣∣1− z2

µ2
k

∣∣∣∣ .
(4.29)

Para z ∈ C \ R ponemos

h(z) :=

∫ ∞
0

log

(
1− z2

t2

)
d[ν(t)] =

∫ ∞
B

log

(
1− z2

t2

)
d[s(t)] =

+∞∑
k=0

log

(
1− z2

µ2
k

)
,

(4.30)

donde {µk}k∈N es el conjunto de discontinuidades de la función [ν(t)], es decir, s(µk) = k

para cada k ∈ N. Las funciones Ũ y h están bien de�nidas y son convergentes en sus

respectivos dominios [ver apéndice C, sección 4].

Claramente

U(z) = Re(g(z)) y Ũ(z) = Re(h(z)).

La ventaja de Ũ sobre U es que exp(h(z)) es una función entera dada por

exp(h(z)) =
∏
k∈N

(
1− z2

µ2
k

)
. (4.31)

Finalmente consideramos la función multiplicadora

f(z) := exp(h(z − i)). (4.32)

Ahora probaremos algunos lemas que serán útiles para obtener ciertas propiedades de f ,

las cuales son necesarias para construir la función Jk.

Lema 4 Para x ∈ R tenemos que

U(x) ≤ − L̃√
2ε

√
|x|+ C1aB, (4.33)

donde C1 > 0 está dada por

C1 := −mı́n
x∈R

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t) ≈ 2.34 < 2.35. (4.34)
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Prueba Usando (4.25) y (4.26) tenemos

U(x) =

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t)− ∫ B

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t)
= − L̃√

2ε

√
|x| −

∫ B

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t).
Hacemos el cambio de variable τ = t/B en la última integral y notamos que bB1/2 = aB

por ( 4.19), para obtener∫ B

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ ds(t) = aB

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

B2τ 2

∣∣∣∣ d(τ−
√
τ)] ≥ aBmı́n

x∈R

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

τ 2

∣∣∣∣ d(τ−
√
τ).

Para x ∈ R \ {−1, 1} en el apéndice C.5 probamos la siguiente igualdad

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t) = −π

√
|x|+|x| ln

∣∣∣∣ |x|+ 1

|x| − 1

∣∣∣∣−√|x| ln
∣∣∣∣∣
√
|x|+ 1√
|x| − 1

∣∣∣∣∣+2
√
|x| arctan(

√
|x|).

(4.35)

Por otro lado, tenemos

ĺım
x→1

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t) = −π

2
− ln(2) ≈ −2.2639. (4.36)

Luego utilizamos MATLAB para obtener el valor mínimo de la función en (4.35).

Lema 5 Para Im(z) < 0 se cumple que

U(z) = −πaIm(z)− 1

π

∫ ∞
−∞

Im(z)U(t)

|z + t|2
dt (4.37)

Prueba Utilizamos el teorema G.1 que se encuentra en la página 47 de [15], el cual

reproducimos a continuación.

Teorema G.1: Sea f(z) una función analítica en Im(z) > 0 y en R. Supongamos

log |f(z)| ≤ O(|z|),

para Im(z) ≥ 0 y |z| grande, y que∫ ∞
−∞

log+ |f(x)|
1 + x2

dx <∞.
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Si f(z) no tiene ceros en Im(z) > 0, entonces

log |f(z)| = AImz +
1

π

∫ +∞

−∞

Im(z) log+ |f(t)|
|z − t|2

dt,

donde

A = ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

.

Aplicamos el resultado anterior a la función fτ (z) := exp g(−z − iτ), Im(z) > 0 y con

τ > 0 su�cientemente pequeño. Por un lado tenemos

log |fτ (z)| = U(−z − iτ) =

∫ ∞
B

log

∣∣∣∣1− (z + iτ)2

t2

∣∣∣∣ ds(t) ≤ ∫ ∞
B

log

(
1 +
|z + iτ |2

t2

)
ds(t).

Integramos por partes y usamos que

−∂t log

(
1 +
|z + iτ |2

t2

)
> 0, y s(t) ≤ at, para todo t ≥ B,

para tener

log |fτ (z)| ≤ a

∫ ∞
B

−∂t log

(
1 +
|z + iτ |2

t2

)
tdt = 2a

∫ ∞
B

dt(
t

|z+iτ |

)2
+ 1

= aπ|z + iτ | − 2a|z + iτ | arctan

(
B

|z + iτ |

)
.

Entonces para |z| su�cientemente grande y τ > 0 su�cientemente pequeño tenemos

log |fτ (z)| ≤ O(|z|).

Del lema 4 tenemos log+ |fτ (x)| ≤ C1aB para τ > 0 su�cientemente pequeño, por lo tanto∫ ∞
−∞

log+ |fτ (x)|
1 + x2

dx ≤
∫ ∞
−∞

C1aB

1 + x2
dx = C1aBπ <∞.

Además

A = ĺım sup
y→∞

log |fτ (iy)|
y

= ĺım sup
y→∞

U(−i(y + τ))

y

≤ ĺım sup
y→∞

(
aπ|y + τ |

y
− |y + τ |

y
arctan

(
B

y + τ

))
= aπ.
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Entonces para Im(z) > 0

U(−z − iτ) = πaImz +
1

π

∫ +∞

−∞

Im(z)U(−t− iτ)

|z − t|2
dt.

Tomando el límite cuando τ → 0+ se obtiene el resultado.

Lema 6 Para x ∈ R tenemos

U(x− i) ≤ πa+ C1aB −
L̃√
2ε

√
|x|. (4.38)

Prueba Por los Lemas 4 y 5, tenemos

U(x− i) = πa+
1

π

∫ ∞
−∞

U(t)

|(x− i) + t|2
dt = πa+

1

π

∫ ∞
−∞

U(t)

1 + |x+ t|2
dt

≤ πa+
C1aB

π

∫ ∞
−∞

dt

1 + |x+ t|2
− L̃

π
√

2ε

∫ ∞
−∞

√
|t|

1 + |x+ t|2
dt.

Claramente ∫ ∞
−∞

dt

1 + |x+ t|2
= π.

Por otro lado∫ ∞
−∞

√
|t|

1 + |x+ t|2
dt =

∫ 0

−∞

√
−t

1 + (x+ t)2
dt+

∫ ∞
0

√
t

1 + |x+ t|2
dt

= π

(
1√

2
√
x2 + 1− 2x

+
1√

2
√
x2 + 1 + 2x

)
,

donde hemos usado el método del residuo en el cálculo de las últimas integrales (ver apén-

dice C sección 7). Observamos que se cumple

π

(
1√

2
√
x2 + 1− 2x

+
1√

2
√
x2 + 1 + 2x

)
≥ π

√
|x|, x ∈ R.

Entonces

− L̃

π
√

2ε

∫ ∞
−∞

√
|t|

1 + |x+ t|2
dt ≤ − L̃√

2ε

√
|x|,

de donde se sigue el resultado.
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Lema 7 Para z = x+ iy ∈ C, se cumple que

Ũ(z)− U(z) =

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− z2

t2

∣∣∣∣ d([ν](t)− ν(t)) ≤ log

(
máx (|x|, |y|)

2|y|
+

|y|
2 máx (|x|, |y|)

)
(4.39)

Prueba La prueba del lema se encuentra en [15], vol. II, pág. 162.

Lema 8 Denotamos por

G(y) :=

∫ 1

0

log

(
1 +

y2

t2

)
d(t−

√
t), y ∈ R. (4.40)

Se satisfacen las siguientes identidades para y ∈ R,∫ ∞
0

log

(
1 +

y2

t2

)
dt = π|y|, (4.41)∫ ∞

0

log

(
1 +

y2

t2

)
d
√
t = π

√
2|y|, (4.42)∫ B

0

log

(
1 +

y2

t2

)
ds(t) = aBG

( y
B

)
. (4.43)

Además la función G(y) es estrictamente decreciente en R+.

Prueba Para obtener las fórmulas (4.41) y (4.42) sólo se utiliza integración por partes.

Para mostrar (4.43) hacemos el cambio de variable τ = t/B y usando que bB1/2 = aB,

obtenemos∫ B

0

log

∣∣∣∣1 +
y2

t2

∣∣∣∣ ds(t) = aB

∫ 1

0

log

∣∣∣∣1 +
(y/B)2

τ 2

∣∣∣∣ d(τ −
√
τ) = aBG

( y
B

)
.

Finalmente

G′(y) = −2y

∫ 1

0

1

t2 + y2
d(
√
t− t) < 0, y ∈ R+,

puesto que
√
t− t > 0, para t ∈ (0, 1).

Lema 9 Para todo y ∈ R tenemos∫ ∞
B

log

(
1 +

y2

t2

)
d[s(t)] ≥

∫ ∞
B

log

(
1 +

y2

t2

)
ds(t)− log

(
1 +

y2

B2

)
. (4.44)
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Prueba Utilizando integración por partes y recordando que s(B) = 0 tenemos∫ ∞
B

log

(
1 +

y2

t2

)
d([s(t)]− s(t)) =

∫ ∞
B

∂t

[
log

(
1 +

y2

t2

)]
(s(t)− [s(t)])dt

≥
∫ ∞
B

∂t

[
log

(
1 +

y2

t2

)]
dt = − log

(
1 +

y2

B2

)
.

La desigualdad se cumple debido a que 0 ≤ s(t)− [s(t)] ≤ 1 y ∂t
[
log
(

1 + y2

t2

)]
≤ 0, t ≥ B,

de donde se sigue el resultado.

Proposición 1 La función Ũ dada en (4.29) satisface las siguientes propiedades

Ũ(x− i) ≤ − L̃√
2ε

√
|x|+ aBC1 + log+(|x|) + πa, x ∈ R, (4.45)

Ũ(iy) ≥ πa|y| − L̃√
ε

√
|y| − log

(
1 +

y2

B2

)
− aBG

( y
B

)
y ∈ R−. (4.46)

Prueba Para x ∈ R se cumple

A(x) :=
máx (|x|, 1)

2
+

1

2 máx (|x|, 1)
=

{
1, si |x| ≤ 1
|x|
2

+ 1
2|x| , si |x| > 1

≤

{
1, si |x| ≤ 1

|x|, si |x| > 1.

Entonces log(A(x)) ≤ log+(|x|) y por los lemas 6 y 7 se sigue el resultado, ya que Ũ(x−i) ≤
U(x− i) + logA(x).

Usamos el lema 9 con y ∈ R− para obtener

Ũ(iy) =

∫ ∞
B

log

(
1 +

y2

t2

)
d[s(t)] ≥

∫ ∞
B

log

(
1 +

y2

t2

)
ds(t)− log

(
1 +

y2

B2

)
.

Por el lema 8, tenemos∫ ∞
B

log

(
1 +

y2

t2

)
ds(t) =

∫ ∞
0

log

(
1 +

y2

t2

)
ds(t)−

∫ B

0

log

(
1 +

y2

t2

)
ds(t)

= a

∫ ∞
0

log

(
1 +

y2

t2

)
dt− L̃

π
√

2ε

∫ ∞
0

log

(
1 +

y2

t2

)
d
√
t− aBG

( y
B

)
= πa|y| − L̃√

ε

√
|y| − aBG

( y
B

)
,

de donde se sigue el resultado.
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Lema 10 Para Im(z) > 0 y α ≥
√

2 se satisface

Ũ(z − i) ≤ aπ|z| − L√
2ε

√
|z|+ aBC1 + πa.

Prueba Mostraremos que Ũ(z− i) satisface las condiciones del teorema G.1 de la página

48. En este caso nuestra función es f(z) = exp(h(z−i)), y se cumple log |f(z)| = Ũ(z−i).

Por (4.45) y la integral (C.2) tenemos∫ ∞
−∞

log+ f(x)

1 + x2
dx =

∫ ∞
−∞

Ũ(x− i)
1 + x2

dx ≤

(
− L̃√

2ε
+ 1

)∫ ∞
−∞

√
|x|

1 + x2
dx+ (aBC1 + aπ)π

≤
√

2

(
− L̃√

2ε
+ 1

)
π + π(aBC1 + aπ).

Calculamos ahora el valor de A, donde

A = ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

= ĺım sup
y→∞

Ũ(i(y − 1))

y
.

Por el lema 7 y la prueba del lema 5 obtenemos

Ũ(i(y − 1))

y
≤ U(i(y − 1))

y
≤ aπ(y − 1)

y
−2a(y − 1)

y
arctan

(
B

y − 1

)
entonces A ≤ aπ.

Que Ũ es analítica en Im(z) > 0 se debe a (4.31) ( ver el apéndice C sección 4),

por lo tanto, para Im(z) > 0 tenemos

Ũ(z − i) = aπIm(z) +
Im(z)

π

∫ ∞
−∞

Ũ(t− i)
|z − t|2

dt.

Utilizando (4.45), (C.2) y (4.19) obtenemos∫ ∞
−∞

Ũ(t− i)
|z − t|2

dt ≤
∫ ∞
−∞

(−b+ 1)
√
|t|+ aBC1 + aπ

(t− x)2 + y2
dt

≤ (−b+ 1)
π√
2

(
1√
|z|+ x

+
1√
|z| − x

)
+

π

|y|
(aBC1 + aπ), .

donde z = x+ iy.

Por (4.20) y α ≥
√

2 tenemos

−b+ 1 = −L+ α
√
ε√

2ε
+ 1 = − L√

2ε
+

(
1− α√

2

)
≤ − L√

2ε
.



Capítulo 4. Costo de la controlabilidad a cero utilizando análisis armónico 44

Además
π√
2

(
1√
|z|+ x

+
1√
|z| − x

)
≥
π
√
|z|
|y|

,

Por lo tanto
|y|
π

∫ ∞
−∞

Ũ(t− i)
|z − t|2

dt ≤ −
L
√
|z|√

2ε
+ (aBC1 + aπ),

de donde se sigue el resultado.

Procedemos a la construcción de la familia biortogonal ψk.

Para cada k ∈ N introducimos la función

J̃k(z) :=
Φ(z)

Φ′(−iλk)(z + iλk)

f(z)

f(−iλk)
, z ∈ C, (4.47)

donde Φ(z) y f(z) están dadas por (4.16) y (4.32) respectivamente. El siguiente resultado

presenta propiedades cualitativas y cuantitativas de J̃k.

Proposición 2 Para cada k ∈ N la función J̃k es una función entera de tipo exponencial

πa. Más aún, para ε > 0 su�cientemente pequeño e independiente de k se satisface

|J̃k(x)| ≤ Ck2 exp

(
L|M |

2ε
+

1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
− T

2
λk +

L̂√
ε

√
λk

)
(1 + |x|)−3/2, x ∈ R,

(4.48)

donde

C2 := −G(2) ≈ 1.97 > 1.95. (4.49)

Prueba Notamos que J̃k es una función entera dado que Φ sólo tiene ceros de primer

orden en −iλk y f es una función entera con f(−iλk) 6= 0. A partir de (4.17) y el lema

10 se sigue que J̃k es de tipo exponencial πa =
T

2
.

Procedemos a mostrar (4.48). De (4.16) y C1 del apéndice C tenemos

|Φ(x)| ≤
exp

(
L√
2ε

√
|x|+ L|M |

2ε

)
Lε−1/2

∣∣x2 + M4

16ε2

∣∣1/4 , x ∈ R.

De (4.45) obtenemos

|Φ(x) exp(Ũ(x− i))| ≤
exp

(
L|M |
2ε
− L̃−L√

2ε

√
|x|+ aBC1 + log+(|x|) + πa

)
Lε−1/2

∣∣x2 + M4

16ε2

∣∣1/4
≤ eπa

exp(L|M |
2ε

+ aBC1)

Lε−1/2
∣∣x2 + M4

16ε2

∣∣1/4 ,
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donde hemos usados

log+(|x|)− L̃− L√
2ε

√
|x| ≤

(
1− α√

2

)√
|x| ≤ 0 si α ≥

√
2.

Por otro lado,

|Φ′(−iλk)| =
L2

2εk2π2
, k ∈ N.

Dado que la función Ũ(iy) es decreciente en R− tenemos

|f(−iλk)| = exp(Ũ(−i(1 + λk))) ≥ exp(Ũ(−iλk)), k ∈ N.

De (4.46) se sigue que

|f(−iλk)| ≥ exp

(
πaλk −

L̃√
ε

√
λk − log

(
1 +

λ2k
B2

)
− aBG

(
λk
B

))
.

Si α ≥ 61/4T − L entonces B2 ≥ 24, por lo tanto log(1 + y2/B2) ≤ log(1 + y2/4) ≤
√
|y|,

así que

− L̃√
ε

√
λk − log

(
1 +

λk
B2

)
≥ −

(
1 +

L̃√
ε

)√
λk ≥ −

L̂√
ε

√
λk, k ∈ N.

Obteniendo que

|f(−iλk)| ≥ exp

(
πaλk −

L̂√
ε

√
λk − aBG

(
λk
B

))
, k ∈ N.

Por lo tanto

|J̃k(x)| ≤ eπa
2ε3/2k2π2 exp

(
L|M |
2ε

+ aBC1 − πaλk + L̂√
ε

√
λk + aBG

(
λk
B

))
L2
∣∣x2 + M4

16ε2

∣∣1/4 |x2 + λ2k|
1/2

, x ∈ R. (4.50)

Ahora �jamos α ≥ máx{
√

2, 61/4T − L}. Como T |M | > 4L consideramos 0 < ε1/2 <

(T |M | − 4L)/α.

Dado que λk ≥M2/4ε, de (4.23) obtenemos

λk
B
≥ 1

8

(
T |M |
L̃

)2

≥ 2.
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Por lo tanto, G

(
λk
B

)
≤ G(2) := −C2, ya que G es decreciente. Entonces

aBC1 + aBG

(
λk
B

)
≤ aB(C1 − C2) =

1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
.

Por último, aplicando (C.3) a (4.50) tenemos

|J̃k(x)| ≤ Ck2 exp

(
L|M |

2ε
+

1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
− T

2
λk +

L̂√
ε

√
λk

)
(1 + |x|)−3/2,

donde C = 2π2eπaL−2.

Dado que J̃k es una función entera de tipo exponencial πa := T/2, por el teorema de

Paley-Wiener J̃k es la extensión analítica de una función η̃ ∈ L2(R) con soporte compacto

en [−T/2, T/2]. Consideramos la siguiente función

Jk(z) :=
exp(−iT

2
z)

exp(−T
2
λk)

J̃k(z), z ∈ C, (4.51)

que es la extensión analítica de la transformada de Fourier de la función

ηk(x) :=
η̃k(x− T/2)

exp(−T
2
λk)

, x ∈ R,

cuyo soporte está en [0, T ].

De (4.48) y (4.51) tenemos la estimación en R,

|Jk(x)| ≤ Ck2 exp

(
L|M |

2ε
+

1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
+

L̂√
ε

√
λk

)
(1 + |x|)−3/2. (4.52)

Claramente ∫ T

0

ηk(t)exp(−λjt)dt = Jk(−iλj) = δjk, j, k ∈ N. (4.53)

Por la identidad de Parseval y (4.52) obtenemos

||ηk||L2(R) ≤ Ck2 exp

(
L|M |

2ε
+

1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
+

L̂√
ε

√
λk

)
, (4.54)

donde C = 8π2eπaL−2.
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Finalmente ponemos ψk(t) := ηk(T − t), entonces ψk satisface (4.54) para k ∈ N y además∫ T

0

ψk(t)exp(−λj(T − t))dt = δjk, j, k ∈ N. (4.55)

4.2.2. Las cotas para T

Proposición 3 Existe κ1 > 0, tal que

L|M |
2ε

+
1

π
(C1 − C2)

L2

Tε
− Tλk +

L√
ε

√
λk ≤ −κ1λk k ∈ N, (4.56)

siempre que M > 0 y

T >
L

|M |
c+ donde c+ = 2 +

√
4 +

4

π
(C1 − C2) < 4.2. (4.57)

Existe κ2 > 0 tal que

L|M |
ε

+
1

π
(C1 − C2)

L2

Tε
− Tλk +

L√
ε

√
λk ≤ −κ2λk, k ∈ N, (4.58)

siempre que M < 0 y

T >
L

|M |
c− donde c− = 3 +

√
9 +

4

π
(C1 − C2) < 6.1. (4.59)

Prueba La función r(x) = −Tx+
L√
ε

√
x es decreciente en [L2/(4εT 2),∞), y λk ≥

M2

4ε
≥

1

4ε

L2

T 2
para todo k ∈ N ya que T |M | > 4L, entonces

r(λk) ≤ r(
M2

4ε
), k ≥ 0. (4.60)

Ponemos P (X) = −M
2

4
X2 + L|M |X +

1

π
(C1 − C2)L

2, cuyas raíces están dadas por

X =
L

|M |

[
2±

√
4 +

4

π
(C1 − C2)

]
. Consideramos T >

L

|M |
c+, entonces

−M
2

4
T 2 + L|M |T +

1

π
(C1 − C2)L

2 < 0.
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De está última desigualdad obtenemos

r

(
M2

4ε

)
+
L|M |

2ε
+

1

π
(C1 − C2)

L2

Tε
< 0,

y por (4.60) concluimos

L|M |
2ε

+
1

π
(C1 − C2)

L2

Tε
− Tλk +

L√
ε

√
λk < 0, k ∈ N. (4.61)

Como la condición T |M | > Lc+ es abierta, existe κ1 > 0 tal que la disigualdad anterior

es váida para T − κ1 en vez de T , de donde se sigue el resultado.

Para probar (4.58) y (4.59), procedemos de manera similar donde consideramos al polino-

mio

Q(X) = −M
2

4
X2 +

3L|M |
2

X +
1

π
(C1 − C2)L

2.

4.2.3. Desigualdad de observabilidad

Consideramos la solución ϕ de (4.4) y escribimos a ϕT en términos de la base (4.9), es

decir,

ϕT =
∞∑
j=1

cjej (4.62)

entonces

ϕ(t, x) =
∞∑
j=1

cj exp(−λj(T − t))ej(x). (4.63)

Así, de (4.9) tenemos

∂ϕ

∂x
(t, 0) =

π
√

2

L3/2

∞∑
j=1

ckj exp (−λj(T − t))

Multiplicando por ψk e integrando en [0, T] tenemos

√
2
πk

L3/2
ck =

∫ T

0

∂xϕ(t, 0)ψk(t)dt, (4.64)

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L2(0, T ) se sigue que

|ck| ≤
L3/2

√
2πk
‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T ) ‖ψk‖L2(0,T ) . (4.65)
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De (4.63) tenemos

ϕ(0, x) =
∞∑
j=1

cj exp(−λjT )ej(x), (4.66)

Por lo tanto

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤ C ‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

1

k
exp(−λkT ) ‖ek‖L2(0,L) ‖ψk‖L2(0,T ) . (4.67)

Consideramos por separado los casos M > 0 y M < 0.

Caso 1: Sea M > 0. De (4.9) se tiene

‖ek‖L2(0,L) ≤ 1, k ∈ N.

Por (4.54), (4.56) y (4.67) obtenemos

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L)

≤ C ‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

k exp

(
L|M |

2ε
+

1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
− Tλk +

L̂√
ε

√
λk

)

≤ C ‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

k exp
(
−κ1

2
λk

)
exp

(
−κ1

2
λk +

1

π
(C1 − C2)

L̃2 − L2

Tε
+
L̂− L√

ε

√
λk

)
.

No es difícil mostrar que existe una constante Ĉ > 0 e independiente de ε tal que

−κ1
2
λk +

1

π
(C1 − C2)

L̃2 − L2

Tε
+
L̂− L√

ε

√
λk ≤ Ĉ − κ1

3
λk ≤ Ĉ − κ1

3

M2

4ε
.

Así

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤ C ‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

k exp
(
−κ1

2
λk

)
exp

(
Ĉ − κ1M

2

12ε

)
.

Dado que e−x < 1/x2 para x > 0. Entonces

∞∑
k=1

k exp
(
−κ1

2
λk

)
≤

∞∑
k=1

k exp

(
−εκ1π

2

2L2
k2
)
≤ 4L4

ε2κ21π
4

∞∑
k=1

1

k3
=

4L4

ε2κ21π
4
Â. (4.68)

Por lo tanto

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L) ≤
C(T, L,M)

ε2
exp

(
−κ
ε

)
‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T ) .
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así queda probado el teorema 7 cuando M > 0.

Caso 2: Sea M < 0. De (4.9) tenemos

‖ek‖L2(0,L) ≤ exp

(
L|M |

2ε

)
, k ∈ N.

Usando (4.54), (4.58) y (4.67) tenemos

‖ϕ(0, ·)‖L2(0,L)

≤ C ‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

k exp

(
L|M |
ε

+
1

π
(C1 − C2)

L̃2

Tε
− Tλk +

L̂√
ε

√
λk

)

≤ C ‖∂xϕ(·, 0)‖L2(0,T )

∞∑
k=1

k exp
(
−κ2

2
λk

)
exp

(
−κ2

2
λk +

1

π
(C1 − C2)

L̃2 − L2

Tε
+
L̂− L√

ε

√
λk

)
,

y procedemos como en el caso anterior para obtener el resultado.



Capítulo 5

Un límite relativo de la ecuación de

transporte-difusión 1D

En este capítulo damos una prueba detallada del principal resultado que se conoce acerca

de una cota inferior para el costo de control a cero del problema (3.1)-(3.3) cuando la

rapidez M < 0. Esta cota es propuesta por Lissy en [19]. La idea central es similar a la

del método de los momentos (ver [10]).

5.1. Resultado principal

Fijamos M < 0. Recordamos que existe el control óptimo u ∈ L2(0, T ) que controla

uniformemente a cero al sistema (3.4), al tiempo T > 0. Es decir, existe la constante

óptima C = C(T ;L;M ; ε) > 0 tal que

‖u‖L2((0,T );R) ≤ C ‖y0‖H−1(0,L) para todo y0 ∈ H−1(0, L). (5.1)

Teorema 8 Para cada T, L, ε ∈ R+ y M < 0 �jas, existe una constante Ẽ > 0 tal que la

constante C en (5.1) satisface

C ≥ Ẽ

(
|M |3L3 + ε3

ε3L3

)1/2
L2

2πε
√
T
(

1 + (L|M |)2
8(πε)2

)2 exp

(
L|M |√

2ε
− |M |

2T

4ε
− π2εT

L2

)
. (5.2)

Cuando T <
2
√

2L

|M |
tenemos que C = C(T ;L;M ; ε) explota cuando ε→ 0.

Observamos que en el caso de la rapidez positiva no se pueden aplicar las mismas ideas

para encontrar una mejor cota que las que se dieron en el capítulo 4.
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Prueba Consideramos el operador A de�nido en (3.11) y notamos que sus autovalores

están dados por

µk = −εk
2π2

L2
+
M2

4ε
, k ∈ N, (5.3)

con funciones propias correspondientes

ek(x) = exp

(
M

2ε
x

)
sen

(
kπ

L
x

)
, k ∈ N. (5.4)

Para el sistema (3.4) en el capítulo 4 estudiamos el sistema adjunto (4.4) y en la sección

4.1.1 al operador P , cuyas funciones propias están dadas en (4.9) con autovalores corres-

pondientes dados en (4.10).

Así para cada k ∈ N

ϕk(t, x) := exp

(
−M

2ε
x

)
sen

(
kπ

L
x

)
exp (λkt) , (5.5)

es solución de {
ϕt + εϕxx +Mϕx = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),

ϕ = 0 si (t, x) ∈ (0, T )× {0, L}.

Sea y0(x) la primer eigenfunción de A, es decir

y0(x) := sen
(πx
L

)
exp

(
Mx

2ε

)
, x ∈ (0, L). (5.6)

Ahora estimamos la norma en H−1(0, L). Sea z ∈ H1
0 (0, L) tal que z := J(y0), puesto que

recordemos que J esta dada en (3.7) y es sobreyectivo, entonces.

zxx(x) = −y0(x) = − sen
(πx
L

)
exp

(
Mx

2ε

)
= −

exp
((

iπ
L

+ M
2ε

)
x
)

2i
+

exp
((
− iπ

L
+ M

2ε

)
x
)

2i
.

Por lo tanto,

z(x) = − 1

2i
(
iπ
L

+ M
2ε

)2 exp

((
iπ

L
+
M

2ε

)
x

)
+

1

2i
(
iπ
L
− M

2ε

)2 exp

(
−
(
iπ

L
− M

2ε

)
x

)
+bx+a,
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donde 
a =

π|M |
εL

1(
M2

4ε2
+ π2

L2

)2 ,
b =

πM

εL2
·

1 + exp
(
ML
2ε

)(
M2

4ε2
+ π2

L2

)2 = − a
L

(
1 + exp

(
ML

2ε

)) (5.7)

Sean

d :=
π

L
, y f := −M

2ε
, (5.8)

entonces

‖y0‖2H−1(0,L)

=

∫ L

0

z(x)y0(x)dx

=

∫ L

0

[
− e(id−f)x

2i(id− f)2
+

e−(id+f)x

2i(id+ f)2
+ bx+ a

] [
e(id−f)x

2i
− e−(id+f)x

2i

]
dx

= (1− e−2fL)
f(f 2 − 3d2)

4(f 2 + d2)3
+

(e−2fL − 1)(f 2 − d2)
4f(f 2 + d2)2

+ 2b
(1 + e−fL)fd

(f 2 + d2)2
+ a(1− e−fL)

(1 + e−fL)d

f 2 + d2
.

Consideramos 0 ≤ e−x ≤ 1 para x ≥ 0 y desde que b ≤ 0, y por (5.8) entonces

‖y0‖2H−1(0,L) ≤
2ε3|M |3L6

(M2L2 + 4ε2π2)3
+

8ε5π2L2

|M |(M2L2 + 4ε2π2)2
+

64ε5π2|M |L4

(M2L2 + 4ε2π2)3

Dado que 0 < ε ≤ 1 tenemos

‖y0‖2H−1(0,L) ≤
2M4L4 + 8M2L2π2 + 32π4 + 64π2M2L2

L|M |
· ε3L3

(M2L2 + 4ε2π2)3
.

Notamos que

|M |3L3 + ε3 ≤ (M2L2 + ε2)3 ≤ (M2L2 + 4ε2π2)3,

entonces existe una constante E = E(M,L) > 0 tal que

‖y0‖2H−1(0,L) ≤ E
ε3L3

|M |3L3 + ε3
. (5.9)

Así utilizando (5.1) tenemos

‖u(t)‖ ≤ E · C(T ;L;M ; ε)

(
ε3L3

|M |3L3 + ε3

)1/2

(5.10)
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Para cada k ∈ N ponemos

zk(t) := J−1(ϕk(t, ·)). (5.11)

Como ϕk(t, ·) ∈ H3(0, L)
⋂
H1

0 (0, L) entonces zk(t) ∈ L2(0, L) para t ∈ [0, T ].

Usamos (3.22) y (A.8) con τ = T , para obtener

− 〈y0, zk(0)〉H−1(0,L) =

∫ T

0

u(t)B∗zk(t)dt, k ∈ N.

Por (3.10) tenemos

−〈y0, zk〉H−1(0,L) =

∫ L

0

y0(x)J(J−1ϕk(0, x))dx

= −
∫ L

0

sen
(πx
L

)
sen

(
kπx

L

)
dx, k ∈ N.

Por (3.22) ∫ T

0

u(t)B∗zk(t)dt =

∫ T

0

u(t)εJ(zk(t))x(0)dt

=

∫ T

0

u(t)εϕkx(t, 0)dt

=
kπε

L

∫ T

0

u(t)eλktdt, k ∈ N.

Por lo tanto,

−
∫ L

0

sen
(πx
L

)
sen

(
kπx

L

)
dx =

kπε

L

∫ T

0

u(t)eλktdt, k ∈ N. (5.12)

De�nimos la función

ν(z) :=

∫ T/2

−T/2
u

(
t+

T

2

)
e−iztdt. (5.13)

Haciendo el cambio de variable τ = t+ T/2 y usando (5.12) tenemos

ν(iλk) = e−λk
T
2

∫ T

0

u(τ)eλkτdτ

= − L

kπε
e−λk

T
2

∫ L

0

sen
(πx
L

)
sen

(
kπx

L

)
dx

Así,

ν(iλ1) = − L2

2πε
exp

(
−π

2εT

2L2
− M2T

8ε

)
, (5.14)

ν(iλk) = 0, k ≥ 2. (5.15)
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Dado que |e−izt| ≤ eIm(z)t entonces

|ν(z)| ≤ exp

(
Im(z)T

2

)∫ T/2

−T/2

∣∣∣∣u(t+
T

2

)∣∣∣∣ dt, z ∈ C.

Por el cambio de variable τ = t+T/2, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (5.1) tenemos

|ν(z)| ≤ exp

(
Im(z)T

2

)∫ T

0

|u(τ)|dτ

≤ exp

(
Im(z)T

2

)√
T ‖u‖L2(0,T )

≤ C
√
T exp

(
Im(z)T

2

)
‖y0‖H−1(0,L) .

Por (5.9) tenemos

|ν(z)| ≤ E · C
√
T

(
ε3L3

|M |3L3 + ε3

)1/2

exp

(
Im(z)T

2

)
, z ∈ C. (5.16)

Por lo tanto ν es una función entera de tipo exponencial T/2.

De�nimos la función f : C→ C tal que

f(ζ) := ν

(
ζ

4ε

)
(5.17)

y consideramos bk := i4ελk, k ≥ 1. Por (5.16) es claro que f es de tipo exponencial y

|f(ζ)| ≤ E · C
√
T

(
ε3L3

|M |3L3 + ε3

)1/2

exp

(
Im(ζ)T

8ε

)
, ζ ∈ C. (5.18)

Ahora enunciamos el siguiente resultado sobre la descomposición de una función de tipo

exponencial, para aplicarlo a nuestra función f , el cual se puede encontrar en [15] tomo

1, pág. 56.

Teorema:Dada ζ = x+iy con x, y ∈ R y g(ζ) una función entera de tipo exponencial

tal que ∫ ∞
−∞

log+ |g(x)|
1 + x2

<∞, (5.19)

sea {αj}j∈N el conjunto de ceros de g en Imζ > 0 y supongamos

A := ĺım sup
y→∞

log |g(iy)|
y

<∞, (5.20)
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entonces

log |g(ζ)| = AImζ +
∞∑
j=1

log

∣∣∣∣1− ζ/αj1− ζ/αj

∣∣∣∣+
1

π

∫ ∞
−∞

Imζ log |g(t)|
|ζ − t|2

dt.

Entonces por (5.18) tenemos log+ |f(x)| ≤ D, por lo tanto∫ +∞

−∞

log+ |f(x)|
1 + x2

≤ Dπ

donde

D = log+

(
E · C

√
T

(
ε3L3

|M |3L3 + ε3

)1/2
)
.

Notamos que bk ∈ {iy : f(iy) = 0, con y > 0}, k ≥ 2, y por (5.18) obtenemos

A = ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

,

A ≤ ĺım sup
y→∞

(
D

y
+
T

8ε

)
=
T

8ε
.

Así que podemos escribir a log |f | de la siguiente manera

log |f(ζ)| = AIm(ζ) +
∞∑
j=1

log

∣∣∣∣1− ζ/αj1− ζ/αj

∣∣∣∣+
1

π

∫ ∞
−∞

Im(ζ) log |f(t)|
|ζ − t|2

.

Tomamos ζ = b1 y notamos que Im(b1) = |b1|, entonces

log |f(b1)| =
∞∑
j=1

log

(
|b1 − αj|
|b1 − αj|

)
+
T

8ε
|b1|+

|b1|
π

∫ ∞
−∞

log |f(t)|
t2 + |b1|2

dt. (5.21)

Estimamos cada uno de los términos a la derecha de (5.21) comenzando con la serie y

mostrando que es convergente. Para z1, z2 ∈ C se puede probar que se cumple la siguiente

desigualdad
|z1 − z2|
|z1 − z2|

≤ 1 si y sólo si Im(z1)Im(z2) ≥ 0. (5.22)

Entonces cada cero en el semiplano superior diferente de los ceros del conjunto {bk} se
puede remover de la serie, así obtenemos

S :=
∞∑
k=1

log

(
|b1 − αk|
|b1 − αk|

)
≤

∞∑
k=2

log

(
|b1 − bk|
|b1 − bk|

)
=
∞∑
k=2

log

(
4ε2π2(k2 − 1)

2M2L2 + 4ε2π2(k2 + 1)

)
(5.23)
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De las desigualdades

4ε2π2(k2 − 1) ≤ 4ε2π2k2 y M2L2/2 + 4ε2π2k2 ≤ 2M2L2 + 4ε2π2(k2 + 1),

S ≤
∞∑
k=2

log

(
4ε2π2k2

M2L2/2 + 4ε2π2k2

)
. (5.24)

Cuando a, b ∈ R+ función h(x) :=
b+ ax2

ax2
= 1 +

b

ax2
> 1, h es decreciente, positiva y

continua en R+, entonces por el criterio de la integral sabemos que∫ ∞
2

log(h(x))dx converge si y sólo si
∞∑
k=2

log(h(k)) converge.

Más aún, sabemos que ∫ ∞
2

log(h(x))dx ≤
∞∑
k=2

log(h(k)).

Ponemos a = 4ε2π2, b = M2L2/2, entonces

S ≤
∞∑
k=1

log

(
4ε2π2k2

M2L2/2 + 4ε2π2k2

)
≤

∫ ∞
2

log

(
4ε2π2x2

M2L2/2 + 4ε2π2x2

)
dx

=
|M |L√

2επ

∫ ∞
2
√

2επ
|M|L

log

(
u2

1 + u2

)
du,

(5.25)

donde hicimos el cambio de variable u =

√
2επ

|M |L
x.

Por integración partes tenemos

|M |L√
2επ

∫ ∞
2
√
2επ

|M|L

log

(
u2

1 + u2

)
du =

|M |L√
2επ

(
u log

(
u2

1 + u2

)
− 2 tan−1(u)

)∣∣∣∣∞
2
√
2επ

|M|L

= −|M |L√
2ε
− 2 log

(
8ε2π2/M2L2

1 + 8ε2π2/M2L2

)
+ 2
|M |L
επ
√

2
tan−1

(
2
√

2επ

|M |L

)

Dado que tan−1(x)/x ≤ 1 para x > 0, tenemos

∞∑
j=1

log

(
|b1 − αj|
|b1 − αj|

)
≤ −|M |L√

2ε
+ 2 log

(
1 +

M2L2

8ε2π2

)
+ 4. (5.26)
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Ahora estimamos la integral del lado derecho de (5.21), entonces

|b1|
π

∫ ∞
−∞

log |f(t)|
t2 + |b1|2

dt ≤ log

(
E · C

√
T

(
ε3L3

|M |3L3 + ε3

)1/2
)
. (5.27)

por último en (5.21) usamos (5.26) y (5.27) y obtenemos

log

(
L2

2πε

)
− π2εT

2L2
− M2T

8ε

≤ −|M |L√
2ε

+ 2 log

(
1 +

M2L2

8ε2π2

)
+ 4 + log

(
E · C

√
T

(
ε3L3

|M |3L3 + ε3

)1/2
)

+
TM2

8ε
+
επ2T

2L2
.

Así �nalmente tomando la exponencial a ambos lados y despejando se deduce (5.2) donde

Ẽ := e4

E
.



Conclusiones

A continuación presentamos las conclusiones más relevantes de esté trabajo de tesis.

Se ha desarrollado la prueba del teorema 7 de forma rigurosa proponiendo el lema

10 y utilizando herramientas del análisis complejo.

Las cotas dadas en los capítulos 4 y 5 para la controlabilidad uniforme a cero del

sistema (3.1)-(3.2) son las mejores cotas que hasta el momento se conocen y estas se

podrían mejorar en un trabajo futuro como motivación para los lectores.

Para el caso M > 0 la mejor cota que se conoce esta dada por el teorema 7, ya que

todavía no se ha podido emular un resultado parecido al del teorema 8, debido a que

no se puede acotar la norma de y0 en H
−1(0, L) cuando M > 0.
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Apéndice A

Semigrupos de operadores lineales

En este apéndice mostramos algunos resultados clásicos de semigrupos de operadores li-

neales que sirven de apoyo a este trabajo. Cabe mencionar que omitimos las pruebas pues

no es el objetivo de la tesis ahondar en este campo, es decir, solo hacemos uso de los

resultados que se necesitan para aplicarlos a las ecuaciones diferenciales.

Dada un operador lineal continuo A ∈ L(Rn,Rn) planteamos el siguiente sistema para

t ≥ 0, con x0 ∈ Rn un vector inicial dado

x′(t) = Ax(t), x(t) ∈ Rn,

x(0) = x0.

Es conocido que al ser A un operador acotado la solución del problema anterior es de la

forma x(t) = etAx0, donde e
At =

∞∑
k=0

(tA)k

k!
es convergente para t ≥ 0.

Ahora ¾qué pasa si A es un operador lineal no acotado de�nido en un subespacio de un es-

pacio de Hilbert H (ya que el caso acotado en H es similar cuando consideramos el espacio

Mn×n(R)) ¾será que la solución es parecida a la dada para el caso acotado? estudiamos a

los operadores lineales densamente de�nidos, cerrados y disipativos, ya que estos generan

semigrupos de operadores fuertemente continuos, los cuales son la herramienta idónea para

cuando tenemos operadores no acotados asociados a un sistema de ecuaciones diferenciales.

Sea H un espacio de Hilbert complejo con producto interior 〈·, ·〉 y sea A : H → H un

operador lineal con dominio D(A) ⊆ H, tal que A es densamente de�nido, es decir, D(A)

es denso en H.
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De�nición A1 El operador lineal A : H → H es cerrado si el conjunto {(x,Ax) : x ∈
D(A)} es un subconjunto cerrado en H ×H.

De�nición A2 El operador lineal A es disipativo si

Re 〈Ax, x〉 ≤ 0, para todo x ∈ D(A).

De�nición A3 El adjunto A∗ del operador lineal A es un operador lineal dado por

A∗ : D(A∗) ⊆ H → H

y 7→ A∗y

donde D(A∗) es el conjunto de todos los y ∈ H tales que el mapeo

D(A) ⊆ H → C
x 7→ 〈Ax, y〉

es continuo; es decir, existe una constante C > 0 dependiente de y que satisface | 〈Ax, y〉 | ≤
C ‖x‖ para todo x ∈ D(A). Para cada y ∈ D(A∗), A∗y es el único elemento de H que

cumple 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 para todo x ∈ D(A).

De�nición A4 Un conjunto S no vacío con una operación binaria cerrada ∗ es llamado

un semigrupo, si la operación binaria es asociativa, es decir, para x, y, z ∈ S se cumple

que x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.

Un ejemplo sencillo sería el conjunto de matrices Mn×n(R) con la operación usual de

multiplicación de matrices.

De�nición A5 Una familia uni-paramétrica S = {S(t) : H → H | t ∈ [0,∞)} de opera-

dores lineales continuos es un semigrupo de operadores continuos sobre H si

i) S(0) = Id, donde Id : H → H es el operador identidad en H.

ii) S(t1 + t2) = S(t1) ◦ S(t2), t1, t2 ∈ (0,∞).

iii) Además decimos que S es un C0-semigrupo o un semigrupo de operadores lineales

fuertemente continuos sobre H si

ĺım
t→0+

S(t)x = x para todo x ∈ H.
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Denotamos por L(H) al espacio de operadores lineales continuos en H dotado con la nor-

ma de operador ‖‖L(H).

Teorema A.6 Sea {S(t) : H → H | t ∈ [0,∞)} una familia de operadores lineales fuerte-

mente continua, entonces existe C > 0 y λ ∈ R tal que

‖S(t)‖L(H) ≤ Ceλt para todo t ∈ [0,∞).

Teorema A.7 Sea S = {S(t) : H → H | t ∈ [0,∞)} un C0-semigrupo. Entonces el

generador in�nitesimal de S es un operador lineal A : D(A) ⊆ H → H densamente

de�nido y cerrado, tal que

D(A) :=

{
x ∈ H : ĺım

t→0+

S(t)x− x
t

existe

}
y Ax := ĺım

t→0+

S(t)x− x
t

, x ∈ D(A).

Si ponemos x(t) = S(t)x0 con x0 ∈ H, entonces x(t) ∈ C([0,∞);H); más aún, si x0 ∈
D(A) entonces x ∈ C([0,∞);D(A))

⋂
C1([0,∞);H) y satisface

x′(t) = A(x(t)), t ∈ [0,∞),

x(0) = x0.
(A.1)

Además el conjunto de operadores adjuntos {S(t)∗ | t ∈ [0,∞)} de S es un C0-semigrupo

con generador in�nitesimal A∗, donde A∗ es el adjunto de A.

Notamos que el teorema anterior nos dice que si tenemos un C0-semigrupo y calculamos

su operador in�nitesimal, entonces el semigrupo proporciona la solución del sistema (A.1).

En la práctica, por lo general nos dan el sistema asociado con el operador A, entonces

nos preguntamos si existe un C0-semigrupo cuyo generador in�nitesimal coincida con A.

En este sentido el teorema de Hille− Y osida nos dice cuando un operador lineal A es el

generador in�nitesimal de un C0-semigrupo. Nos enfocaremos en el resultado de Lumer-

Phillips para operadores densamente de�nidos, cerrados y disipativos que mencionamos a

continuación.

Teorema A.8 Sea A un operador densamente de�nido y cerrado, tal que tanto A como

A∗ son disipativos. Entonces A es el generador in�nitesimal de un C0-semigrupo y para

cada x0 ∈ D(A), existe una única (solución) x ∈ C1([0,∞);H)∩C0([0,∞);D(A)) tal que

x′(t) = Ax(t), t ∈ [0,∞),

x(0) = x0 .
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además ‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖ para todo t ∈ [0,∞) y

∥∥∥∥dxdt (t)

∥∥∥∥ = ‖Ax(t)‖ ≤ ‖Ax0‖ para todo t ∈

[0,∞).

Ahora enunciamos un resultado que resuelve el problema de Cauchy no homogéneo ( [8]).

Teorema A.9: Sea A un operador lineal densamente de�nido y cerrado. Si A y A∗ son

disipativos, entonces para cada x0 ∈ D(A), T ∈ [0,∞), y f ∈ C1([0, T ];H), existe una

única (solución) x ∈ C1([0, T );H) ∩ C0([0, T );D(A)) del sistema

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0

dada por

x(t) = S(t)x0 +

∫ t

0

S(t− τ)f(τ)dτ, para todo t ∈ [0, T ].

Al espacio de Hilbert U dotado con el producto interior 〈·, ·〉U , lo llamaremos el espacio

de controles, es decir, u ∈ L2((0, T );U) será una función de control para cierto problema

de Cauchy de�nido más adelante.

Para el operador adjunto A∗ de A, dotamos a D(A∗) con el producto interior

〈z1, z2〉D(A∗) := 〈z1, z2〉H + 〈A∗z1, A∗z2〉H , con z1, z2 ∈ D(A∗).

Entonces D(A∗) con este producto es espacio de Hilbert e induce la norma

‖z‖D(A∗) := ‖z‖H + ‖A∗z‖H .

Sea D(A∗)′ el espacio dual normado de D(A∗) con espacio pivote H, es decir, D(A∗) ⊂
H ⊂ D(A∗)′. Consideramos el operador lineal B : U → D(A∗) que satisface las siguientes

condiciones

(a) Existe una constante C > 0, tal que

|(Bu)z| ≤ C ‖u‖U ‖z‖D(A∗) para todo u ∈ U, z ∈ D(A∗). (A.2)

(b) Para todo T > 0 existe CT > 0 tal que se cumple la siguiente condición de regularidad∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2U ≤ CT ‖z‖H para todo z ∈ D(A∗), (A.3)
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donde B∗ : D(A∗)→ U es el operador adjunto de B, es decir,

〈Bu, g〉 = 〈u,B∗g〉 , g ∈ D(A∗), u ∈ U. (A.4)

(c) Dado que S∗(t), t ∈ [0,∞) es una familia de semigrupos fuertemente continua se puede

probar que (A.3) es equivalente a la existencia de algún T > 0 y una constante CT > 0

tal que ∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2U ≤ CT ‖z‖H para todo z ∈ D(A∗). (A.5)

De�nición A.10 Para T > 0, y0 ∈ H, y u ∈ L2((0, T );U) consideramos el siguiente

problema de Cauchy para los operadores A y B,

ẏ = Ay +Bu(t), t ∈ (0, T ), (A.6)

y(0) = y0. (A.7)

Ahora presentamos la motivación para la de�nición de solución del sistema (A.6)-(A.7).

Sea τ ∈ [0, T ] y φ : [0, T ]→ H una función diferenciable, si tomamos el productor interior

en H de (A.6) con φ e integramos sobre [0, τ ] tenemos

〈y(τ), φ(τ)〉H − 〈y0, φ(0)〉H −
∫ τ

0

〈
y(t), φ̇(t) + A∗φ(t)

〉
H
dt =

∫ τ

0

〈u(t), B∗φ(t)〉U dt

Ponemos φ(t) := S(τ − t)∗zT para cada zT ∈ H. Es claro que φ̇(t) +A∗φ(t) = 0. Entonces

de�nimos la solución del problema de Cauchy (A.6)-(A.7) como sigue.

De�nición A.11 Sean T > 0, y0 ∈ H y u ∈ L2((0, T );U). Una solución para el problema

de Cauchy (A.6)-(A.7) es una función y ∈ C0([0, T ];H) tal que

〈y(τ), φ(τ)〉H − 〈y0, φ(0)〉H =

∫ τ

0

〈u(t), B∗S(τ − t)zT 〉U dt (A.8)

para cualesquiera τ ∈ [0, T ], zT ∈ H.

Por la propiedad de regularidad del operador B, el lado derecho de la igualdad (A.8) esta

bien de�nido.

Teorema A.12 Fijamos T > 0. Para cualesquiera y0 ∈ H y u ∈ L2((0, T );U), el problema

de Cauchy (A.6)-(A.7) tiene una única solución y. Más aún, existe una constante C =
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C(T ) > 0, independiente de y0 y u, tal que

‖y(τ)‖H ≤ C
[
‖y0‖H + ‖u‖L2((0,T );U)

]
para todo τ ∈ [0, T ] (A.9)

Para el sistema (A.6) el concepto de control es el siguiente:

Dadas y0, y1 ∈ H, decimos que (A.6) es controlable desde el estado inicial y0 al estado

�nal y1 si existe un control u ∈ L2((0, T );U) tal que la solución y del sistema (A.6)-(A.7)

satisface y(T ) = y1. Además se dice que es controlable a cero si y(T ) = 0.

Teorema A.13 Fijamos T > 0. El sistema (A.6) es controlable a cero al tiempo T si y

sólo si existe una constante c > 0 tal que∫ T

0

‖B∗S(t)∗z‖2U dt ≥ c ‖S(T )∗z‖H . (A.10)

Para mayores detalles la prueba de los resultados anteriores se pueden encontrar en [8,

18, 20].



Apéndice B

Ciertas propiedades en espacios de

Sobolev

En esta sección consideramos al intervalo I = (a, b) ⊆ R con a < b, y �jamos 1 ≤ p ≤ ∞.

Sea D(I) := {φ ∈ C∞(I) : suppφ ⊆ I} = C∞c (I), es decir, consideramos a las funciones de

clase C∞ de soporte compacto en I. A este conjunto también se le conoce como conjunto de

funciones de prueba. Por analogía, para k ∈ N se de�ne Ck
c (I) = {φ ∈ Ck(I) : suppφ ⊆ I}.

El espacio W 1,p(I)

De�nimos al espacio de Sobolev W 1,p(I) como aquel conjunto de funciones u ∈ Lp(I) tal

que existe g ∈ Lp(I) que satisface∫ b

a

u(x)φ′(x)dx = −
∫ b

a

g(x)φ(x)dx para toda φ(x) ∈ C1
c (I). (B.1)

A la función g se le llama la derivada débil de u, además se puede mostrar que g es la

única función con la propiedad anterior. Cuando p = 2, ponemos

H1(I) := W 1,2(I). (B.2)

La motivación de la de�nición anterior es que si u ∈ C1(I)
⋂
Lp(I) y φ ∈ C1

c (I), entonces

existe K = [c, d] ⊆ I tal que suppφ ⊆ K, así que por la fórmula de integración por partes

se tiene ∫ b

a

u(x)φ′(x)dx = u(x)φ(x)|ba −
∫ b

a

u′(x)φ(x)dx = −
∫ b

a

u′(x)φ(x)dx.

por lo tanto g ≡ u′ (aquí u′ es la derivada en el sentido usual).
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Se tienen las siguientes propiedades de los espacios de Sobolev

P.1) W 1,p(I) es un subespacio vectorial de Lp(I).

P.2) Si u, v ∈ W 1,p(I), entonces (cu+ v)′ = cu′ + v′ para cualquier c ∈ R.

P.3) W 1,p es un espacio de Banach dotado con la norma

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp(I) + ‖u′‖Lp(I) .

P.4) H1(I) es un espacio de Hilbert dotado con el producto interior

〈u, v〉H1(I) = 〈u, v〉L2(I) + 〈u′, v′〉L2(I) , (B.3)

el cual induce la norma

‖u‖H1(1) = ‖u‖L2(I) + ‖u′‖L2(I) . (B.4)

P.5) Los espacios W 1,p son separables para 1 ≤ p <∞ y son re�exivos para 1 < p <∞.

P.6) Si {un}n∈N es una sucesión en W 1,p(I) convergente a u ∈ Lp(I) y además {u′n}n∈N
también converge en Lp(I), entonces u ∈ W 1,p(I) y {un}n∈N converge a u con la

norma dada para W 1,p(I).

P.7) Si u ∈ W 1,p(I) con 1 ≤ p < ∞, entonces existe {un}n∈N ⊆ D(R) tal que {un|I}n∈N
converge a u en W 1,p(I).

Lema B.1: Existe una constante C > 0 que sólo depende de |I| tal que

‖u‖L∞(I) ≤ C ‖u‖W 1,p(I) ,

para todo u ∈ W 1,p(I) y para todo 1 ≤ p ≤ ∞. Es decir W 1,p(I) ⊆ L∞(I).

Teorema de la derivada producto y la formula de integración por partes B.2:

Dadas u, v ∈ W 1,p(I) con 1 ≤ p ≤ ∞ �jo. Entonces uv ∈ W 1,p(I) y

(uv)′ = u′v + uv′. (B.5)

Además se veri�ca la fórmula de integración por partes∫ d

c

u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)|dc −
∫ d

c

u(x)v′(x)dx para todo c, d ∈ [a, b]. (B.6)
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Prueba.

Consideramos primero el caso 1 ≤ p <∞. Por el lema B.1 u ∈ L∞(I), así que uv ∈ Lp(I).

Ahora por la propiedad P.7 existen {un}n∈N, {vn}n∈N ⊆ D(R) tales que un|I → u, vn|I → v

en W 1,p(I). Así tenemos que un → u, vn → v en L∞(I), por lo tanto unvn → uv cuando

n→∞ tanto en L∞(I) como en Lp(I).

Entonces

(unvn)′ = u′nvn + unv
′
n → u′v + uv′ cuando n→∞,

en Lp(I) y por P.6 se obtiene que uv ∈ W 1,p(I). Para (B.6) sólo integramos (B.5).

En el caso p =∞ podemos encontrar una prueba detallada en [6, 17].

El espacio W 1,p
0 (I)

Para 1 ≤ p <∞. Se de�ne a W 1,p
0 como la cerradura de C1

c (I) en W 1,p(I).

En particular

H1
0 (I) := W 1,2

0 (I). (B.7)

A continuación enunciamos algunas propiedades de estos espacios.

W 1,p
0 (I) con la norma inducida por W 1,p es un espacio de Banach separable y es

re�exivo para 1 < p <∞.

H1
0 (I) es un espacio de Hilbert separable.

D(I) = W 1,p
0 (I).

Si u ∈ W 1,p(I)
⋂
Cc(I) entonces u ∈ W 1

0 (I).

Si u ∈ W 1,p(I) entonces u ∈ W 1,p
0 (I) si y sólo si u ≡ 0 sobre ∂I.

Lema B.3: Si I es acotado, existe C > 0 que depende sólo de |I| tal que

‖u‖W 1,p ≤ C ‖u′‖Lp(I) para todo u ∈ W p
0 (I). (B.8)

Prueba Fijamos u ∈ D(I), x ∈ (a, b) y q = p/(p− 1). Entonces

|u(x)| = |u(x)− u(a)| =
∣∣∣∣∫ x

a

u′(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ (x− a)1/q ‖u′‖Lp(I)

por lo tanto

‖u‖Lp(I) ≤
b− a
p1/p

‖u′‖Lp(I) .
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El Lema B.3 nos indica que la norma inducida por W 1,p(I) para el subespacio W 1,p
0 (I) es

equivalente a la norma

‖u‖∗ = ‖u′‖Lp(I) para u ∈ W p
0 (I). (B.9)

Así H1
0 (I) es un espacio de Hilbert con el producto interno

〈u, v〉H1
0

= 〈u′, v′〉L2(I) , (B.10)

el cual induce una norma equivalente a la norma heredada como subespacio de H1(I).

El espacio dual de H1
0 (I).

Denotamos al espacio dual de H1
0 (I) como H−1(I) y tenemos las siguientes inclusiones

H1
0 (I) ⊂ L2(I) ⊂ H−1(I).

Se puede ver que cada f ∈ L2(I) induce una distribución identi�cada por la misma f

como sigue

f(α) := 〈f, α〉L2(I) =

∫ b

a

f(x)α(x)dx para todo α ∈ L2(I),

es decir, L2(I) ⊂ D′(I). Además en el conjunto de distribuciones se cumple la siguiente

propiedad

〈g, αx〉 = −〈gx, α〉 para todo g ∈ D′(I), α ∈ D(I).

Además al ser D(I) denso en H1
0 (I) se puede probar que

〈g, αx〉 = −〈gx, α〉 para todo g ∈ D′(I), α ∈ H1
0 (I). (B.11)

Por el teorema de representación de Riesz para f ∈ H−1(I) existe un único α ∈ H1
0 (I) tal

que

f(β) = 〈α, β〉H1
0 (I)

para todo β ∈ H1
0 (I).

Además al pensar a α como una distribución, para β ∈ H1
0 (I) utilizando (B.10) y (B.11)

tenemos

f(β) = 〈αx, βx〉L2(I) = −〈αxx, β〉 = −αxx(β),

esto último nos permite identi�car de manera única a f con −αxx.
Todos los resultados se encuentran en [6] y [17].
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Algunos resultados de análisis armónico

y algunas integrales complejas

C.1) La función Φ(z) es de tipo exponencial.

Para w ∈ C se cumple

| sen(w)|2 = cosh2(Im(w))− cos2(Re(w)) ≤ exp(2|Im(w)|). (C.1)

Si Re(w) > 0, ponemos w = reiθ con r = |w|,−π/2 ≤ θ ≤ π/2. Entonces w1/2 = ±r1/2eiθ/2,
por lo tanto

|Im(w1/2)| = r1/2 sen

(
θ

2

)
≤ 1√

2
|w|1/2.

De (C.1) se tiene

| senw1/2| ≤ exp

(
1√
2
|w|1/2

)
.

Aplicamos lo anterior a w =
L2

ε

(
iz − M2

4ε

)
con Im(z) < 0, así que

∣∣∣∣sen

(
L√
ε

√
iz − M2

4ε

)∣∣∣∣ ≤ exp

(
L√
2ε

(
|z|+ M2

4ε

)1/2)
≤ exp

(
L|M |
2
√
2ε

)
exp

(
L√
2ε

√
|z|
)
.

De manera similar se prueba la desigualdad anterior con Im(z) > 0. Para ε > 0 se sigue

que

|Φ(z)| ≤ C(M, ε) exp

(
L√
2ε

√
|z|
)

cuando |z| → ∞

ya que
∣∣∣iz − M2

4ε

∣∣∣1/2 →∞ cuando |z| → ∞.
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C.2 Cálculo del valor principal de la integral

∫ ∞
0

ua−1

u− 1
du con 0 < a < 1.

Observamos ∫ ∞
0

ua−1

u− 1
du =

∫ ∞
0

uaR(u)du, donde R(u) =
1

u(u− 1)
.

Notamos que R(u) tiene polos simples en 0 y 1, entonces podemos seguir [1]. Comenzamos

con el cambio de variable u = t2 el cual transforma a la integral en

2

∫ ∞
0

t2a+1R(t2)dt.

Para la función z2a escogemos la rama donde el argumento vive entre −πa y 3πa; la función

está bien de�nida y es analítica en la región que se obtiene de omitir el eje imaginario

negativo lo cual nos permite aplicar el teorema de los residuos a la función z2a+1R(z2) en

la región semicircular centrada en el origen que rodea a los puntos z = 0 y z = 1.

Se puede probar que la integral sobre los semicírculos tienden a cero cuando el radio del

semicírculo grande tiende a ∞ y los radios de los semicírculos pequeños tienden a cero.

Entonces tenemos∫ ∞
−∞

z2a+1R(z2)dz =

∫ ∞
0

(
z2a+1 + (−z)2a+1

)
R(z2)dz,

no obstante, (−z)2a = e2iπaz2a, entonces

(1− e2iπa)

∫ ∞
0

z2a+1R(z2)dz =

∫ ∞
−∞

z2a+1R(z2)dz

Para la integral de la derecha se requiere determinar los residuos de z2a+1R(z2) en el

semiplano superior complejo. Estos son los mismos que los residuos de zaR(z) en todo el

plano complejo, es decir,

(1− e2iπa)

∫ ∞
0

z2a+1R(z2)dz =
iπ

2
(1 + e2iπa),

de donde obtenemos que ∫ ∞
0

ua−1

u− 1
du = −π cot(aπ).
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C.3 La formula integral (4.25).

Para x ∈ R probamos la siguiente fórmula integral:∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ = |x|γπ cot
(πγ

2

)
para 0 < γ < 2.

Fijamos x > 0, para t > 0 tenemos∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ < 1 si y sólo si t >
x√
2
,

entonces ∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ =

∫ x√
2

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ +

∫ ∞
x√
2

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ
= I(x) + J(x).

Integrando por partes tenemos

I(x) =

∫ x√
2

0

log

(
x2

t2
− 1

)
dtγ = tγ log

(
x2

t2
− 1

)∣∣∣∣t=x/
√
2

t=0

+

∫ x/
√
2

0

tγ−1

x2 − t2
dt

≤ 2

x2

∫ x/
√
2

0

tγ−1dt = γ−121−γ/2xγ−2,

donde usamos que ĺım
t→0+

tγ log

(
x2

t2
− 1

)
= 0 cuando γ > 0, x > 0.

Por otro lado

−J(x) = −
∫ x

x√
2

log

(
x2

t2
− 1

)
dtγ −

∫ ∞
x

log

(
1− x2

t2

)
dtγ

=

∫ x

x/
√
2

log

(
t2

x2 − t2

)
γtγ−1dt+

∫ ∞
x

log

(
t2

t2 − x2

)
γtγ−1dt

≤ 2Cγ(x)

∫ x

x/
√
2

t√
x2 − t2

dt+

∫ 2x

x

log

(
t2

t2 − x2

)
γtγ−1dt+

∫ ∞
2x

log

(
t2

t2 − x2

)
γtγ−1dt

≤
√

2Cγ(x)x+ 2
√

3Dγ(x)x− (2x)γ log(4/3) + 2x2
∫ ∞
2x

tγ−1

t2 − x2
dt,

donde hemos usado integración por partes,

ĺım
t→∞

tγ log

(
x2

t2
− 1

)
= ĺım

t→∞

2x2

γ

tγ

t2 − x2
= 0,

con Cγ(x) = γxγ−1 máx{2
1
2
− γ

2 , 1}, Dγ(x) = γxγ−1 máx{2γ−1, 1}.
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Ahora calculamos su valor principal para el caso x > 0.∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ = ĺım
ε→0+

(∫ x−ε

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ +

∫ ∞
x+ε

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ) .
Aplicando integración por partes a la primera integral del lado derecho tenemos∫ x−ε

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ = tγ log

(
x2

t2
− 1

)∣∣∣∣x−ε
0

−
∫ x−ε

0

2x2t−3

1− x2

t2

tγdt

= tγ log

(
x2

t2
− 1

)∣∣∣∣x−ε
0

+ |x|γ
∫ ∞

x2

(x−ε)2

u−γ/2

u− 1
du.

De manera análoga tenemos

∫ ∞
x+ε

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dt = ĺım
A→∞

tγ log

(
1− x2

t2

)∣∣∣∣A
x+ε

+ |x|γ
∫ x2

(x+ε)2

0

u−γ/2

u− 1
du.

Finalmente tenemos

∫ ∞
0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ dtγ = ĺım
t→∞

tγ log

(
1− x2

t2

)
− ĺım

t→0
tγ log

(
x2

t2
− 1

)
+ ĺım

ε→0+
log

(
x2

(x−ε)2 − 1
)(x−ε)γ

(
1− x2

(x+ε)2

)(x+ε)γ
+ |x|γ

∫ ∞
0

u−γ/2

u− 1
du

= |x|γ
∫ ∞
0

u−γ/2

u− 1
du = |x|γπ cot

(πγ
2

)
con 0 < γ < 2

C.4 Discretización de la medida dν y la convergencia de las series que de�nen a las fun-

ciones Ũ(z) y h(z).

Dada la medida ν en [B,∞) de�nida en (4.24), consideramos su parte entera [ν(t)]. No-

tamos que existe una única sucesión {µk}k∈N tal que s(µk) = k para todo k ∈ N, por lo
que la grá�ca de [v(t)] en el intervalo [B,∞) se ve como la grá�ca de abajo; es obvio que

dichos valores µk existen ya que s(B) = 0, s es continua, es creciente en [A,∞) y B = 4A.
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Para mostrar la convergencia de las series que de�nen a las funciones Ũ(z) y h(z), utili-

zamos los siguientes resultados.

Lema 1 Si g(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y para c ∈ (a, b) consideramos

a la función escalón F (x) =

{
m si a ≤ x < c

n si c ≤ x < b.
.

Entonces ∫ b

a

g(x)dF (x) = (n−m)g(c).

Prueba Consideramos una partición �nita del intervalo [a,b],

P = {x0 = a, x1, x2, . . . , xn = b}

y tomamos para dicha partición los valores cj ∈ [xj−1, xj] en la de�nición de suma de

Riemann-Stieltjes respecto la partición P .

Entonces existe k ∈ N tal que xk−1 < c ≤ xk, así que

F (xj)− F (xj−1) =

{
0 si j 6= k

n−m si j = k.

Por lo tanto

n∑
j=1

g(cj)[F (xj)− F (xj−1)] = (n−m)g(ck), con ck ∈ [xk−1, xk].

Tomando ||P || → 0, es claro que ck → c y por la continuidad de g se cumple que g(ck)→
g(c), es decir, ∫ b

a

g(x)dF (x) = (n−m)g(c).

Lema 2 Sea {ak}k∈N una sucesión de números complejos.

La serie
∞∑
k=1

log(1 + ak) converge absolutamente si la serie
∞∑
k=1

|ak| converge.

Prueba Como la serie
∞∑
k=1

|ak| es convergente, entonces |ak| → 0 cuando k →∞, es decir,

para 0 < δ < 1 existe k0 ∈ N 3 |ak| < δ para todo k ≥ k0.

Además sabemos que

ĺım
z→0

log(1 + z)

z
= 1,
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es decir, para ε > 0 existe 0 < δ < 1 tal que si |z| < δ entonces∣∣∣∣ log(1 + z)

z
− 1

∣∣∣∣ < ε.

Por lo tanto,

(1− ε)|z| < | log(1 + z)| < (1 + ε)|z|.

Ponemos z = ak y sumando desde k = k0 hasta in�nito, obtenemos

(1− ε)
∞∑

k=k0

|ak| ≤
∞∑

k=k0

| log(1 + ak)| ≤ (1 + ε)
∞∑

k=k0

|ak|,

y notamos que ambas series son convergentes por hipótesis. Entonces

∞∑
k=1

| log(1 + ak)| ≤
k0−1∑
k=1

| log(1 + ak)|+ (1 + ε)A <∞.

Ahora consideremos a la función

h(z) =

∫ ∞
0

log

(
1− z2

t2

)
d[ν(t)], z ∈ C \ R.

Aplicando el lema 1 y observando la grá�ca de [ν(t)] tenemos

h(z) =

∫ ∞
0

log

(
1− z2

t2

)
d[ν(t)] = ĺım

A→∞

∫ A

B

log

(
1− z2

t2

)
d[s(t)] =

∞∑
k=1

log

(
1− z2

µ2
k

)
.

Como s(µk) = k para cada k ∈ N, entonces aµk ≥ k, k ∈ N, así

∞∑
k=1

1

µ2
k

≤ a2
∞∑
k=1

1

k2
≤ a2

π2

6
.

Por el lema 2 la función h(z) =
∞∑
k=1

log

(
1− z2

µ2
k

)
es absolutamente convergente, ya que

∞∑
k=1

|z|2

µ2
k

≤ a2
π2

6
|z|2 <∞, z ∈ C.
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C.5 La formula integral (4.35).

Primero consideraremos el caso cuando x > 1, entonces∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t) =

∫ 1

0

log

(
x2

t2
− 1

)
dt−

∫ 1

0

log

(
x2

t2
− 1

)
d
√
t.

Integramos por partes en la primer integral de la derecha y hacemos el cambio de variable

u2 = x2/t2 para obtener∫ 1

0

log

(
x2

t2
− 1

)
dt = t log

(
x2

t2
− 1

)∣∣∣∣t=1

t=0

− x log

∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣∣∣∣∣∞
x

= log(x2 − 1) + x log

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ ,
ya que, por la regla de L'Hospital se cumple

ĺım
t→0

t log

(
x2

t2
− 1

)
= 0 y ĺım

u→∞
log

∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣ = ĺım
u→∞

log

∣∣∣∣1/u+ 1

1/u− 1

∣∣∣∣ = 0.

En la segunda integral de la derecha integramos por partes y hacemos el cambio de variable

u4 = x2/t2 para obtener∫ 1

0

log

(
x2

t2
− 1

)
d
√
t = t log

(
x2

t2
− 1
)∣∣∣t=1

t=0
−
√
x
[
log
∣∣1+u
1−u

∣∣− 2 arctan(u)
]∣∣∞
u=
√
x

= log(x2 − 1) + π
√
x+
√
x log

(
1+
√
x

1−
√
x

)
− 2
√
x arctan

√
x.

Por lo tanto (4.35) se cumple para |x| > 1.

Consideramos 0 < x < 1 y notamos que la función log |1−x2/t2| presenta discontinuidad en
t = x. Es su�ciente calcular el valor principal de la integral, puesto que esta es convergente

(la convergencia es similar a (4.25)). Entonces∫ 1

0

log

∣∣∣∣1− x2

t2

∣∣∣∣ d(t−
√
t) = ĺım

ε→0+

[∫ x−ε

0

log

(
x2

t2
− 1

)
dt +

∫ 1

x+ε

log

(
1− x2

t2

)
dt

]
− ĺım

ε→0+

[∫ x−ε

0

log

(
x2

t2
− 1

)
d
√
t+

∫ 1

x+ε

log

(
1− x2

t2

)
d
√
t

]
.

Integrando por partes obtenemos

ĺım
ε→0+

[∫ x−ε

0

log

(
x2

t2
− 1

)
dt+

∫ 1

x+ε

log

(
1− x2

t2

)
dt

]

= ĺım
ε→0+

log(1− x2) + log


(

x2

(x−ε)2 − 1
)x−ε

(
1− x2

(x+ε)2

)x+ε
+ x log

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣+ x log

∣∣∣∣2x− ε2x+ ε

∣∣∣∣


= log(1− x2) + x log

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣ .
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De igual forma tenemos

ĺım
ε→0+

[∫ x−ε

0

log

(
x2

t2
− 1

)
d
√
t+

∫ 1

x+ε

log

(
1− x2

t2

)
d
√
t

]

= ĺım
ε→0+

log(1− x2) + log


(

x2

(x−ε)2 − 1
)√x−ε

(
1− x2

(x+ε)2

)√x+ε
+
√
x log

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣−√x log

∣∣∣∣(√x+ ε+
√
x)2

(
√
x− ε+

√
x)2

∣∣∣∣
+ π
√
x− 2 arctan(

√
x)− 2

√
x arctan

(√
x

x− ε

)
+ 2
√
x arctan

(√
x

x+ ε

)]
= log(1− x2) + π

√
x+
√
x log

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣− 2
√
x arctan(

√
x).

Por lo que (4.35) se cumple para |x| < 1.

C.6 Para x, y ∈ R calculamos∫ ∞
−∞

√
|t|

(t− x)2 + y2
dt =

∫ ∞
0

√
t

(t− x)2 + y2
dt+

∫ 0

−∞

√
−t

(t− x)2 + y2
dt

Realizamos los cálculos sólo para la primer integral de la derecha con x, y > 0. Considera-

mos el cambio de variable u =
√
t. Entonces∫ ∞

0

√
t

(t− x)2 + y2
dt =

∫ ∞
0

2u2

(u2 − x)2 + y2
.

Puesto que el integrando de la integral resultante es par basta con encontrar el valor

principal de Cauchy, ya que si este existe entonces la integral converge a dicho valor.

Encontramos las raíces de la función de variable compleja

f(z) =
2z2

(z2 − x)2 + y2
=

2z2

(z2 − x− iy)(z2 − x+ iy)
con z ∈ C.

Si z2 = x + iy, ponemos z2 = reiθ = r[cos θ + i sen θ] y cos θ = x√
x2+y2

para obtener que

las raíces de z2 = x+ iy están dadas por

z1 =
1√
2

[√
|z|+ x+ i

√
|z| − x

]
y z2 = − 1√

2

[√
|z|+ x+ i

√
|z| − x

]
,

tomando los conjugados de z1 y z2 se tiene que z1 y z2 son las raíces de z2 = x− iy.

Para el cálculo de la integral consideramos el siguiente contorno semicircular de�nido por

|z| = R con R > 0 su�cientemente grande para que en el interior estén z1 y z2
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Entonces ∫ R

−R

√
t

(t− x)2 + y2
dt+

∫
CR

f(z)dz = 2πi[Res
z=z1

f(z) + Res
z=z2

f(z)].

Tenemos que

Res
z=z1

f(z) =
2z21

(z1 − z2)(z1 − z1)(z1 − z2)
=

z1

2i
√
|z| − x

√
|z|+ x

.

Res
z=z1

f(z) =
2z22

(z2 − z1)(z2 − z2)(z2 − z1)
= − z2

2i
√
|z| − x

√
|z|+ x

.

Sabemos que |z| = R en CR y (|z|2 − |x|)2 − y2 ≤ |(z2 − x)2 + y2|, entonces∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

|f(z)|dz ≤ 2R2

(R2 − |x|)2 − y2
πR =

2R3π

R4 − 2R2|x|+ |x|2 − y2
.

Tomando R→∞, la integral en el contorno CR tiende a cero, así∫ ∞
−∞

√
t

(t− x)2 + y2
dt = 2πi[Res

z=z1
f(z) + Res

z=z2
f(z)] =

2π√
2
√
|z| − x

.

Por lo tanto ∫ ∞
0

√
t

(t− x)2 + y2
dt =

π√
2
√
|z| − x

, x, y ∈ R.

De manera análoga se puede probar que∫ 0

−∞

√
−t

(t− x)2 + y2
dt =

π√
2
√
|z|+ x

, x, y ∈ R.

Por lo tanto,

∫ ∞
−∞

√
|t|

(t− x)2 + y2
dt =

π√
2

(
1√
|z|+ x

+
1√
|z| − x

)
, x, y ∈ R. (C.2)

Tomamos y = 1 y x por −x, entonces

∫ ∞
−∞

√
|t|

1 + |x+ t|2
dt = π

(
1√

2
√
x2 + 1− 2x

+
1√

2
√
x2 + 1 + 2x

)
, x ∈ R.
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Esta última expresión nos es de utilidad en el Lema 6 del capítulo 4.

C.7 Desigualdad para (4.49)

Para M 6= 0 existe δ > 0 tal que δ ≤ M2

4
. Entonces para cada ε > 0 con ε ≤ δ tenemos

|x2 + 1|1/4 ≤
∣∣∣∣x2 +

M4

16ε2

∣∣∣∣1/4 y |x2 + 1|1/2 ≤ |x2 + λ2k|1/2.

De lo anterior se sigue

(x2 + 1)3/4 ≤
∣∣∣∣x2 +

M4

16ε2

∣∣∣∣1/4 |x2 + λ2k|1/2.

Tenemos que (x2 + 1)3/4 ≤ (|x|+ 1)3/2, x ∈ R,

(x2 + 1)3/4

(|x|+ 1)3/2
≤ 1 para todo x ∈ R.

Para x ≥ 0 de�nimos f(x) =
(x2 + 1)3/4

(x+ 1)3/2
entonces f ′(x) =

3(x− 1)

2(x+ 1)5/2(x2 + 1)1/4
. Nota-

mos que f(x) alcanza su valor mínimo en x = 1, es decir, mı́n
x∈R

f(x) =
1

23/4
.

Tomamos ε ≤ 1√
2
entonces

ε3/2(|x|+ 1)3/2 ≤ |x2 + 1|3/4.

Finalmente si ε = mı́n{δ, 1/
√

2} obtenemos

ε3/2∣∣x2 + M4

16ε2

∣∣1/4 |x2 + λ2k|1/2
≤ 1

(|x|+ 1)3/2
. (C.3)
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